1. TOPICOS Y RAICES CUADRADAS. E.R. AZNAR

En lo que sigue comentaremos tres métodos de calcular, como se decia antano, o de aproximar, como decimos
hoy, la raiz cuadrada de un nimero real positivo N. Normalmente, calculamos una aproximacion en base diez de
la rafz cuadrada, ya que la mayor parte de las veces /N tiene un nimero infinito de decimales (no periédicos).
En ese caso, sélo se puede aproximar la raiz hasta un cierto niimero de decimales.

En algunos otros casos, la representacién decimal de v/N tiene periodo cero, o sea desde alguna posicién
después del punto decimal tiene un numero infinito de ceros a la derecha. En este caso, decimos que N es un
cuadrado perfecto. Ya que, aunque N no sea entero, existe una potencia de diez tal que N10" es un nimero
natural cuadrado perfecto. En cualquier caso, desde el punto de vista algebraico y matemético, el nimero real
VN es ezacto ya que nos referimos a la tnica raiz real positiva que tiene el polinomio z2 — N.

La intencién didactica de estas notas es aclarar algunos tépicos extendidos sobre este tema normalmente
entendido como elemental. En primer tépico es cual método es mas moderno, otro cual es mas eficaz y otro
cual deberiamos aprender tanto individual como colectivamente en la escuela.

i) Método de Her6n. Comenzaremos por el més antiguo, el atribuido a Herén de Alejandria (126 a.c.—50
a.c.). Este método se basa en suponer que conocemos una aproximaciéon z de la raiz cuadrada /n y
calcular otra aproximacion y a partir de la primera por la férmula
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por tanto a partir de la segunda todas las aproximaciones de 1 < n son también 1 < y.

Ahora, como se verifica que
1 n? 1 n? 1 ny2 (22 —n)

2 2 2
-—n=— +—=+2n)—n=—(2"+—=—-2n)=—(r——) = ———
Y 4 ( 562 ) 4 ( 1,2 ) 4 ( I) 4552
podemos suponer que empezamos con alguna aproximacion tal que también 1 < z, y entonces si
|22 — n| < € se tendra
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decimos entonces que la convergencia es cuadratica.

Como R es arquimediano. Si 0 < z < 1 podemos cambiar n por un multiplo de una potencia de 10
conveniente de tal forma que 1 < n’ = nl10%". Asi, la relacién entre las raices cuadradas es v/ = 10"/n
y existe una correspondencia biyectiva entre los nimeros z’ tal que z'? < n/ y los x tales que z? < n,
dada por 2’ = x10". En consecuencia, no hay pérdida de generalidad en calcular la mejor aproximacién a
n’ y después multiplicar por 10~". O sea, siempre podemos suponer que el radicando es mayor que uno.

En la practica el método de Herén converge muy rapidamente. Esto es, se obtienen bastantes decimales
exactos en relativamente pocas iteraciones. La razon estd en que en muchas iteraciones se dobla el niimero
de decimales exactos obtenidos. Ademads, este método es facilmente programable (i.e., tiene pocas lineas
de c6digo) en cualquier lenguaje de alto nivel.

Por lo anterior, es creencia popular que este método es muy moderno y eficaz. Claramente no es
moderno. Veremos mas adelante que no es tan eficaz y que depende muy fuertemente de los instrumentos
de calculo de que dispongamos. En el s. XXI, esto significa del hardware, esto es, de las instrucciones
de codigo méaquina de que dispongamos. Asi como del tamano de palabra de nuestro ordenador. En
definitiva, del tamano del input V.

ii) Método de las convergentes. El segundo método que comentaremos es el de las convergentes de la
descomposicién en fracciones continuas de la raiz cuadrada y/n. Es conocido que esa descomposicién es
peridédica con periodo simétrico

\/ﬁ: [QO7q1)"'7Q’I’TL7"'] = [quqlqua"'aq27q1a2q0]
vy que las sucesivas fracciones llamadas convergentes
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verifican que
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y que alternativamente
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por tanto el valor de cada convergente es una buena aproximacién racional a la rafz cuadrada /n. Como
los denominadores ¢, B;,—1 + By_2 forman una sucesiéon doblemente recursiva de nimeros naturales
(parecida a la de Fibonacci). Crecen muy rédpidamente.

Més répidamente crecerd el denominador By,—1B,, (que verifica que B2, _; < B,,_1B,,). Siendo la
convergencia de las fracciones B’" hacia el valor real de y/n también répida. De nuevo, en el sentido, de
que se obtienen bastantes decimales exactos en relativamente pocas iteraciones.

Este método es ficil de programar una vez que se conoce el periodo ¢i,qs,-.-,q2,q1,2q0 de /n.
Aunque claramente tiene un coste superior al anterior de Herén. Es parecido en cuanto a convergencia y
antigiiedad.

iii) Método de Al-Banna. El tercer método es conocido como el de Al Banna (1256-1321). Ha sido
ensenado en las escuelas de casi todo el mundo desde hace siglos. Se basa en la conocida férmula del
cuadrado de un binomio (a + b)? = a? + 2ab + b>.

En efecto, supongamos que el nimero 1 < N (como antes, no hay pérdida de generalidad en suponer
esta hipétesis) estd escrito en base diez como

N = bon 110740 4 by 10°" +

donde n > 0 y ba, 41 puede ser cero, pero no su siguiente cifra decimal que serd bq,, # 0. Supongamos
ahora que tiene como aproximacion de su raiz cuadrada N un ntmero, zj, escrito en base diez como

Ty = a, 10" 4 -+ + ap_ 10"F
donde k € N es tan grande como queramos. Esto es, cuando n < k la aproximacion sera
T =apl0" 4+ +ag+a_1107 4+ -+ a,_p10"7F

o sea tendra lo que llamamos un punto decimal y digitos decimales a continuacién.
Este método halla los digitos sucesivamente, de uno en uno, de forma exacta. En el sentido de que la
aproximacién z; a N verifica que es el mayor cuadrado que es menor que

Ni = b 110%™ 59,102 + -+ + by 0y, 102772

que es el nimero N truncado con ceros por la derecha y que tiene 2k 4+ 2 o 2k + 1 cifras en base diez. Por
un razonamiento previo, podemos dividir convenientemente, tanto N, como xj, por potencias de diez
para tratar sélo con nimeros enteros. Esto lo haremos preciso, més adelante en cada iteracién.

Suponiendo por inducciéon que xj, verifica lo anterior calculamos la siguiente cifra de la aproximacién
QAp—k—1 Yy Por tanto rr41

Tpp1 = anl0™ 4+ - 4 ap_ ;10" F 4@, _j_ 107 F1
de la siguiente forma. Como
231 = (anl0™ + -+ ap 1077 a1 10"FH? = (0, 10" 4o 4 ay 10 + @y g ) 21077202
es miiltiplo de 102"~2=2, Como también la siguiente truncacién del nimero N es
Nig1 = bone110%"H £ 03,1077 + -+ 4 gy 01027728 4 by, _op 9107772672 =
= [bant 110773 £ by, 102FF2 oo by 9410 4 by op, o] 10277242

podemos dividir por 102"~2#=2 en ambas expresiones.
Ahora, tratamos con nimeros enteros, y se obtiene

(an 10" oo ay 10+ ap_p1)? = (an10F + -+ ay,1)?10% + 2(an 108 + -+~ +ay,_1)10a, 1 +a2 ;| =
= (an10F + - 4 ap_1)?10% + [2(an10* + - + ap_1)10 + Gp_p—1)an_p_1
y por hipdtesis de induccién, la diferencia
My, = (bop 411024 £ by, 10%F + - 4 by _02)10% — (@, 10% 4 - -+ + @y, 1)?102

es lo menor posible y ya estd calculada. Basta por tanto calcular el digito 0 < a,—;x—1 < 9 de tal manera
que la diferencia

M1 = My — [20(a, 10F + -+ + ap_p) + @n—p—1]an—x—1
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sea lo menor posible. Y esto es lo que se hace en cada iteracién salvo en la primera en la que calculamos
el primer digito a,, de tal manera que su cuadrado sea menor o igual que el entero ba, 110 + ba,, (este es
el primer caso de la induccién).

Como consecuencia, este método es lineal en el nimero de cifras de v/N. O sea, realiza tantas itera-
ciones como cifras queremos calcular de la raiz cuadrada y en cada iteracion se realizan como mucho
9 multiplicaciones y 9 restas (en la préactica muchas menos). Como el nimero de cifras en base diez
de V/N es M, el nimero total de operaciones estd acotado por 9log;y N. O sea, es un algoritmo
de crecimiento logaritmico. Ademsds, lo que es importante, las operaciones efectuadas en el curso del
algoritmo son sélo multiplicaciones por un digito y restas, sin ninguna divisién. O

Sobre la complejidad algoritmica.

Después de esta exposiciéon podemos empezar a hacer una comparaciéon entre los tres métodos. En una primera
aproximacién, diremos que los dos primeros son parecidos entre si y son del tipo que se estudian en célculo
numeérico. El primero de Herén es mejor que el de las convergentes. FEn este se hacen més operaciones al inicio
y durante el algoritmo. Pero se obtiene otra informacién adicional interesante.

El inconveniente del de Herén es que depende de la primera aproximacion elegida. Ademads, en cada iteracién
se hace al menos una divisién, una multiplicacién y una suma de precision como minimo la del niimero inicial.
O sea, hace falta aritmética de punto flotante y si IV supera el tamano de palabra del ordenador hace falta una
aritmética de precisién miltiple completa (incluyendo una divisién arbitraria). En contrapartida, en muchas
iteraciones se dobla el nimero de decimales exactos calculados.

Antes de sacar mas conclusiones. Analicemos algunos ejemplos:

Ejercicio 1. Calcular V2 con 5 decimales exactos con cada uno de los tres métodos anteriores.

i

ii)

Método de Herén. Comenzamos con xg = 1. Asi

1 2 3
1,3 4 94+ 8 17
2=3(Gt3) =55 =g =14

1,17 24, 1724212
ldry ey 1Tzl 0Ty s
o\12 17/ T 2217 T aos

Zs3
donde en tres iteraciones y después de como minimo tres sumas, tres multiplicaciones y 6 divisiones
(o bién tres sumas, tres divisiones y seis multiplicaciones) hemos obtenido 5 cifras decimales exactas.
Después del punto, la sexta cifra es incorrecta.

Observamos que aunque se hacen sélo 3 iteraciones se hacen 12 operaciones aritméticas, de las cuales
como minimo hay tres divisiones, alguna de precisién bastante mayor que el input N.

Método de las convergentes. Después de un calculo previo, La descomposicién periddica correspon-
diente es v/2 = [1,2]. Por tanto, la sucesién de convergentes comienza con

Ao 1y wntl 3o 1T s A s 2 e, 5T g
By 1 @ 2 12 29 70 408

donde hemos necesitado seis iteraciones, el doble del método anterior, y mas operaciones. Obsérvese que
las aproximaciones racionales del método de Herén coinciden con algunas de las convergentes. Esto es
casual y debido a la descomposicién periédica de v/2.
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iii) Método de Al-Banna.
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2.0000000000 | 1.414221

1 24-4=96

100 281 -1 =281

096 2824 -4 = 11296
00400 28282 - 2 = 56564
00281 282841 - 1 = 282841
00281

0011900

0011296

000060400

000056564

00005383600

0000282841

donde se han realizado seis restas y 5 multiplicaciones para obtener el mismo niimero de digitos. Donde
las multiplicaciones siempre son por un digito independientemente de la precisién obtenida.
En este ejemplo elemental gana el método de Al-Banna.

Ejercicio 2. Calcular /125 con 5 decimales exactos con cada uno de los tres métodos anteriores.

i) Método de Herén. Comenzamos con xg = 10. Asi

1

125, 225

=-(10+=>)=5- =112
n=5010+55) =55 °
1,225 125-20, 2252+125-20 50625+ 50000 100625
2y = (22 ) = = = = 11.1805
220 225 2-20-225 9000 9000
1 225
= (111 ——) =111
3 2( 805 + 11.1805) 80339

donde en tres iteraciones y después de como minimo tres sumas y 6 divisiones (o bién tres sumas, tres
divisiones y seis multiplicaciones) hemos obtenido 5 cifras decimales exactas. Después del punto, la sexta

cifra es incorrecta.

ii) Método de las convergentes. Después de un célculo previo, La descomposicién periédica correspon-
diente es v/125 = [11,5,1,1,5,22]. Por tanto, la sucesién de convergentes comienza con

Ay 11

- 11
By 1

)

q1

goq +1 56

67

) 6

123 15127

2
=112, — =11.16, — = 11.1818, 66% = 11.18032, —— = 11.180339

11 1353

donde de nuevo hemos necesitado seis iteraciones, el doble del método anterior, y més operaciones.

iii) Método de Al-Banna.

125.0000000000

1.18033

1

21-1=21

025

221-1=221

021

2228 -8 =17824

00400

22360-0=0

00221

223603 - 3 = 6708189

0017900

0017824

000007600

000000000

00000760000

00000670809

0000008919100

0000006708189

donde se han realizado seis restas y 5 multiplicaciones para obtener el mismo niimero de digitos.
En este ejemplo también gana el método de Al-Banna.
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