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TEMA 8. Cálculo deductivo. Deducibilidad (en lógica de primer orden)

Aquí tenéis algunos consejos útiles a la hora de derivar en primer orden. Conviene que reléais los consejos que ofrecía para cálculo  proposicional, porque siguen valiendo para el cálculo de primer orden. Me limito a añadir algunas ideas específicas relativas a los cuantificadores y el igualador.
Algunos consejos sobre la deducción en primer orden
Como en lógica proposicional, la deducción en primer orden tiene un poco de arte y requiere práctica. A diferencia de ejercicios como las tablas de verdad, no podemos proporcionar un método mecánico para realizar deducciones, i.e., un método para decir qué regla es apropiado aplicar en cada momento. Una misma deducción se puede realizar de maneras diferentes, algunas más largas que otras. Lo principal es tener siempre en cuenta cuál es la fórmula-conclusión que se quiere obtener, y manipular las fórmulas por medio de las reglas hasta obtener la conclusión deseada.

1. Diseña una estrategia
Al igual que en proposicional, es fundamental diseñar una estrategia para atacar la deducción:

a) Fíjate en la forma de la conclusión. Ésta a menudo te va a dar una pista de qué estrategia es apropiada. Ejemplos:

· Se trata de un cuantificador universal: (x (. Fíjate dónde está colocada la x que está ligada por el cuantificador (. Si conseguimos una fórmula (, en la cual aparece la misma constante individual en aquellos lugares donde va la x, entonces podemos obtener (x (, por la regla de Introducción de Universal (IU), SIEMPRE QUE:  la constante en cuestión no esté en las premisas ni en supuestos no cancelados

Ejemplo: Si queremos obtener (x (Px ( Rx), bastará con obtener una fórmula como (Pa ( Ra),  (Pb ( Rb), etc

· Se trata de un cuantificador existencial: (x (. Lo mismo: fíjate dónde está la x y si consigues una fórmula ( con una constante en los lugares donde va la x, entonces puedes cuantificarlo como (x (, por la regla de Introd. del Existencial (IE), cuya única restricción es que la variable x no puede aparecer en la fórmula ( que quieres cuantificar.
Ejemplo: Si queremos obtener (x(yRxy, bastará con obtener (yRay o (yRby, etc. Fíjate que de (yRay NO SE PUEDE OBTENER (y(yRyy, porque la variable que estamos introduciendo (y) ya estaba usada en la fórmula que estamos cuantificando ((yRay).

· Si se trata de un ( negado: ¬(x (. Hay dos estrategias que pueden funcionar:

(1) Intenta una reducción al absurdo, introduciendo como hipótesis (x (. Fíjate que de esta última fórmula ya puedes “obtener cosas”, por la regla de Eliminación del Universal (EU), que es de aplicación más sencilla.

(2) Piensa cuál es su equivalente expresada con el existencial: (x ¬(. Si puedes obtener como conclusión esta última fórmula, la puedes transformar inmediatamente en ¬(x (.

· Si se trata de un ( negado: ¬(x (, las mismas estrategias (1) y (2) pueden funcionar, con una salvedad: si intentas la reducc al absurdo, con lo cual introduces como hipótesis (x (, recuerda que, si queremos aplicar Eliminación del Existencial en esta última fórmula, tenemos restricciones (véase más abajo).

- Por supuesto, si la fórmula que tienes que derivar es una combinación de fórmulas unidas por una conectiva (ejemplos: ((xPx ( (xPx), ((xyRxy ( (xyRyx), (Pa ( (xPx), etc), diseña tu estrategia en función de cuál sea esta conectiva: si es un ( tendrás que pensar en la regla de Introd. del Condicional, si es ( puede que tengas que obtener cada conyunto por separado, etc (repasa el punto 1 de los consejos para lógica proposicional).

b) Manipula la conclusión antes de empezar a derivar. 

(1) Especialmente, intenta expresar una fórmula con un ( en su equivalente con ( y viceversa (repasa las reglas de interdefinición entre ambos (DEU, NEU, etc): (x ( ( ¬(x ¬( , (x ( ( ¬(x ¬( , ¬(x( ( (x ¬( , ¬(x ( ( (x ¬(
(2) Fíjate en las conectivas dentro del cuantificador y pregúntate que posibles equivalencias con otras conectivas son posibles. Ejemplo: (x (¬Px ( Qx) Dado que (¬Pa ( Qa) es equivalente a (Pa ( Qa), si obtenemos la segunda, podemos transformarla en la primera, y finalmente introducir el (.

c) Fíjate en la forma de las premisas. Intenta ver si los elementos que componen la conclusión se encuentran como partes en diferentes premisas. Intenta ver si manipulando la conclusión, tal y como se sugiere en (b.2), se corresponde con alguna parte de las premisas.

2. Cuidado con los cuantificadores negados
De la fórmula (x (Px ( Rx) se puede obtener (por EU): Pa ( Ra

Pero de la fórmula ¬(x (Px ( Rx) NO se puede obtener: ¬(Pa ( Ra)

Si transformamos ¬(x (Px ( Rx) en su equivalente (x ¬(Px ( Rx), entonces podemos iniciar una Eliminación del Existencial (EE) así:

┌ ¬(Pa ( Ra)


pero esto es muy distinto que obtener directamente ¬(Pa ( Ra) del universal

Desde la fórmula (x (Px ( Qx) se puede iniciar una EE así: 

┌Pa ( Ra
(EE...)

Pero desde ¬(x (Px ( Qx) NO se puede iniciar esto:

┌ ¬(Pa ( Ra)

en este caso lo que debe hacerse es transformar ¬(x (Px ( Qx) en su equivalente 

(x ¬(Px ( Qx) y ahora sí podemos obtener directamente (es decir, sin barrar) la fórmula ¬(Pa ( Qa) (dado que lo que estamos haciendo es Elim. del Universal).

3. Elige bien los individuos
Cuando eliminamos un (, podemos sustituir la x, y, z... por cualquier constante a, b, c... Se trata de elegir la constante conveniente, en función de las fórmulas con las que vayamos a trabajar. Sea nuestra premisa (x (x=b ( Pb) y se nos pide que derivemos Pb. ¿Qué constante elegirías para sustituir por la x? Obviamente, la propia b:

1 (x (x=b ( Pb)
Pr

2 b=b ( Pb

EU 1

3 b=b

I I

4 Pb


MP 2, 3

Cuando comenzamos la Elim del (, hay restricciones sobre qué constantes podemos elegir: no debe estar en las premisas, ni en supuestos no cancelados, ni aparecer en la propia fórmula desde la que comenzamos la eliminación... En general, debe ser una constante de la que podamos decir “tanto da que escoja este individuo como que escoja cualquier otro”. Pero una vez tenidas en cuenta  las restricciones, elige el individuo que más te convenga, según las demás fórmulas con las que cuentes:

1. (x (Px ( Qx) ( ¬Qa

Pr

2. (x Px



Pr

(3   Pb



(EE 2)

(4 (x (Px ( Qx)

EC 1

(5 Pb ( Qb


EU 1

...

En el paso 3 empleamos una constante (b) diferente a la que aparece en la premisa 1 (a).  En el paso 5 eliminamos el universal con esa misma constante b (para obtener luego, por ejemplo, Qb por Modus Ponens, etc).

4. Ojo con la contradicción

Al igual que en cálculo proposicional, la regla RA es una de las más socorridas. Pero uno tiene que fijarse bien en cuál es la conclusión que se pide, para colocar su negación como hipótesis de partida. Si se nos pide |- ¬(x Px ( (x ¬Px   su negación será: ¬(¬(x Px ( (x ¬Px)

A partir de ahí, uno tiene que intentar llegar a una contradicción. La contradicción puede venir expresada con fórmulas cuantificadas: 

(xy Rxy ( ¬(xy Rxy 

(x(y x=y ( ¬(x(y x=y

Pero también puede ser una contradicción entre fórmulas con constantes: 

Pc ( ¬Pc
Rab ( ¬Rab 

Para que pueda haber contradicción tiene que haber identidad absoluta (mismos predicados e individuos, colocados de la misma manera) entre los elementos de las fórmulas que se contradicen. Esto es: 

Rab ( ¬Rba NO ES una contradicción, 

(x(y Rxy ( (x¬(y Rxy TAMPOCO lo es. 

La cuestión es que la contradicción se ajuste fielmente al esquema ( ( ¬(.

Recuerda que la RA, junto con la Introducción del Condicional, es una regla que se puede usar para demostrar teoremas sin necesidad de partir de premisa alguna. Supongamos que queremos demostrar que ( es un teorema: podemos partir primero de su negación, ¬(, como hipótesis; si a partir de ahí llegamos a una contradicción, entonces hemos demostrado que ( es teorema.

5. No te olvides de la identidad
Una regla tan “tonta” como la Introd. de la Identidad, que puede usarse en cualquier momento, nos va a servir para obtener el antecedente de un Modus Ponens, conseguir transitividad entre individuos, etc.

6. ¿Dónde concluye la eliminación del existencial?
Donde a uno le convenga, siempre y cuando no se salte las restricciones de aplicación de esta regla. Supongamos que queremos demostrar ¬(x Px desde las premisas 1 y 2 de abajo, y que comenzamos con una RA, dentro de la cual iniciamos a su vez una Elim. de Existencial:

1 (x (Px ( Qx)
Pr



2 (x ¬Qx

Pr


( 3 (x Px

hip


(( 4 ¬Qa

(EE 2)

Ahora nos interesa encontrar una contradicción dentro de la barra interior (la que comienza la EE). Si la encontramos y podemos cerrar la EE, entonces esa contradicción nos sirve para concluir la RA iniciada en la línea 3:


((5 Pa


EU 3


(( 6 Pa ( Qa

EU 1


(( 7 Qa

MP 5, 6


(( 8 Qa ( ¬Qa

IC 4, 7


( 9 Qa ( ¬ Qa

EE 2, 4-8


10 ¬ (x Px

RA 3-9

7. Las 3 (meta)reglas fundamentales (variación fistro)
Recuerda, torrpedo, son las mismitas que para el ajedré:

(i) Cuidadín

(ii) Cuidadín

(iii) Cuidadín
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