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1. Si f es una homotecia de R?, S una superficie y o una geodésica de S, estudiar si
f o« es una geodésica de f(.5).

2. Hallar la curvatura normal, geodésica y torsién geodésica del paralelo SN {z = a}.

3. Hallar la curvatura normal, geodésica y torsion geodésica de la hélice a(t) = (r cos(t), rsin(t), at)
en el cilindro 22 4 y? = r2. Estudiar el caso a = 0.

4. Estudiar si la intersecciéon de la superficie z = zy con los planos x = ¢t e y = ct son
geodésicas. Hallar la curvatura normal, geodésica y torsion geodésica de la curva
a(t) = (t,t,t2).

5. Probar que en una superficie de revolucion, los meridianos son geodésicas y que los
paralelos cuya recta tangente es paralela al eje de revolucién también son geodésicas.

6. Hallar la curvatura normal, geodésica y torsién geodésica de un paralelo de una
superficie de revolucién.

7. Hallar la curvatura normal, geodésica y torsion geodésica de un meridiano de una
superficie de revolucion.

8. Se consideran el helicoide H dado por X (u,v) = (ucos(v),usin(v),v), (u,v) € R?
y la catenoide C' definida por Y (u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v), u), (u,v) €
R x (0,27). Probar que la aplicaciéon ¢ : H — C, ¢ = Y o F o X~ donde
F(u,v) = (arcsinh(u),v) es una isometria local.

9. Hallar la curvatura normal, geodésica y torsion geodésica de la interseccion de la
superficie 2 = 22 — y? con el plano y = 0. Lo mismo para la curva a(t) = (¢,t,0).

10. Se consideran las aplicaciones X (u,v) = (ucos(v),usin(v),log(u)), u > 0, v €

(0,27) e Y(u,v) = (ucos(v),usin(v),v), (u,v) € R%. Sean S = X (R x (0,27)) y
S = Y(R?). Probar que S y S son superficies y que X e Y son parametrizaciones
de cada una de ellas. Probar que ¢: S — S, ¢ =Y o X! no es una isometria local

pero K = K o ¢.
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Sea o : [ = (a,b) — R? x {0} una curva regular y embebimiento y S = a(I) x R.
Probar que S es isométrica a un plano y hallar sus geodésicas. Deducir que la
superficie z = y? es isométrica a un plano.

Probar que el cono S : 22 + y?> = 22,2z > 0 es localmente isométrico a un plano.
Definir una isometria de S menos un meridiano en un abierto de un plano. Deducir
las geodésicas de S.

Generalizar el ejercicio anterior para una superficie de revolucién generada por una
recta. Probar que es localmente isométrica a un plano.

Hallar la curvatura geodésica de cada una de las intersecciones del hiperboloide
reglado 22 + 3> — 22 = 1 con los planos coordenados.

Hallar la curvatura geodésica de la interseccién del hiperboloide de dos hojas 22 +
y? — 22 = —1 con el plano de ecuacién = = v/3.

Si dos geodésicas en una superficie son tangentes en un punto en comtn, probar que
una es una reparametrizacion de la otra.

Si a es una curva regular en R3, estudiar si a es una geodésica en la superficie
(parametrizada) tangente X (s,t) = a(s) + ta/(s).

Si una recta esta contenida en una superficie, probar que es una geodésica y una
linea asintotica.

Si a es una geodésica de una superficie con 0,5 (0/(s),a'(s)) = 0 para todo s,
probar que « es una recta.

Probar que si todas las geodésicas de una superficie son curvas planas, entonces la
superficie es un abierto de un plano o de una esfera.

Sean S y S’ dos superficies que se intersecan en una curva regular o de forma que
S y S son tangentes a lo largo de a. Se orientan ambas superficies para que las
orientaciones coincidan a lo largo de a. Probar que la curvatura geodésica de a para
Sy S’ coinciden. En particular, « es una geodésica para S sii lo es para 5.

Demostrar que un difeomorfismo f : S — S es una isometria si y sélo si la longitud
de cualquier curva en S es igual a la longitud de la imagen de la curva mediante f.

En un cilindro recto S = {p+ta: p € C,t € R}, donde C es una curva plana y a un
vector perpendicular a dicho plano, hallar las geodésicas de S usando parametriza-
ciones.
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(a) Definir una isometria entre una banda del plano y un cilindro menos un merid-
iano. Probar que dicha isometria no es la restriccion de un movimiento rigido
del espacio R3.

(b) Se considera el cilindro vertical S = S' x R y la aplicacién F : R® — R? dada
por F(z,y,z) = (v, -y, —2). Probar que Fjg: S — S es una isometria con dos
unicos puntos fijos.

Probar que la esfera, el plano y la superficie z = xy no son localmente isométricos
entre si.

Si f:S — S’ una isometria local, probar que d'(f(p), f(¢q)) < d(p,q), p,q € S.

Para una parametrizacion X = X (u,v) en una superficie, hallar los simbolos de
Christoffel en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental.

De examenes pasados

. Para la campana de Gauss S = {(z,y,2) € R® : 2z = ¢’} ysia € (0,1),

estudiar si la curva C' = SN {z = a} es una geodésica.

Sea S una superficie llana y S” una superficie cuya curvatura de Gauss se anula sélo
en una cantidad finita de puntos. ;Puede existir una isometria local entre S y S’7

Se considera la catenoide S = {(z,y,2) € R? : 22 + y> = cosh?(z)} y II el plano
x = 0. Probar que la aplicacion f : I — S dada por

f(0,y, z) = (cosh(z) cos(y), cosh(z) sin(y), 2)

es un difeomorfismo local cuya diferencia conserva angulos y estudiar si es una
isometria local. Si«y: I — II es una geodésica en II, estudiar en qué casos f oy es
una geodésica de S.

Para cada a > 1, se considera el elipsoide S, = {(z,y,2) € R? : 2? + y*> + az? = 1}.
Estudiar si la curva C'= S N {z = 0} es una geodésica.

Sea o : I — S? una curva p.p.a. y un embebimiento. Hallar K y H del cono
S = {ta(s) : t > 0,s € I}. Probar que S es minimal si y sélo si a es una geodésica
de S?. Probar que dos conos S, y Ss son isométricos.



6. Se considera el helicoide S de ecuacién zsin(z) = ycos(z). Para 6 € R, probar que
fo: S — S dada por

fo(x,y,2) = (x cos(d) — ysin(0), xsin(f) + y cos(h), z + 6)

es un isometria. Si p = (1,0,0), estudiar si «(f) = fo(p) es una geodésica e S.



