Capitulo 2

Lenguajes de Primer Orden.
Satisfacibilidad

2.1.

Lenguajes de Primer Orden

Un lenguaje de primer orden, L, consta de los siguientes simbolos:

simbolos de variable: z1,...,2,,... y a veces z, y u, v, w (dltimas letras mindsculas del
alfabeto latino). Todos ellos forman un conjunto infinito numerable representado por V.

simbolos de constante: ay, ..., an, ...y aveces a, by ¢ (primeras letras mintsculas del alfabeto
latino). Todos ellos forman un conjunto representado por C, que podria ser vacio.

simbolos de funcién: f' (n y k son nimeros naturales y n es no nulo) y a veces f, g y h.
Todos ellos forman un conjunto representado por F.

simbolos de relacién: r} (n y k son ndmeros naturales no nulos) y a veces r, s, py ¢. El
conjunto de todos ellos es representado por el simbolo R.

simbolos légicos: —, =, V, A, <,V y 3

simbolos auxiliares: ), (y el signo ,

y llamamos expresion de L a cada sucesién finita de sus simbolos. En estas notas supondremos,
a menos que digamos lo contrario, que los conjuntos de simbolos de constante, funcién y relacién
son todos y cada uno de ellos numerables. Un lenguaje que cumpla esto serd denominado lenguaje
numerable.

El ntmero natural n que aparece como superindice de los simbolos de funcién o de predicado indica
su “ariedad”, mientras que el subindice es Uinicamente una marca distintiva de simbolos.

Ejemplo 2.1.1. Representaremos por La al lenguaje para el que C = {c}, F = {f!, g% h?} v
R = {r?} (r? estd destinada a “encarnar” la igualdad). En este caso tenemos, por tanto: C = {a},
F = {f,g,h} vy R = {r}. Para L la sucesién finita de simbolos azyzfg(r(ah es una expresién.
Hemos de considerar también como ejemplo a la expresion vacia.

Entre

las expresiones de L destacamos tres géneros: términos y formulas atomicas y formulas.

Los términos estdn definidos por los siguientes items:
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1. Son términos los simbolos de constante

2. Son términos los simbolos de variable

3. Si fI' es un simbolo de funcién y t1, . . ., t, son términos, entonces f}'(t1,- - ,¢,) es un término
4. No hay otros términos aparte de los nombrados en los apartados anteriores.

El conjunto de los términos de L es representado por Term(L).

Las férmulas atdmicas de L son las expresiones de la forma 7} (¢1,- - - ,t5), donde r} es un simbolo
de predicado y t1,...,t, son términos. El conjunto de las formulas atémicas de L es representado
por Atom(L).

Las formulas de L son las expresiones defininidas por las siguientes condiciones:
1. Las férmulas atomicas son férmulas
2. Si « es una férmula, entonces (—a) es una férmula
3. Si 'y 8 son férmulas, entonces (a — 3), (aV ), (a A B), (o < () son férmulas
4. Si o es una férmula y = es una variable, entonces ((Vz)a), ((3z)a) es una férmula
5. No hay otras férmulas aparte de las antes descritas

El conjunto de las férmulas de L es representado por Form(L).

Ejemplo 2.1.2. Para el lenguaje L del ejemplo 2.1.1 mostramos a modo de ejemplo los siguientes

términos: a, z, f(z), g(z,c), g(f(c),c) y h(g(z,c), f(f(c))). Como férmulas atémicas podemos

mostrar: r(z, c), r(z,y), r(g(z,c), h(g(z,c), f(f(c)))). Como férmulas podemos poner de ejemplo
r(

a: (r(z,y) — r(c, ( )))7 ( r(z,y)), (Vo) (r(z,y) = r(c, f(c)))), (Vy)(V2)(r(z,c) — r(y, f(c)))))
¥, por qué no, (—((V f(©))))-

Se puede demostrar que cualquier férmula (resp. férmula atémica, término) no puede ser escrita
méas que en una forma. Ello nos permitira realizar razonamientos sobre férmulas por induccion.

En la férmula ((Vz)a) (resp. ((3z)a)), la férmula a es denominada radio de accidn o dmbito de Vx
(resp. 3z). Una ocurrencia de un simbolo de variable z en la férmula « es ligada si en la escritura de
« dicha ocurrencia esta inmediatamente precedida de un cuantificador V o de un cuantificador 3 o
bien la ocurrencia tiene lugar en el radio de accién de un cuantificador “Vz” o “Jz”. La ocurrencia
del simbolo de variable es libre cuando no es ligada. Un simbolo de variable es libre (resp. ligado)
en una férmula « cuando tiene una ocurrencia libre (resp. ligada) en c. Observar que un simbolo de
variable dado puede ser simultaneamente libre y ligado en una férmula. En lo sucesivo, si ¢ es una
férmula y v;,,...,v;, € V, la expresién ¢(v;,,...,v;,) es una representacién de ¢ e indicard que
algunas de las variables v;,,...,v;, son variables libres en ¢. Esto no significa que ¢ contenga a
estas variables como variables libres, ni significa que ¢ no contenga otras variables libres.

Llamamos sentencia a toda aquella formula en la que cada ocurrencia de cada una de sus variables
es ligada. El conjunto de las sentencias del lenguaje serd representado por Sent(L).
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Ejemplo 2.1.3. Sea ¢ la férmula Va (r(g(z, a),y)) — r(g(=, f(y)), f(9(z,y))), el radio de accién del
unico Vx que aparece es 7(g(z, a),y) que llamaremos «. En ¢ es ligada la dnica ocurrencia de x que
hay en «, y ello por estar en el radio de accién de un cuantificador Vz; sin embargo, la ocurrencia
de y en a no es ligada en ¢ pues ain estando en el radio de acciéon de un cuantificador no lo esta en
el radio de accién de un cuantificador Vy. Observar que ninguna ocurrencia de las variables en «
son ligadas en «a; pues en « no ocurre cuantificador alguno.

Sea ¢ la férmula r(g(z, f(y)), f(g(z,y))). En ella no hay ninguna ocurrencia de variables que
sea ligada, dada la ausencia de cuantificadores, y lo mismo podemos decir de las ocurrencias de
variables en 1) como subférmula de .

Ejemplo 2.1.4. Sea ¢ la formula Vy (Vz(r(g(z,a),y)) — r(g(z, f(y)), f(g(z,y)))). En ella no hay
ninguna ocurrencia de y que sea libre. ¢ no es una sentencia, aunque si lo son VaVy (Vz(r(g(z, a), y)) —

r(g(z, fW)), fg(x,9)))), Va(r(g(z,a),z)) — Vavy(r(g(z, f(©)), f(g(z,9)))) vy a(9(f(a), f(f(a))).

En esta dltima férmula no hay ninguna ocurrencia de variables, lo cual hace que sea sentencia; en
las dos anteriores si las hay, si bien ninguna es libre.

Ejemplo 2.1.5. En la sentencia Vz (q(:zc) V —3zr(a, :E)) puede pensarse que la ocurrencia de x en
r(a,x) estd “déblemente ligada” cuando realmente no es asi. Ha sido convenido, con bastante
fundamento, que si una ocurrencia de un simbolo de variable estd en el radio de accién de varios
cuantificadores que pueden ligarla, es el mas interno el que la liga mientras que el resto no tienen
sobre ella el mds minimo efecto.

Ejercicio 2.1.1. Entender las siguientes férmulas y decir de cada ocurrencia de variable, si es libre
o ligada:

1. VZ(V:CT(,T,y) — r(z, a))
2. Yyr(z,y) — Vzr(z,y)

3. Vy3as(x,y, g(x,y)) V ~Var(y, f(x))

2.2. Interpretaciones, satisfacibilidad y verdad

Sea L un lenguaje de primer orden. Una estructura A para L consta de:
1. Un conjunto no vacio A, denominado dominio o universo de la estructura.
2. Por cada sfmbolo de constante a; de L, un elemento fijo (a;)* de A.

3. Por cada simbolo de funcién f] de L, una operacién n-aria ( fj’-l)A en A (es decir, una funcién
de A™ en A).

4. Por cada sfmbolo de predicado r* de L, una relacién n-aria (rf)* en A (es decir, un subcon-
junto de A™).

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el lenguaje Lo y para él, a modo de ejemplo, la estructura N que
consta de:

1. como universo de la estructura, los nimeros naturales
2. ()N =0
3. ()N, definida por (f)N(m) =m’
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4. (g)N, definida por (¢)N(m,n) =m +n
5. (h)N, definida por (R)N(m,n) = mn
6. (r)N, coincidente con la igualdad

Sea A una estructura para un lenguaje L y sea A el dominio de A. Una asignacién (de V en
A) es cualquier aplicacién s : V. — A. A partir de una asignacién s definimos una aplicacién
5: Term(L) — A como sigue:

1. sit = aj;, entonces 3(t) = (a;)*
2. sit = x;, entonces 5(t) = s(z;)

. si fi! es un simbolo de funcién (f )A es su correspondiente operacién en A y ty,...,t, son

( ) ( (tl)v"wg(tn))

Al par formado por una estructura para un lenguaje L y una asignacién de V en A le llamamos
interpretacion de L.

términos, entonces 5(f;'(t1---tn)) =

Definicién 2.2.1. Sea (A, s) una interpretacién del lenguaje L, definimos I§ sobre las férmulas
tomando valores en {0,1} como sigue:

1. Para cualesquiera términos ¢1, ..., ¢, de L y simbolo de relacién rj, I3 (rp(t1---tn)) = 1 sii,
por definicién, (3(t1),...,3(t,)) € (rp)A.

2. Para cualesquiera férmulas o y 3 de L,

a) Iy(ma) = I3 (a) +1

b) Ia(o— B) = IR () I3 (F) + Tx (@) + 1
¢) Ta(aV ) = IR()Ix(B) + I;(a) + I7(5)
d) Iy(anpB) = I ()I7(5)

e) In(a <= B) = Iy(a) + I3 () +1

3. Para férmula « y simbolo de variable x del lenguaje:
a) I3 (Vza) = 1 sii, por definicién, para todo d € A, Is(wld)( )=1
IS

b)
donde

4 (Vza) =1 sii, por definicién, existe d € A tal que IA(m‘d)(a) =1

)4, siy=x
s<x|d><y>—{8(y), L

Por supuesto que las operaciones + y - que aparecen en esta definicion son las mismas presentadas
y usadas en la Definicién 1.2.1.

Definicién 2.2.2. Sea L un lenguaje de primer orden y I' U {a} C Form(L). T implica semdniti-
camente a @, en simbolos I' |= ¢, si para toda interpretacion (A,s) de L se tiene I (¢) = 1
siempre que para toda vy € I" ocurra I3 () = 1. En el caso de que I' = {71,...,7,}, escribimos
Y1,y Yn | o en lugar de {y1,...,7m} FE a y si T = () escribimos simplemente = « en lugar de
0 = . Las férmulas v y ¢ son ldgicamente equivalentes si ) = ¢y ¢ = ¥ (o dicho de otra forma,

si =1 < ).
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Definicion 2.2.3. Sea L un lenguaje y ¢ una férmula de L. La férmula ¢ es satisfacible si existe
una interpretacién (A, s) de L tal que I3 (¢) = 1. La férmula ¢ es insatisfacible si no es satisfacible.
La férmula ¢ es vdlida si para toda interpretacién (A, s) de L, I§ (¢) =1 (o sea, = ¢).

Teorema 2.2.1. Sea L un lenguaje y T'U {9, p} un conjunto de formulas férmulas de L. Son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

LT WEy
2TEY—y

Corolario 2.2.2. Sea L un lenguaje y v1, ..., %Vn, @ formulas de L. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1Ly, - osmEe
2. AN A E @
S ENMARA AT =@

Corolario 2.2.3. Para cualesquiera formulas v1,...,vn, ¢ (2 < n) son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

Loy, v Ee
2. {71.72,---»n, 9} es insatisfacible
3. 1 AY2 A Ay A D es insatisfacible

Teorema 2.2.4 (Lema de Coincidencia). Sea L un lenguaje de primer orden, ¢ una férmula de
L y W el conjunto de las variables libres en ¢. Sea A una estructura algebraica para L y s1, s2
asignaciones coincidentes en los elementos de W (en simbolos, s1 | W = so | W ). Entonces

I (p) = IR ()

Demostracion: Procedemos a hacer la demostracion por induccién. Sea pues A una estructura para
L y ¢ una férmula de L. Supongamos que ¢ € Atom(L) y que ¢ = 7 (t1 - - - t,). Cada ocurrencia
en ¢ de cada variable es una ocurrencia libre. Por tanto, la hipétesis se traduce en que s y so
coinciden en las variables de ¢. Se deduce que 31(t;) = Sa(ti), @ = 1,...,n. Consecuentemente
(31(t1),...,51(tn)) € (r)® si, y sélo si, (8a(t1),...,32(t,)) € (rP)A. Asi pues, I3 (p) = I32(¢).
Supongamos que ¢ no es atéomica y que el resultado es cierto para toda férmula de “complejidad”
menor que la de ¢. Si ¢ tiene la forma (—a), (o« — (), (aVf), (aAB) o (o > () entonces el resultado
es inmediato por el contenido de la Defininicién 2.2.1 y la hipdtesis de induccién. Si existen una
variable z y una férmula « de L tales que ¢ = Vaa (resp. ¢ = Jza), entonces las variables libres
de ¢ son las de a, salvo eventualmente z, que podria ser libre en « pero no en . Asi, para todo
a € A, s1(z]a) y s2(x]a) coinciden en las variables libres de . Por lo anterior y la hipétesis de
induccién tenemos que para todo a € A, Iz_lma)(a) = Iif(xla)(a). Es decir, I} (Vo) = I2 (Vza)
(resp. I} (Fwa) = I2 (Fza)). [ |

Corolario 2.2.5. Sea L un lenguaje, A una estructura algebraica para L y o una sentencia de L,
entonces ocurre una, y solo una, de las siguientes alternativas:

1. Para toda asignacion s de V en A, I3 (o) = 1.

2. Para toda asignacién s de V en A, I3 (o) = 0.
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Observacion 2.2.1. Observar que no pueden ocurrir simultdneamente las opciones 1) y 2) del
corolario 2.2.5. La razén para ello es que A, por definicién, es no vacio en cualquier estructura
algebraica A.

Definicién 2.2.4. Sea L un lenguaje, A una estructura algebraica para L y ¢ una férmula de L.
A es modelo de ¢ si para toda asignacién s de V en A, I3 (¢) = 1. A es un modelo de un conjunto
de férmulas T' si es modelo de cada una de sus férmulas.

Observacion 2.2.2.

1. Toda estructura es modelo de

2. Cuando ¢ es sentencia, A es modelo de ¢ si, y sélo si, existe una asignacién s de V en A tal
que I (¢) = 1. (cfr. Teorema 2.2.5.)

Corolario 2.2.6. Sea L un lenguaje y T'U {7} un conjunto de sentencias de L. T |= 7 si, y sdlo
st, todo modelo de I" es un modelo de T.

Ejemplo 2.2.2. Supongamos que el lenguaje L consta de los simbolos 72, f! y c. Consideramos

la estructura A = (w,<,s,0), donde (r?)* =<, (f1)? es la funcién siguiente, (c)* = 0. Sea
s: V — w definida como s(v;) =i — 1. 5(f(f(v3))) = (2) =4, 3(f(f(c))) =2, =a 7(c, f(v1))[s],
porque (3(c),3(f(v1))) = (0,1) €<. También se cumple y es ficil verificar que = Yoir(c,v1).
Sin embargo, A Vuir(ve,v1), porque existe un natural m tal que Ea r(ve, v1)[s(vi|m)], es decir,
(s(v2), m) ¢<. En efecto, como s(v3) = 1 podemos tomar como m el valor 0.

Ejercicio 2.2.1.
1. Yoiq(v1) = q(ve)
2. q(v1) f~ VYvig(vr)
3. Yuiq(v1) = Fvag(v2)
4. FVyp(z,y) = Yy3Iep(x,y)
5. Vy3Jap(z,y) ¥ JxVyp(x,y)
6. | Jz(q(x) — Vaq(z))
Ejercicio 2.2.2. Encontrar la clase de los modelos de las siguientes sentencias:
1. VaVy(z =~ y)
2. Vavyp(z,y)
3. VaVy-p(x,y)

4. YaIyp(z,y)
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2.3. Forma Normal Prenexa

En esta seccién se trata de estudiar como proceder cuando la sustitucién de una variable por un
término no es posible y, sin embargo, persiste la necesidad de llevarla a cabo.

Lema 2.3.1. Sea L un lenguaje y o, o/ € Form(L). Si |= a < o' entonces = —~a — —a'.
Lema 2.3.2. Sea L un lenguaje y o, 3,/ , 3" € Form(L). Entonces:

L SiFo —aylf— 8, entonces = (o — ) — (o — )

2. SiEa—d yEL<—F, entonces |E (a— B) « (o = )

Definicion 2.3.1. Sea L un lenguaje, x un simbolo de variable, ¢ y u términos y o una férmula.
Definimos s{ como sigue:

a, siu=a
z t, siu=x
Uy = .
Y, situ=yey#u

FU@)Es s (#a)F), stu= [t tn)

Definimos «of como sigue:

1. Si « es la férmula atémica r(t1,...,t,), of =r((t1)F, ..., (tn)])-

2. (ma)f es ~(af)
(= B) es (af — fBf)
(VB es (af vV B;)
(@nB)f es (af ABY)
(a <

P es (af < ff)

«

o oo W

(07

7. (Vo) Yya, six =y,
. o) =
VT  vyla), siz

Jya, six =y,
Jy(af), siz#y.

Ejemplo 2.3.1. Sea L un lenguaje, p,q € Ry z,y,z € V.

8. (ya)f = {

1. Para toda ¢ € Form(L), ¢% = ¢.

(q(x) — Vap(z))y = (q(y) — Vap(z))

3. Si « es la féormula —Vyx = y, entonces Vza — af es

o

Va-Vy(r = y) — Vy(z = y)

4. Si v es la férmula —Vy(z ~ y), entonces Yra — af es

Va-Vy(zr =y) — —Vy(y =~ y)
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Lema 2.3.3. Sean L un lenguaje, ¢ una formula, x e y variables distintas y (A, s) una interpre-

tacion del lenguage. Siy no ocurre en @, entonces para todo a € A, Iz(w‘a)(ga) =1 (U‘a)(gay)

Teorema 2.3.4. Sean L un lenguaje, ¢ una formula y variables x e y. Si y no ocurre en Yxop,
entonces la formula Yrp es l6gicamente equivalente a Yy (py ).

Lema 2.3.5. Sea L un lenguaje, x una variable y ¢ una formula. Si x no ocurre libremente en ¢
entonces @, Yrp y Jxp son formulas logicamente equivalentes dos a dos.

Lema 2.3.6. Sea L un lenguaje, o € Form(L) y x € V. Entonces:
1. E ~Vza < Jz-a
2. E —Jra « Vo

Teorema 2.3.7. Sea L un lenguaje, o, 8 € Form(L) y € V. Si & no ocurre libremente en «
entonces

1. Ea e Voo

2. Ea < Jza

3. = (o — 328) < Jz(a — )

4. E (V28 — a) < Jz(f — a)

5. F (a — Yapf) < Ya(a — B).

6. = (328 — @) = V(8 — a).

7. = (VaB Vo) < Vz(B V o)

8. = (aVVzB) o Va(a V@)

9. E(aV3Izp) < Jz(aVp)
10. = (FzB Vv a) — (B V @)
11. = (VzB A a) < Yz(B Aq)
12. = (aAVzp) < Ve(a A p)
13. = (a A 3aB) < z(a A B)

( )

1. E(FzfAa)— Tz(BAa

Definicion 2.3.2. Sea L un lenguaje y ¢ una féormula de L. ¢ esta en forma preneza si se expresa
como

Q171 Qnyf (2.1)

donde Q; € {3,V}, para todo 1 < i < n y en la escritura de 5 no aparece ningin cuantificador.
Llamamos literal a cualquier férmula que sea atémica o de la forma —«a, donde « es una férmula
atémica. En la expresion 2.1, 8 se denomina matriz de la férmula ¢ y a la expresion Q1z1 - - - Qnzy
se le llama prefijo de . Una férmula en forma prenexa estd en forma normal prenexa (resp.
forma normal prenexa perfecta) si su matriz estd expresada en forma normal conjuntiva (resp.
en forma normal conjuntiva perfecta). Una férmula en forma normal prenexa tal que todos los
cuantificadores de su prefijo son V (resp. 3) se denomina V-férmula (resp. 3-férmula). Si la férmula
es una sentencia, hablaremos, matizando mas, de V-sentencia y 3-sentencia.
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Observacion 2.3.1. Cuando en la definicién 2.3.2 hablamos de forma normal conjuntiva, perfecta o
no, nos estamos refiriendo al lenguaje proposicional cuyas proposiciones atémicas son precisamente
las férmulas atémicas del lenguaje de primer orden L.

Teorema 2.3.8. Sea L un lenguaje. Para todo o € Form(L) existe o/ € Form(L) tal que:
1. o estd en forma prenexa
2. Fae—d

Observacion 2.3.2. Observar que la férmula en forma prenexa equivalente cuya existencia garantiza
el teorema 2.3.8 puede ser encontrada en forma normal prenexa.

Teorema 2.3.9. Sea L un lenguaje, o, 8 € Form(L) y z € V. Entonces:
1. E (Vza AVzB) < Ve(a A B).
2. E (Fza Vv IzP) « Jz(aV F).

Para encontrar una férmula en forma prenexa que sea légicamente equivalente a otra dada podemos
seguir los siguitentes pasos:

= Usar que

poY=(@—=P)AW—p) (2.2)
==V 2

= Usar repetidamente que:

=g (2.4)
las leyes de De Morgan que establecen que:
—(pVY)=—p Ay (2.5)
(e AY)=—pV (2.6)
asi como que:
Ve = Jz—p (2.7)
—3Jzp = Va—p (2.8)

de forma que los simbolos de negacion precederan inmediatamente a las férmulas atémicas.

= Renombrar variables cuantificadas, si fuera necesario, usando que si y no ocurre en Vap

entonces:
Voo =Vy(py) (2.9)
Jzp = Jy(vy) (2.10)

= Usar que:
Voo AVeyp = V(e A ) (2.11)

Az V Fzep = Fz(p V ), (2.12)
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y que si x no ocurre libremente en

YV = (2.13)
Jrp = (2.14)
Vep Vi =Ve(p V) (2.15)
Voo A =Vo(p A1) (2.16)
Az Vi = Jx(p V) (2.17)
Az A = Fx(p AY) (2.18)

Ejercicio 2.3.1. Encontrar una férmula en forma prenexa cuya matriz esté expresada como con-
juncién de disyunciones de literales y que sea légicamente equivalente a las siguientes:

—_

- (Ya3yp(2,y) A Bya(y) — q(a))) Vv Vy(SyVap(z,y) V 3zp(y, a))

2. (Va(r(z) vV IyVap(z,y)) V Jzq(z,y)) A (3zr(z) — Va(r(z) AVap(z,a)))

w

- Vap(z,y) — (Vyp(y, ©) — Ya(q(z) A 3yVzr(a,y, 2))
4. (Vap(a,z) VVrp(x,a)) — (Vzp(:v, 2) ANVuVy(p(a,y) — qu(z)))

5. Vavz((Vap(z, z) AVap(z, z)) — Ya(Typ(z,y) V Vaq(x)))

2.4. Forma Normal de Skolem

Definicién 2.4.1. Sea ¢ una férmula del lenguaje de primer orden L en forma normal prenexa,
esto es, se escribe como:

Q171 -+ Qnuy B

estando 3 en forma normal conjuntiva. Se denomina forma de Skolem de , representada ¢*, a la
férmula obtenida suprimiento los cuantificadores existenciales Jz; que hubiere en el prefijo de ¢ y
reemplazando en § cada una de las ocurrencias de z; cuantificada con 3 por f;(zj,, ..., Ty, ), donde
Zjy, ..., 25, son los simbolos de variable cuantificados con V y situados antes de dx; en el prefijo
de . Los simbolos de funcién f; deben ser distintos de todos los que aparezcan en la férmula ¢ y
reciben el nombre de funciones de Skolem.

Observacion 2.4.1. Si en la operaciéon descrita en la Defininicion 2.4.1 el cuantificador Jz; no
estd precedido de ningun cuantificador Vz;, el término f;(x;,,. .. ,xjki) que se introduce es senci-
llamente un simbolo de constante ¢;; pues siempre se ha entendido que un simbolo de constante es
un simbolo de funcién 0-ario.

Ejemplo 2.4.1.
= si o fuese Jzp(x, f(x)), ¢° serfa p(a, f(a))
- si g fuese VaTyp(e, £(y)), @ serta p(a, f(f1(x)))
w si p fuese Iz1VraIws Iz (—p(z1, 2) V (T3, 24)), ©° serfa Voo (—p(a,z2) V r(f3(z2), f1(z2)))

s sip fuese Jr1 Voo IrsVaesJus (p(x1, e, T3, T4, T5), ©° seria Vao Vs (p(a, 2, f3(x2), x4, f5(x2,24))
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Observacion 2.4.2. Sea I un conjunto de sentencias de L. Para cada ¢ de I, sea ¢P un férmula en
forma normal prenexa logicamente equivalente a ¢ y para cada ¢P, sea ¢° una forma de Skolem de

©P. Representaremos por I'? al conjunto de las sentencias ¢P y por I'* al conjunto de las sentencias
S

®~.

Teorema 2.4.1. Sea I' un conjunto de sentencias de un lenguaje de primer orden L. Son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

1. T es satisfacible

2. T'® es satisfacible
Demostracion: La demostracion estd en la pdg. 48 de [4] y mucho mejor en [2], pdg. 249. [ |

El problema general de la demostracion automdtica de teoremas es el de saber si I' = ¢, donde
T'U {¢} es un conjunto de sentencias del lenguaje de primer orden L; y en los casos practicos T’
es finito. En virtud del Teorema 1.2.1, sabemos que el problema se reduce a saber si I' U {—p} es
insatisfacible o no. Lo que aporta el Teorema 2.4.1 es que equivalentemente basta con estudiar la
insatisfacibilidad de I'* U {(—¢)*®}

Definicién 2.4.2. Sea L un lenguaje de primer orden. Llamamos cldusula a cualquier férmula ¢
del lenguaje satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. ¢ estd en forma normal prenexa
2. en su matriz no aparece el simbolo A
3. es una V-sentencia

Convenimos que la expresién vacia es una clausula —la cldusula vacia, que a tal efecto representa-
mos por el simbolo [, y que es una cldusula insatisfacible. La cldusula que en su matriz no tiene
més que un literal (férmula atémica o negacién de ella) se denomina cldusula unitaria o también
cldusula unit. Un literal es cualquier féormula atémica de L o cualquier negacién de una férmula
atémica. El literal que es formula atomica se denomina positivo , un literal es megativo si no es
positivo. Dado un literal A\, definimos su literal complementario A\ como sigue:

\e = “r(tyy..oytn) , SEA=1(t1,. .. ty)
r(ti, .. tn) st A=w(t1,...,tn)

Ejemplo 2.4.2.
1. Va(—p(x) V r(f(2))) es una clausula
2. Va((~p(@) V r(f(2))) A (~p(@) V (=, f(x)))) 1o es una clausula.
3. VaoVaa(p(a, xo, f3(x2), 24, fs (22, 74)) es una cléusula.

Observacion 2.4.3. En la préctica las cldusulas vienen representadas por su matriz. Asi, even-
tualmente (y frecuentemente) diremos “la cldusula —p(z) V r(f(x))” en lugar de “la cldusula

Va(=p(z) Vr(f(2)))”.
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Observacion 2.4.4. Supongamos que ¢ es una V-sentencia de la forma VzVzsy---Va,[. Si (G es la
formula a A 7y, es claro que ¢ es logicamente equivalente a la siguiente conjuncion:

(Vo Vg - - -Vapa) A (Ve Vg - - - Va,y)

Asi pues, toda V-sentencia es logicamente equivalente a una conjuncién de clausulas; es por ello que
al estudiar la sastisfacibilidad de conjuntos de férmulas podemos sustituir cualquier V-sentencia ¢
que aparezca en €l por el conjunto de las clausulas que conjuntadas dan una férmula légicamente
equivalente a ¢. Es decir, I' U {¢} es insatisfacible si, y sélo si, lo es T'U {¢1,...,¢n}, donde
las ¢; son cldusulas y la V-sentencia ¢ es logicamente equivalente a ¢*¢ = A", ¢;. Asi pues, si
nos preguntamos por la satisfacibilidad de un conjunto de sentencias I', el problema es facilmente
trasladable al estudio de la satisfacibilidad de un conjunto de clausulas I'*¢; para ello pasaremos
de I' a I'* y posteriormente a I'*“ cambiando cada ¢® de I'* por los conjuntos de la férmula ¢*¢

Ejemplo 2.4.3. Nos preguntamos si es cierto o no que Vz(p(x) — Jy(r(y) A q(z,y))), Jzp(z) |E
JxJyq(x,y). Para intentar dar una respuesta consideramos las sentencias:

= en cuanto a la férmula Va(p(z) — Jy(r(y) A q(z,y))):
o Va(p(z) — 3y(r(y) Aq(z,y)))
o Va(—p(z) V Iy(r(y) Aq(z,y)))
o VaIy(—p(z) V (r(y) Aq(z,y)))
o Vady((—p(z) Vr(y)) A (-p(z) Va(z,y)))

= en cuanto a la férmula Jzp(x) no es preciso transformarla.
= en cuanto a la férmula —=3xJyq(x, y) se transforma en VaVy—q(z,y).

Llegamos, pues, a preguntarnos por la satisfacibilidad del conjunto

{Va3y((-p(z) v r(y)) A (=p() V q(x,y))), Fop(x), VaVy—q(z, y)}. (2.19)
Por el Teorema 2.4.1, la insatisfacibilidad de 2.19 es la de
{Va((=p(a) v r(f(2) A (=p(@) V a(, f(2)))), p(a), YaVy—a(z, y)} (2.20)
0 mas esquematicamente la de
{=p(x) vV r(f(z)),~p(@) Vv q(z, f(2)),pla), 2q(z,y)} (2.21)

Si el conjunto 2.20, entendido como sugiere 2.21, no tiene modelos, ello significa que Va(p(z) —
Jy(r(y) Aq(x,y))), Jzp(z) E JrIyq(z, y). Es preciso que el conjunto 2.21 sea lo més simple posible,
para lo cual usaremos de forma 6ptima todas las herramientas de que disponemos.

2.5. Teorema de Herbrand

En esta seccion y en las siguientes trataremos de métodos de demostracién. Realmente el encontrar
un procedimiento general de decisién para verificar la inconsistencia de una férmula es un deseo
muy antiguo. Lo intenté primero Leibniz (1646-1716), lo revivié después Peano a principios del
siglo 20 y posteriormente la escuela de Hilbert en la década de 1920; pero no fue hasta 1936
cuando demostraron Church y Turing que ello es imposible. Church y Turing independientemente
demostraron que no hay un método general de decision para decidir la validez de férmulas en la
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l6gica de primer orden. No obstante, existen métodos de demostracién que pueden verificar que una
féormula es valida si ciertamente es valida. Para férmulas no validas, esos métodos en general no
acaban nunca. A la vista del resultado de Church y Turing, esto es lo mejor que podemos esperar
obtener de un método de demostracion.

A priori, para saber si un conjunto de sentencias del célculo de predicados admite un modelo es
necesario realizar una infinidad de intentos: intentar encontrar un modelo sobre un universo de un
elemento, intentar encontrar un modelo sobre un universo de dos elementos,. .., intentar encontrar
un modelo sobre un universo infinito. Cada uno de estos intentos se divide a su vez en un gran
nimero de intentos. El interés del Teorema de Herbrand que veremos es que nos permite reducir
nuestros intentos a uno: para saber si un conjunto de sentencias I' tiene modelos, basta con saber
si tiene un “modelo sintactico”, es decir construido de forma standard a partir del vocabulario
utilizado en las férmulas de I'. Ademds, saber si este modelo sintactico existe se reduce al estudio
de conjuntos de férmulas del cdlculo proposicional.

Para ilustrar las definiciones que vienen, retomamos el Ejemplo 2.4.3 que nos proporcionaba el
conjunto ¥ de clausulas:

= —p(z) Vr(f(z))

= —p(z) Va(z, f(2))
= p(a)

= q(2,y)

Definicién 2.5.1 (Universo de Herbrand). Dado un conjunto de cldusulas ¥ en un lenguaje de
primer orden L, sea:

1. Hy el conjunto de los simbolos de constante que aparecen en los elementos de Y. Si no
apareciera ninguno, entonces consideramos como H el simplete de un simbolo de constante
nuevo (del lenguaje o no), esto es, Hy = {c}.

2. Dado 0 < i, definimos H; como la unién de H;_1 y el conjunto de todos los térmimos de L
de la forma f™(t1,...,t,), donde f™ es cualquier simbolo de funcién n-ario que ocurra en X
y t1,...,t, son cualesquiera elementos de H;_1.

El universo de Herbrand de X, representado Uy, es por definicién la unién de todos los H; (es
decir, J,c,, Hi). Cada H;, con i natural, se denomima conjunto escaldn i-ésimo de constantes de

3.

Observacion 2.5.1. El universo de Herbrand de cualquier conjunto de cldusulas ¥ es siempre no
vacio; es finito si, y solo si, en ¥ no aparecen simbolos de funcion.

Ejemplo 2.5.1. En nuestro ejemplo tenemos que Hy = {a}, H; = {a, f(a)}, Hy = {a, f(a), f(f(a))},
etc. De esta forma:

Us ={a, f(a), F(f(@), .., f(f(---a)---)), o}

Definicién 2.5.2 (Base de Herbrand). Sea X un conjunto de cldusulas en un lenguaje de primer
orden L. La base de Herbrand de X, representada como By, es el conjunto de férmulas atémicas
r™(t1,...,ty), donde r™ es cualquier simbolo de predicado n-ario que ocurra en ¥ y ty,...,t, son
cualesquiera términos de Usy.
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Ejemplo 2.5.2. En nuestro ejemplo:

Bs = {p(a),r(a), q(a, a), p(f(a)),(f(a)), 4(a, f(a)), 4(f(a),a),
q(f(a), f(a)),p(f(f(a))), ..}

Definiciéon 2.5.3. Sea ¥ un conjunto de cldusulas en un lenguaje de primer orden L y sea o
una clausula de X. Una instancia bdsica de o es cualquier clausula obtenida reemplazando cada
simbolo de variable de o por un elemento de Ug.!

Definicién 2.5.4. Sea ¥ un conjunto de cldusulas en un lenguaje de primer orden L. El sistema
de Herbrand asociado a X, representado por Sy es el conjunto de las instancias basicas de las
clausulas de X.

Ejemplo 2.5.3. En nuestro ejemplo

Sy = {=p(a) Vq(a, f(a ) ;
~q(a,a), 7p(f(a fla), f(f(a))), =p(f(a)) Vr(f(f(a))),
ﬁq(aa f(a)),~q(f(a), a)? ﬁ‘](f(a)v f(a)),.. }

Teorema 2.5.1 (de Herbrand). Sea ¥ un conjunto de cldusulas de un lenguaje de primer orden
L. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. ¥ es satisfacible
2. ¥ tiene un modelo cuyo universo es Us,

8. Todo subconjunto finito de Sy, es satisfacible

Demostracion: Tomamos la demostracién del teorema 19.11 que hay en la pagina 254 del [2]. W

Observacion 2.5.2. El Teorema 2.5.1 se usa frecuentemente en negativo. Para demostrar que un
conjunto de clausulas ¥ es insatisfacible basta con exhibir un subconjunto finito de Ss; que sea
insatisfacible.

Ejemplo 2.5.4. Siguiendo con nuestro ejemplo, el subconjunto {p(a), -p(a)Vq(a, f(a)), 7q(a, f(a))}
de Sy —que es un subconjunto de cldusulas proposicionales— es insatisfacible. En consecuencia,
la pregunta formulada en el Ejemplo 2.4.3 tiene respuesta afirmativa, es decir,

Va(p(x) — Jy(r(y) Aq(z,y))), Jep(x) = Ir3yq(e,y)

Observacion 2.5.3. Para implementar el teorema de Herbrand utilizamos el método de Davis y Put-
nam. Dicho algoritmo se desenvuelve en el d&mbito del lenguaje proposicional construido tomando
como variables proposicionales los elementos de la base de Herbrand By del problema en cuestién.
Primero se generan metédicamente todas las férmulas de By, y después se genera metédicamente
el conjunto Sy del problema: si Sy es finito (debido a que Uy y By lo son) todo acaba estudiando
su satisfacibilidad con el método de Davis y Putnam; pero si no lo es, estudiamos —de nuevo con
el método de Davis y Putnam— la satisfacibilidad de sus r primeras férmulas y en funcién de que
lo sean o no repetimos todo con las r + 1 primeras o nos detenemos.

Este es de hecho el primero de los algoritmos practicables sobre demostracién automatica
basados en el teorema de Herbrand. Resulta 1til en problemas sencillos. Con la base del teorema

1Se entiende que por cada variable de o seleccionamos un término de Us; y procedemos a sustituir cada ocurrencia,
en o de la variable por ese término asociado a ella. Efectuamos esta operacién con cada simbolo de variable y su
término asociado.
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de Herbrand le precedieron el método basado en las tablas de verdad y el de Gilmore en 1960, que
utilizaba la transformacién en forma normal disyuntiva con simplificacién.

Cuando se trabaja a mano con base en el teorema de Herbrand algunos utilizan el método de
los drboles semdnticos que dejamos por ahora y que se puede consultar en [5], [4] ¥ [§].

Ejemplo 2.5.5. Nos preguntamos si 3z—q(z) — Vyp(y) es consecuencia de las férmulas Jzp(x) —
Yyp(y) v Vz(p(z) V q(x)), es decir, nos preguntamos si es cierto:

Jzp(z) — Yyp(y), Vz(p(r) V q(x)) = Fr—g(z) — Yyp(y)

Todo se reduce a estudiar la insatisfacibilidad del conjunto

{3zp(z) — Yyp(y), Yo (p(x) V q(x)), ~(Fz—q(x) — Yyp(y))}

Al transformar ese conjunto en cldusulas (pasando a forma prenexa y luego a forma de Skolem)
obtenemos las siguientes:

—p(x) vV p(y)

p(x) Vv q(z)

—p(a)

—p(b)
La puesta en forma de Skolem ha introducido dos simbolos de constante: a y b, por ello y por no
encontrar en las clausulas signo de funcién alguno el universo de Herbrand es el conjunto finito

{a,b}. Asi el conjunto de sus instancias bdsicas tiene ocho elementos (jcudles?), pero basta con
considerar el siguiente subconjunto suyo:

{p(a) v q(a), ~q(a), =p(a) V p(b), —=p(b) }

que por el método de Davis y Putnam sabemos que es insatisfacible. Por el Teorema 2.4.1, el Coro-
lario 2.2.2 y el Teorema de Herbrand deducimos que la pregunta inicial tiene respuesta afirmativa.

Ejemplo 2.5.6. Sea el conjunto de cldusulas ¥ = {—p(x) V q¢(f(z),z),p(g(b)), ~q(y, 2)}. Uno de los
conjuntos insatisfacibles de instancias basicas de clausulas de ¥ es

2 = {-p(g(0) v a(£(g(b)). 9(b)), p(9(b)), ~a(f (9(b)), 9(b))}

Ejemplo 2.5.7. Sea el conjunto de clausulas

¥ = {=p(x,y,u) vV =p(y, z,v) V p(z,v,
—p(z,y,u) V =p(y, 2,v) V —p(u, z,

p(9(z,y),2,9), p(x, h(z, ), ),

p(@,y, f(2,y)), ~p(k(x), z, k(z))}.

Uno de los conjuntos insatisfacibles de instancias basicas de clausulas de X es

Y = {p(a,h(a,a),a),
p(9(a, k(h(a,a))), a, k(h(a,a))),
—p(k(h(a,a)), h(a,a), k(h(a, a))),
-p(9(a, k(h(a,a))),a,k(h(a,a))) vV —p(a, h(a,a),a)
vV -p(g(a, k(h(a,a))),a, k(h(a,a))) V p(k(h(a, a)), h(a, a), k(h(a, a)))}.

w)\/p(u7z7w)7
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