LOGICA DE PRIMER ORDEN. SINTAXIS Y SEMANTICA
EJERCICIOS DEL TEMA 2

1. Para las siguientes férmulas concluir qué variables son libres y cuéles son ligadas, detallando
el caracter de libertad de cada una de sus ocurrencias respectivas:

a) Vz(r(z, 2) — s(y, 2))

b) Jxr(x,y)
¢) Jxr(y, )
d) Jzr(y,x)
e) Ja(r(z,y) As(z,y))
f) Fzr(z,y) AVys(z,y)
g) 3x(r(z,y) AVys(z,y))
h) 3a(Vyr(z,y) A s(z,y))
i) F=(r(z, 2) Vp(y))
) Va(p(z) — r(z,y))
k) Vz((p(z) A q(x)) — —r(z,y))
1) 3z(p(z) A s(z,y))
m) Jz(Jyq(z) vV r(z,y))
n) Va(Jyr(xz,y) — r(z, 2))
n) Vx(r(z,z) — Jyr(z,y))
0) Vx(Vzr(z,z) — s(z, 2))
p) ((p(x) vV q(y)) A Vavyr(z,y))

2. Consideremos un lenguaje L con los siguientes simbolos:

= simbolos de constante: ¢, d
= simbolos de funcién: no hay

= sfmbolos de relacién: p', ¢, €2, r2, s>

Sea A la estructura algebraica para L definida por:
s A=74
(=0, () =1
A={z:2€Zy2?=0}
A=lr:x€Zy2?=2}

Estudiar cuales de las siguientes sentencias son verdaderas para esta estructura:

1) p(c)
2) —p(d)
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3. Calcular la interpretacién de las siguientes férmulas en cada una de las L-estructuras que se

dan:

a) VYaVye(f(x,y), f(y,x)) en las L-estructuras:



1) A definida por:
w A=1{1,2,3,4,5,6,7}
A x+y ,siz+yeD,
= ()%@y) = {x , en otro caso.
= () ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,.5),(6,6), (7,7), (1,7),(7, 1), (2,6), (6,2),
(3,5),(5,3)}
2) B definida por:
s B=M;3(R)
= (f)B(zy) =y
= (e)® =A(B)
3) C definida por:
» C=72
. (D) = oy
= ()¢ =A(0)
b) Vae(f(x,a), f(a,z))
1) A definida por:
» A= M;3(R)
(@)t =1y
- ()M (zy) =2y
s ()2 =A(A)
2) B definida por:
» B = M;(R)
= (a)B =03
- (/)B(z,y) = oy
- (e)® = A(B)
3) C definida por:

¢) Vadye(f(x,y),a)

1) A definida por:
» A= M3(R)
. (a)A =13
« (N (,y) =2y
= (o) =A(4)

2) B definida por:
= B=M;3(R)
u (a)B = 03
= (f)P(zy) ==y



. ()B = A(B)
3) C definida por:
« O=7Z
» (a)® =1
» (N)C(z,y) =y
. (€)° = A(C)
d) Vx(e(f(z,x),a) — e(x,a))
1) A definida por:
» A= M;3(R)
= (WA =1
e (DA () = ay
. ()* = A()
2) B definida por:
« B=M;(R)
= (a)® =03
« (N)B(z,y) =2y
= ()P =A(B)
3) C definida por:
n C=7
" (a)C =1
e (N°(a.y) = ay
. ()% = A(C)
4) D definida por:
« D=R
" (a)D =1
e (P(ey) = 2y
+ (O = A(D)
5) E definida por:
« E=R
» ()B=0
= (N)E(x,y) =2y
= (e)® = A(E)
6) F definida por:
s =74
" (@)F =0
(¥ (2,y) = ay
= (e)F = A(F)

4. Determinar el cardcter (satisfacible y refutable, universalmente valida o contradiccién) de las
siguientes férmulas de primer orden:

a) VaVy(p(z,y) — p(y,v))
b) (Vz3y(p(z,y) — p(y, ) — FxIy(p(z,y) — p(y, x)))



c) VaVy(p(z,y) — —p(y,z))
d) VaIy(p(z,y) — —p(y, z))

5. Consideramos las siguientes sentencias:
1) Va(p(z) — Jyr(z,y))
2) Va(q(x) — Jyr(y, =)
3) 3x(p(x) A q(x))
4) VaIyr(z,y)
5) JxIy-r(x,y)

Encontrar, si existen, estructuras en las que:

a) Las sentencias 1), 3) y 5) sean verdaderas y las restantes falsas.

b) Las sentencias 1), 2) y 4) sean verdaderas y las restantes falsas.
¢) Las sentencias 2) y 3) sean verdaderas y las restantes falsas.

d) Las sentencias 2), 3) y 4) sean verdaderas y las restantes falsas.
e) Las sentencias 2), 4) y 5) sean verdaderas y las restantes falsas.
f) Las sentencias 2), 3) y 5) sean verdaderas y las restantes falsas.
g) Todas las sentencias sean verdaderas.

h) Todas las sentencias sean falsas.

6. Dadas las siguientes sentencias:
1) Va(Jyr(z,y) — p(z))
2) Va(p(z) — q(z))
3) Jx(q(z) AVy—r(z,y))
4) Jzr(x,x)
5) Jx—r(x,x)
Encontrar, si existen, estructuras en las que:

a) Las sentencias 1), 3) y 5) sean verdaderas y las restantes falsas.
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Todas las sentencias sean falsas.

7. Estudiar para cada una de las siguientes féormulas, si es universalmente vélida, satisfacible,
refutable o contradiccién:



p(x) = (Ve=p(z) — =p(f(a)))

a

b) VaJyr(z,y) — IyVer(x,y)

d) Va¥y(r(z,y) — r(y,v))
z(p(x) — p(a))
f) Vap(z) — p(a)

8. Dadas las siguientes férmulas:

)
)
¢) JaVyr(z,y) — VyIzr(z,y)
)
e) v

= ¢ = VaIyp(z,y)
» ) = 3aVyp(z,y)

Encuentra una interpretacién en la que ambas sean ciertas y otra en la que ¢ sea cierta y ¢
sea falsa. ;Es cierto ¢ F ¢?

9. Consideramos el lenguaje de primer orden L dado por lo siguiente:

= simbolos de constante: a
= simbolos de funcién: f, g

= simbolos de relacién: P, Q
y la L-estructura A dada por:
» A=1Zyo
= (a)?
= (NP =
“ (p
(7

4
+ (suma en Zp), (9)?(z) = 22
);):( {( ) ) k)}E A} A(A) ( ) = {(070)7 (179)7 (278)7 (377)7 (476)7 (575)7 (674)u

Interpretar las férmulas siguientes usando una asignacién cualquiera
s: Var(L) — Zqo
a condicién de que cumpla s(x) =0y s(y) = 4.
a) Vx(p(g(x),a) — q(f(y; a), x))
b) Vx3y3zp(z, f(9(y), 9(2)))

10. Consideremos el lenguaje de primer orden L dado por lo siguiente:

= simbolos de constante: a, b, ¢
= simbolos de funcién: f, g
= simbolos de relaciéon: P
y la L-estructura A dada por:
s A= ZG

s (0)2=0,0)A=1, ()" =2
s (f)A =+ (suma en Zg), (9)*(x) = - (producto en Zg)



11.

12.

13.

14.

15.

= () ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}

a) Describir todas las asignaciones s de L en A para las que la siguiente férmula se inter-
preta como verdadera:

—p(g(z, f(b,b)),a) — p(f(y,c),9(y,y))

b) Interpretar la sentencia Va3yp(g(y, c), x).
Describir todas las estructuras en las que la formula siguiente es valida:

r(z) — Yar(z)

Consideramos el lenguaje de primer orden L dado por lo siguiente:

= simbolos de constante: a
= simbolos de funcién: f, g

= simbolos de relacién: P

y la L-estructura A dada por:

- A=1Zg
= () =2

= (f)A =+ (suma en Zg), (9)*(z) = - (producto en Zg),
= (0)* ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5)}

Consideremos una asignacién s en A tal que s(z1) = 2,s(z2) = 0,s(x3) = 0, s(x4) = 3. Se
pide interpretar las siguientes férmulas:

a) —3x1Veop(f(z1,24),a)

b) Va1 (p(z1,9(x1,21)) < plg(a, 1), f(a, a)))

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Consideramos un lenguaje de primer orden L con un
simbolo de predicado binario r.Sea ahora la L-estructura A, cuyo universo es X, y para
la que (r)* =<. Se pide escribir una férmula que signifique exactamente que (X, <) es un
reticulo.

Dada la férmula
r(z) < Jar(z)

se pide:

a) Probar que no es universalmente vélida.

b) Encontrar una estructura donde la férmula no sea valida.
¢) ;Es satisfacible la férmula en cualquier estructura?
d) ;Es refutable en toda estructura?

Interpretar la féormula
Vavy(p(z,y) — —p(y, z))

en las estructuras que seguidamente se sugieren:



a) A={0,1,2,3}
p* =1{(0,0),(0,1),(1,2),(2,1),(2,2), (3,3)}

b)) B=R
pB es la relacién binaria “x es estrictamente menor que y”
¢) C=N

pC es la relacién binaria “x es miltiplo de y”
16. Interpretar la férmula
Vavy(p(z,y) — —p(y, z))

en la estructura A con
« A=1{0,1,2,3}
- (p)A = {(07 0)7 (Ov 1)7 (17 2)’ (2a 1)7 (2’ 2)5 (37 3)}

17. La hipétesis del Lema de Coincidencia es suficiente, pero no necesaria. Para demostrarlo,
dar una féormula ¢ en un lenguaje L, una L-estructura A y asignaciones s; y sz de V en
A tales que si W, es el conjunto de simbolos de variable que ocurren libremente en ¢, sea
s1 [ Wy # so | W, y sin embargo I3 (¢) = I32(¢).



