Prontuario de calculo clasico
proposicional y de primer orden

definicién de sustituir = por ¢ en a (af)

1. Sia € Atom(L), o es la férmula obtenida sustituyendo las ocurrencias de x en « por el
término ¢.

2. (ma)¥ es =(af)
3. (a—pB)f es (af — BF)
, Yya, six =y,
4. Mya)? =
(Vya); {wm@, siz #y.

(consiste en leer la férmula de izquierda a derecha y cuando encontremos una ocurrencia libre
de x sustituirla por t. Luego continuar leyendo en el simbolo inmediatamente siguiente al iltimo
de la escritura del término recién sustituido. Continuamos esta operacién y no operamos cuando
encontremos una ocurrencia de x que sea ligada.)

definiciéon de “z es sustituible por ¢ en o”
1. Si a € Atom(L), x es sustituible por t en «
2.z es sustituible por t en (—a) si, y solamente si,  es sustituible por ¢ en «
3.« es sustituible por ¢ en (o — () si, y solamente si, « es sustituible por t en « y
4. x es sustituible por ¢ en la féormula Vya si o bien:
a) x no ocurre libremente en Vy«, o bien
b) en t no tiene y ninguna ocurrencia y x es sustituible por ¢ en .

(x es sustituible por ¢ en una férmula si en ella 2 no ocurre libremente nunca en el radio de accién
de un Vz;, donde z; es una variable que ocurre en ¢.)

lema de re-reemplazamiento

y sustituible por z en «
z no ocurre libremente en «

(# es sustituible por y en a¥) + (a¥)7 = a

algunas abreviaturas

abreviatura férmula
aVp - — 3
aAg —(a — =)

acf J(a=BfAB—a)

o —(Vz-a)




Axiomas
a— (B — «a) (ley “a fortiori” o “verum sequitur ad quodlibet”)
(= (B—7)) = ((« = B) = (o — 7)) (ley autodistributiva o de Frege)
(

—a — =) = ((~a — B) — «) (ley “reductio ad absurdum” cldsica o fuerte)

A5) Vz(a — 8) — (Vea — Vaf);
A6) a — Vza, donde x no ocurre libremente en a.
A7) z =~

)
)
)
A4) Vza — of, siendo z sustituible por ¢ en «;
) ¥
)
)
)

A8) z =~y — (a — &), donde « es cualquier férmula atémica del lenguaje y & es obtenida de «
reemplazando z, en cero o mds (no necesariamente todos) lugares por y.

modus ponens (tinico motor de inferencia)
T'Fp—1
Lhe
| )

leyes implicativas

1. a — a (ley de identidad)

2. (a—pB)— ((B—7) — (a—17)) (ley fuerte del silogismo)

3. (a—(8—1))— (8- (a — 7)) (ley de conmutacién de premisas o cambio del antecedente)
4. (B—=7)—= ((a = B) = (a — 7)) (ley débil del silogismo)

5. (=) = ((a—(B—17)) = (a— 7)) (ley de Frege)

6. a—((a—p)—p)

7. (a— (a — B)) — (a — B) (ley de reduccién)

8. ((a—=p)—=B—a)—(B—a)

9. ((a=p)=7)—=0—-((B—(—e)—(B—2))

10 e=((a—=p) = (6 —a)—=(B—7)) — (a—7))

1. (= B) =) = (B = a) =) = 7) (ley de Dummet)

12. ((a— ) B) — (8 — @) — @) (ley de Sales o de Tanaka)

13. ((— B) — @) — a (ley de Peirce)

4. ((((p = w) (ma = =f)) = a) =) = ((v = ¢) = (B — ¢)) (ley de Meredith)
15. ((a—7)—B8) — (8 — @) — B) — B) (ley para la trivalencia del sistema BCK)

leyes implicativo-negativas
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

——a — « (ley de doble negacidn clésica o fuerte)
a — -« (ley de doble negacién intuicionista o minimal)
———a — —a (ley de Brouwer)
—a — (o — () (ley de Duns Scoto)
a — (ma — =) (ley débil de Duns Scoto)
-8 — —a) — (a — () (ley de contraposicién ponendo ponens o fuerte)
a — () — (=8 — —a) (ley de contraposicién tollendo tollens o débil)
a — =) — (8 — —a) (ley de contraposicién ponendo tollens)
) (ley de contraposicién tollendo ponens)

a— f) = ((a — —p) — —a) (ley “reductio ad absurdum” intuicionista o minimal)

a — a) — «a (ley de Clavius)

J

(
(
(
(ra—=f) = (=8—a
(
(
(

a — —a) — —a (ley débil de Clavius)

~(a — a) — 8 (“ex falso sequitur quodlibet”)
a— (=8 — ~(a— f))

(a—B)— ((ra—
(&= B) = ((a—-B
(a —7) = ((ma — B) — (=8 — 7)) (ley de modus ponens generalizada)

) — ) (ley del dilema)
)

— ﬁa)

algunos sistemas equivalentes

a— (f—a)
(a—>(ﬁ—>7))—>((a—>ﬁ)—>(a—>7))
(ma — =8) = ((~a — ) — «)

a—(6—a)
(= (B—=7) = (a—=p8) —(x—7)
(78 = —a) = (a = f)

(@—=B) = ((B—=9) = (a—19))
(ra—a) > a

a = (a— B)

(e =) = (ra—==P) =) =) = (= ¢) = (B—=9))

leyes implicativo-conjuntivas
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(aAp) =«

(anB)—p

(v—=a)=((v—=B8) = (v—= (@np))

a— (8= (anp))

BAa)— (anp)

a— (f—7)) = ((aAB) =) (ey de importacién)

a—f) = ((any) = (BA))

(

(

((aAB) =) — (a— (8—7)) (ley de exportacién)

(

((a = B)AN(B—17)) — (@ — ) (otra forma del silogismo llamada “ex toto” o transitividad

(@A (a— B)) — B (“modus ponendo ponens”)
leyes implicativo-disyuntivas

o= (avp)

8- (aVp)

a—75) = ((B—7)— (aVp) =)

a— (BVy) = (a—=B)V(ie—7))

a— )= ((8—-9) = (aVpB)—(pVY))
otras leyes tautolégicas

aV —a (“tertium non datur” o ley del tercio excluso)

—(a — —a) (principio de no contradiccién)



consecuencia del lema de re-reemplazamiento

¥ NO ocurre en
Vypy, F Vap

definicion de ; y Ded;

T'F; ¢ (¢ es consecuencia tautoldgica de T') si existe una lista finita (aq, ..., ) tal que ¢ = ap, y
para cada 1 < ¢ <n se cumple una de las siguientes condiciones:

1. «; es una instancia de alguno de los esquemas Al, A2 o A3
2. existen 1 < j,k < tales que o = o, — ¢y
Ded:(T") = {¢: ' F; ¢}
nocién de generalizacion de una férmula
@ es generalizacion de ) si ¢ = 1 o existen x;,,...,x;, tales que ¢ = Vz;, ---Va; ¢
definicion de Fy y Dedr

Ty ¢ (¢ es consecuencia tautoldgica de T') si existe una lista finita (aq, ..., a,) tal que p = a,
y para cada 1 < ¢ < n se cumple una de las siguientes condiciones:

1. aeTTUY
2. existen 1 < j,k < tales que o = o, —

Dedy(l") = {(p: r I—T (p}

En nuestro curso T es el conjunto de las generalizaciones de A1-A6 o A1-A7. Una tal lista
(a1, ..., ap) recibe el nombre de (I', T)-prueba de ¢ o simplemente I-prueba de .

propiedades elementales de Ded; y Dedy
1. T C Dedy ()
2. SiT C A entonces Ded(I") C Ded;(A)
3. Ded;(Ded(T)) C Ded(I')
4. Dedy(T) = Uzbepf(r) Ded;(®)
5. Ded¢(T") € Dedy(T") (acotacién funcional)
Si a,« — (3 € Dedy(T'), entonces 8 € Ded~(T") (ser cerrado por modus ponens)
I' C Dedy(T") (acotacién de los conjuntos de férmulas por cerrados)

SiT' C A entonces Dedy (") C Ded~(A) (monotonia)

© ® 3N &

Dedy (Dedy(I')) C Dedy(I') (idempotencia)
10. Dedy(T) = U<I>e73f(1“) Dedy(®) (finitariedad)



algunas equivalencias elementales

formula equivalente
e @
=(aV g) —a A —f
—(aAp) —aV -3
-a V3 a—f
—(aA—0) a— 0
aVv(BAy) |(@VB)A(aVy)
aN(BVy) |[(@AB)V(aAy)
aA(=BVBVY) a

regla de modus ponens generalizada

ﬁa—)ﬁ
ez
-0 —

regla de resolucion

aV s
—a Vo
BV

teorema de la deduccién

'Ep—19 Loty
Tory Y Tre—o

regla de generalizacién

Lry
I'EVap

con tal de que I' - ¢ esté avalada por al menos una I'-prueba en la que no sea usada niguna
hipétesis con ocurrencias libres de x.

regla de generalizacién particularizada (ver. 1)
e
F Ve
regla de generalizacién particularizada (ver. 2)

OFp

OFvVap donde © es un conjunto de sentencias



regla T
F"(pl
T'Fon
5017"'5507’1'7157/}
'y

reglas de contraposicion

Lok =
L= == | IV >
Lok Lmpk
Ly F = Lok

regla de reduccion al absurdo clasica

| ToR )
L, =p k-
ke

regla de reducciéon al absurdo intuicionista

Lok
Lok
Fl—ﬁgo

regla del silogismo

l'Fa—p
T'FB—~
'Fa—~y

regla de isotonia

'ra—p
F'F(y—a)—(y—5)

regla de antiisotonia

'Ca—p
FE@B—=7)—(a—7)

negacion de la flecha

I'Fao
T'F-g
'tk —(a—0)

't —(a—0) 'k —(a—0)
TFa T3




regla A4

FVzp — ¢f, si  es sustituible por ¢ en ¢
regla A4 especial
FVzp — ¢
regla E4

F i — Jxp, si z es sustituible por ¢ en ¢
generalizacion de constantes

'k

——>—, si ¢ no ocurre en I
' Vyey

(y no ocurre en o y I' b Vyepy, esta avalada por un I'-prueba en la que no interviene ¢)
regla C (versién 1)

L'E oy

T Va5 € 1o ocurre en ru{e}

(T' F Vzp estd avalada por un I'-prueba en la que no interviene c)
regla EI

I

W, si ¢ no ocurre en I' U {QD, 1/1}

(T, 3z F ¢ estd avalada por un I-prueba en la que no interviene c)
regla C (versién 2 incompleta)

I'F3zp
I,  sicnoocurre en T'U {p, ¢}
't

(si I' F Jzp estd avalada por al menos una prueba en la que no ocurre ¢, entonces I' - ¢ también
lo estara)

regla C (equiparable a la de Mendelson)

Jxp el
Lpf k4 si ¢ no ocurre en I' U {9}
'+

(T' I 1) estd avalada por un I'-prueba en la que no interviene c)

regla de extension

AN
Vap - Vi
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definicion de dlza

Jza /\VasVy(oz Nay — o= y)
(y es el primer s. de variable diferente de 2 que no ocurre en «)
FVrdlyzr ~ y
F3lza « 3aVy(ay < v~ y)
FVe(a « ) = (Flrza « Jzf)
F3lz(aVvB) - Flza Vv 3zp)

F3lza — Jz(aAVy(al — y =~ x))

(y es el primer s. de variable diferente de x que no ocurre en «)
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algunas leyes légicas con cuantificadores y/o igualdad
Vep — dre
JxVyp — Yydxe
VaVy(z =y — y ~ x)
vy — (Fap(e, 2) — Vap(y, 2)
VaVyVavo(z =~ 2z — (y = v — f(z,y) = f(z,0)))
terw— (Pt thy o tn) = (b, )
Va(r ~ x)
VaVy(z ~y — y =~ z)
VxVsz(x ry— (Yyrzoo R z))
VIVszVU(:E ~z—o (Yoo f(ry) = f(z,v)))
VaVyVavo(z =~ z — (y & v — r(z,y) & r(z,v)))

x =y — (¢ — @), donde @ es cualquier férmula obtenida a partir de ¢ reemplazando por
el s. de variable y algunas de, pero no necesariamente todas, las ocurrencias libres del s. de
variable x, a condicién de x sea sustituible por y en la férmula ¢

equivalencia—negacion

Foed
l—ﬁO((—)ﬁO/

equivalencia-implicacion
Fo — a Fa— o

FB— B BB
Fla=B - @=F) Flasf) o @ =0




lema de renombramiento de variables

y sustituible por z en §
z no ocurre libremente en (3
Fao g
FVya — V(B)Y

existencia de variante alfabética

y s. variable y ¢ término
@ férmula
existe ¢’ tal que
x es sustit. por t en '+ F ¢ « ¢’

leyes generales
1. —Vea « dz-a
2. —dra <« Vo
y en el suspuesto de que x no ocurra libremente en a:
1. a< Vza

2. o+« Jdza

3. (a— 32p) = 3z(a — )
4. (Vaf — a) = 3z(6 — a)
5. (a — VzB) < Ya(a — )
6. (326 — ) < Vz(f—a)
7. (VzBV ) < VYz(BV a)

8. (aVVzpB) < Vr(aVp)

9. (aVv3IzB) « Iz(aVp)
10. (3zBVa) — 3x(BVa)
11. (VzB Aa) < VYo(B A )
12, (aAVzB) < Va(a A B)
13. (aA3zB) o Jx(aAp)
14. (FzBAa) < Ix(BAa)
15. (Vza AVzf) < Va(a A B)
16. (Fza VvV IzB) < Jx(a V f)

nocién de forma prenexa

10
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o estd en forma prenexa si se expresa como

Qixi co Qniﬂnﬂ

donde @; € {3,V}, para todo 1 < i < n y en la escritura de 3 no aparece ningin cuantificador.
Llamamos literal a cualquier férmula que sea atémica o de la forma —«, donde « es una férmula
atémica. En (), 8 se denomina matriz de la férmula. Una férmula en forma prenexa esta en forma
normal prenezra si su matriz estd expresada como conjuncién de disyunciones de literales.

existencia de forma prenexa

Dada ¢ siempre es posible encontrar, de forma algoritmica, al menos una ¥ en forma normal
prenexa tal que

Fpey



