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1 INTRODUCCION 1

1. Introduccién

La informacion es fisica. Por ejemplo, la entropia de Shannon (que mide la informacién en un
sistema cldsico) coincide con la entropia de Boltzmann (sistema termodindmico)

S=-Y palog(pa) =H(pa) (1.1)

(la distribucién de Boltzmann a temperatura T es la que maximiza S con {H } dado, 1/T es el multi-
plicador de Lagrange.)

O el principio de Landauer: para borrar un bit hay que gastar una energia minima de k7 In(2).
Sin embargo (a raiz de la computacion cudntica) se sabe que se puede hacer computacion clasica
reversible (la cudntica lo es necesariamente).

Los sistemas cudnticos se basan en amplitud de probabilidad no s6lo probabilidad como los
clasicos lo cual introduce importantes diferencias. S6lo un sistema fisico cuantico (fotones, iones,
etc) es capaz de hacer una computacion con las reglas cuanticas (no simularlas). Un sistema cudntico
se puede simular de manera clasica pero no eficientemente. El coste en nimero de qubits es aditivo en
el caso cudntico y exponencial 2" en su emulacion clésica. Se sigue del teorema de Bell que implica
que no se puede simular un sistema cudntico con variables cldsicas locales, deben ser no-locales, de
modo que conecten todas las componentes entre si.

En un momento dado se pensaba que limitaciones cudnticas tales como el principio de incertidum-
bre arruinarian, o pondrian insalvables impedimentos a la posibilidad de hacer computacién cudntica.
De hecho no es asi. Todo lo que se puede hacer clasicamente se puede reproducir cudnticamente, y
por el contrario hay cosas imposibles cldsicamente que son viables cudnticamente (por ejemplo, pro-
blema de Deutsch). Un punto clave es el llamado paralelismo cuantico y entrelazamiento (en
esencia todo viene de la superposicion cudntica). Hay un paralelismo cldsico basado en probabilida-
des; éste siempre tiende a desenfocar (difundir, igualar) en cambio el cudntico basado en amplitud
de probabilidad, gracias a la interferencia y por tanto la posibilidad de enfocar (concentrar).

El tratamiento cudntico es mucho mds eficiente cuando se trata por ejemplo de hacer transfor-
madas de Fourier (mejora exponencial en la dimensién del espacio, log(N) frente a Nlog(N) de la
transformada répida de Fourier). Y es cuadraticamente mads eficiente en otros casos (el algoritmo de
bisqueda de Grover, va como O(v/N) frente a O(N) cldsico) haciendo uso del paralelismo cuantico.
Un ejemplo paradigmatico, basado en transformada de Fourier, es la factorizacién de nimeros enteros
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de Shor (1996):

1/3 2/3 ) . . . .
Teras = 0(62(1HN )!(nn Ny ) (mejor algoritmo clasico conocido),

(1.2)
Tshor = O((InN)?)

En la computacion clésica hay errores y se arregla con redundancia. Se pensaba que en el caso
cudntico (debido al teorema de no clonacién) los errores producirian pérdida de coherencia cuan-
tica y arruinarian irremediablemente el proceso. De hecho Shor prob6 que no era asi, se puede usar
también redundancia en el caso cudntico. El nimero de qubits extra es grande pero al final converge
a una computacion cudntica fiable.

También la comunicacién cuantica tiene aspectos muy novedosos respecto de la clasica. Por
ejemplo la posibilidad de teleportacidn, o criptografia segura, a prueba de espias.

1.1. El qubit

En su version mds simple, la informacion consiste en indicar, de entre varias posibles alternativas,
cudl es la correcta. La unidad basica de informacion clésica es el bit, en presencia de dos alternativas.
Las dos opciones se suelen denotar 0 y 1. Su version cudntica es el qubit, E es el sistema cudntico
mads simple no trivial y corresponde a un espacio de Hilbert (complejo) de dimensién 2, es decir,
admite dos estados ortogonales (una base ortonormal) que suelen denotarse |0) y |1). La base
fisica de un qubit puede ser absolutamente cualquier sistema fisico que tenga dos estados activos tal
como el espin de un ion con espin 1/2, la polarizacién de un fotén, el estado de un dtomo en un
pozo de potencial con dos niveles accesibles, el estado de ocupacion o no de un electrén en un nivel
atémico, etc, aunque en la practica s6lo se usan los sistemas mds faciles de controlar y manipular sin
perder coherencia cudntica.

La diferencia fundamental entre bit y qubit es que el bit s6lo puede ser 0 6 1, mientras que el qubit
puede encontrarse en un estado superposicion de los dos estados bésicos |0) y |1) (que definen la base
computacional de un qubit)

v)=al0)+B|1), a,BeC, |af+|BP=1. (1.3)

LIMa4s correctamente, cubit.

12 Aqui “qubit” se estd usando para referirse a un sistema fisico cuantico —en realidad todos los sistemas fisicos lo son—
con dos estados posibles. En completa analogia con los bits, también se usa qubit como unidad de informacién. Asi un
sistema con 2" estados puede almacenar hasta n qubits de informacion.
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Se ha elegido |y) normalizado. Recuérdese que |w) y A|y), A € C\ {0} (en particular ¢'?|y))
representan el mismo estado fisico. |y) € .7, dims# =2, & ~ C2. El isomorfismo depende de la

base (01,11} etegic [y} > (5 ). 0= (o). 1= (7))

a, B son las amplitudes de probabilidad (y |/|?, |B|? las probabilidades) de encontrar el sistema
en el estado |y) en el estado |0) o |1) al hacer una medida de un observable con estados propios |0)
y |1). Sin embargo, a diferencia de la situacién clésica, |0) y |1) no es una base privilegiada a priori,
cualquier otra base ortonormal es igualmente valida y tiene sus observables asociados; cualquier
estado |y) puede formar parte de una tal base ortonormal. Pareceria entonces que hay muchos mas
estados cudnticos posibles que clésicos. En realidad la situaciéon es mds sutil, porque en una sola
medida sobre |y), digamos de un observable A con la base ortonormal {|ug), |u;)} como estados
propios, s6lo se va a poder obtener uno de los dos resultados |ug) o |u;) y no otros estados. No se
puede determinar |y) con una sola medida. E Por tanto si hay més estados cuanticos que clésicos en
cierto sentido, pero cada vez sélo se puede elegir medir un observable maximal (una base) que s6lo
decidird entre dos opciones.

Observacion:
Aqui nos estamos refiriendo a estados con maxima informacién posible. O y 1 serfan los “estados puros” del bit.
Mais generalmente, el bit puede estar en un estado mezcla (estadistica) con probabilidad pg de ser O y p; de ser
1, siendo pg,1 > 0, po+ p1 = 1. Esta mezcla cldsica indica ignorancia subsanable con mds informacion; nosotros
no sabemos cudl es exactamente el estado pero alguien lo puede saber, o puede estar registrado en algun sitio.
| ) representa un estado puro del qubit. Puro quiere decir univocamente caracterizado por un conjunto maximal
de observables compatibles; la aleatoriedad observada al hacer una medida sobre |y) de otros observables
no compatibles con los que definen el estado no se puede subsanar con mas informacién. El qubit puede estar
también en un estado mezcla estadistica de estados puros |y). Las mezclas se estudiardn en el Tema[2]

En cierto sentido un estado puro |y) = a|0) + B|1) se parece superficialmente a un estado mezcla cla-
sico que se describe con probabilidades py y pi, pero con una “probabilidad exdtica” que es la amplitud de
probabilidad, que a diferencia de la auténtica probabilidad toma valores complejos. Tanto en el caso clésico
(estados descritos por el par (po, p1)) como en el cudntico (estados descritos por el par (a, 8)) todo el tiempo
hay s6lo dos opciones, y ambos espacios son lineales. Sin embargo la versién cudntica introduce importantes
diferencias con la clésica. Por ejemplo, de entre todos los estados cldsicos (po, p1) los casos (1,0) (bit= 0)
y (0,1) (bit= 1) son especiales (técnicamente, “extremales”) en cambio no hay estados cudnticos (¢, 3) con

13 A menos que se sepa a priori que |y) era o bien |ug) o bien |u1), y se quiere saber cudl de los dos es. Eso es un bit
clasico.

14Compatible es que la medida de uno no modifica la del otro. Maximal es que cualquier otro observable compatible
es funcidn de éstos.
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propiedades especiales (extremales) dentro del espacio de Hilbert. Otra diferencia, por ejemplo es que no es
posible representar un grupo de Lie de transformaciones, digamos las rotaciones, en el espacio clasico (po, p1),
pero si en el espacio cudntico (o, ). Probabilidades y amplitudes de probabilidad son estructuras matematicas
compatibles. Las primeras se pueden incluir como un caso particular de las segundas y el sistema cudntico es
una extension del cldsico que permite nuevas posibilidades, y que la naturaleza utiliza.

Como es sabido, no todos los vectores no nulos en el espacio de Hilbert .7 del sistema cudntico
corresponden a estados fisicos distintos. Cada estado fisico se identifica con un rayo unitario. Esto
es, [y) #0y Aly) (A € C, A #0,) representan el mismo estado fisico. Se suelen utilizar estados
normalizados a 1, (y|y) = |a|> +|B|*> = 1, usando que la base {|0),|1)} es ortonormal,

pero atn queda la libertad de elegir la fase. Si o = 0 se puede elegir B = 1, es decir, |y) =|1). En
otro caso se puede elegir o > 0,

y) = cos(6/2)[0) + ¢ sen(6/2)[1) = (e,.;‘i(ne(éz/)z)) . 0<6<m 0<¢<2nm

0=0 si O=m.

(1.5)

—i¢/2
También se elige a veces — < ¢ < 7, y también se usa la parametrizacion |y) = (eei¢ /2 S(;(I)ls((ee //2 2))> .
El par (0, ¢) se puede identificar con las coordenadas esféricas de un vector unitario 7 en R, en

el que 6 es el angulo polar y ¢ el acimutal,

i = (sen(0)cos(¢),sen(O)sen(¢),cos(6)). (1.6)

Por tanto cada estado fisico distinto de un qubit se corresponde biunivocamente con un punto en
una superficie esférica S?, denominada esfera de Bloch (Fig. . El estado |0) se corresponde con
el vector i = (0,0,1) (polo norte) y |1) se corresponde con el vector /i = (0,0,—1) (polo sur). En
general, dos estados ortogonales del qubit se corresponden con puntos de la esfera diametralmente
opuestos, como es facil comprobar. La esfera de Bloch es ttil para visualizar los estados puros de un
qubit y sus transformaciones, y también los estados mezcla como se verd. Una transformacion unitaria
en el espacio de Hilbert del qubit equivale a una rotacion en la esfera de Bloch. E] La simetria de la
esfera visualiza la simetria entre estados cudnticos puros (no hay estados privilegiados, por ejemplo
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Figura 1.1: Esfera de Bloch.

extremales, en .7, a menos que se introduzca estructura adicional).

El espacio de Hilbert de n qubits, C?2®---® C? admite como base la denominada base com pu-
tacional, que es la formada por el producto tensorial de n qubits en estados |0) o |1),

0)®--0)@]0) = [0---00)  x=0
0@ [0)@|1)=[0---01)  x=1

(1.7)
@@ |1)=|1---11) x=2"—1

Cadaxe€0,1,...,N — 1 determina una cadena de n bits que son sus cifras en binario, siendo N = 2".
El espacio de Hilbert de los n qubits tiene dimension N. El vector-estado mds general de los n-qubits
es una superposicion

N—1
v)=) wlx), weC (1.8)
x=0

1.2. Puertas cuanticas

Todas las transformaciones fisicas (por ejemplo, una rotacién) sobre un sistema cudntico con
espacio de Hilbert 77 las realizan operadores unitarios. En particular la evolucién dinamica en el
tiempo la lleva a cabo el operador de evolucién U (ty,#;) que es unitario; para un sistema conservativo
con hamiltoniano H, U (ty,t;) = e (s )H/" es unitario por ser H autoadjunto.

I5Por ejemplo (g) — (eigﬁ> corresponde a una rotacién de dngulo ¢ alrededor del eje z de la esfera.
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Por este motivo los operadores unitarios (los que conservan la estructura del espacio de Hilbert)
son fundamentales en la teoria cudntica. La unitaridad expresa la conservacion de la probabilidad du-
rante la evolucién. Como es sabido, dado un estado |y), la probabilidad de encontrarlo en el estado |¢)
al hacer una medida (suponemos ambos normalizados) viene dado por su solapamiento |(¢|y)|%.
El solapamiento se conserva bajo evolucion temporal de ambos estados. Asi por ejemplo dos estados
ortogonales son totalmente distinguibles (son incompatibles) y eso se conserva bajo evolucion.

1.2.0.1. Apartado matematico: operadores unitarios

Un operador (lineal) U : 57 — S es unitario cuando es invertible y ademds es isométrico, es decir,
conserva el producto escalar (o equivalentemente la norma) del espacio de Hilbert complejo .77. m Equivale a
decir que U~! = U". En efecto,

Yiy).l0) € (ylo) = (UwlU9) = (wlU'UY) (1.9)

implica
vlu=1, U'=u"l (1.10)
(Se ha usado que U es invertible. Isométrico implica inyectivo, y eso para .7# de dimension finita ya garantiza

que U debe ser invertible, pero no en dimension infinita.)

Los operadores unitarios son los que transforman una base ortonormal en otra. Si {|i)} es una base orto-
normal, {|i)’ = Uli)} también lo es. Los operadores unitarios forman el grupo U(5¢), isomorfo a U(n) para
n=dimJ?.

En espacios de dimension finita, la matriz de un operador unitario en una base ortonormal
Ui; = (ilU|j) (1.11)

es una matriz unitaria (y viceversa, U es unitario si y sélo si U;; es unitaria). Es decir, tanto sus columnas
como sus filas forman una base ortonormal de C":

UyiUskj = 6ij ortonormalidad por columnas, (1.12)

UpUji = &;j ortonormalidad por filas.

(Se sobreentiende suma sobre k.)

-6M4s generalmente se pueden definir operadores unitarios entre dos espacios distintos. Un operador unitario es un
isomorfismo de espacios de Hilbert.
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Las puertas cuanticas son operadores unitarios que actian sobre uno o mas qubits. Son unitarios
ya que representan transformaciones fisicas del sistema de qubits. Unitario implica invertible y eso
hace que algunas puertas l6gicas clésicas (es decir, que trabajan con bits) no tengan versién cudntica
por no ser reversibles.

Este es el caso por ejemplo las puertas AND y OR. Si X es una proposicion, su valor x de “verda-
dero” o “falso” se puede representar por bits 1 o 0, respectivamente. La conjunciéon X AY corresponde
ala puerta AND(x,y) = xy (producto numéricode xe y, x,y € {0, 1}). Igualmente la disyuncién X VY
es la puerta OR(x,y) = x+y — xy. Claramente estas puertas no son reversibles (las funciones no son
inyectivas) ya que el resultado no determinada las entradas x e y.

En cambio la negacién —X, con puerta ldgica cldsica NOT(x) = 1 — x si es invertible, y tiene
una versién cudntica. Clasicamente 0 — 1 y 1 — 0, cudnticamente |0) — [1) y [1) — |0). Es una
permutacion de una base ortonormal y por tanto unitario. Esta puerta cudntica se suele denominar X

porque su matriz en la base computacional es la matriz de Pauli oy = ((1) (1)) ,

vi=ao) gl —xi=an g0, (5)—(8)=(7 o) (5)  am

(El convenio para construir la matriz es que |0) es el primer vector de la base y |1) es el segundo.)
También

X =0)(1]+ [1)(0]. (1.14)
El operador X satisface X2=1 xt=X.

Las tnicas puertas clédsicas de un bit en un bit son f(x) =x, f(x) =1—x, f(x) =0y f(x) =1,
y s6lo las dos primeras son invertibles. También hay puertas cudnticas que no tienen una version
clasica. Una puerta puramente cudntica de un qubit especialmente ttil es la puerta de Hadamard, H.
Este operador actia de la siguiente manera:

R R
V2 V2

Aqui se han definido los estados |+) y |—), que forman otra base ortonormal dado que H es un

operador unitario. Matricialmente
o I /1 1 o
— — . 1.16
(3) 7l 4)6) @19

I7Las puertas clasicas pueden procesar de 7 a m bit, pero n = m si son reversibles. Las cudnticas deben procesar de n a
n qubits por ser reversibles.

H|0) = —=([0)+[1)) = |+),  H[1)=—=(0)—[1)) =[-). (1.15)
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Obviamente la puerta de Hadamard no es clédsica ya que produce superposiciones de estados (de la
base computacional). Esta puerta satisface H> = I, siendo I el operador identidad. Es decir H = H~! =
H'.

Una puerta clasica reversible importante es la puerta CNOT, No-Controlado, que actia sobre
pares de bits de acuerdo con la regla

0000, 01—01, 10—11, 11— 10. (1.17)

Es decir en todo caso el primer bit se queda igual, pero el segundo cambia (se voltea 0 <+ 1) siy sélo
si el primero es 1. El primer bit se denomina de control y el segundo el bit blanco, diana, objetivo o
controlado. O sea, cuando el bit de control estd conectado (1, “on”) sobre el segundo actia NOT. La
accion de CNOT se puede expresar como

CNOT(x,y) = (x,xDYy). (1.18)
Aqui @ representa la suma de bits médulo 2,
x@y=x+y (méd2) (1.19)

que equivale XOR (disyuncién-exclusiva) que produce 1 (verdadero) si y s6lo si una de las proposi-
ciones es verdadera y la otra falsa.

La puerta CNOT es reversible (de hecho es su propio inverso) y por tanto tiene una version cuan-
tica que actda sobre dos qubits:

10)10) — 100}, [0)[1) — [0)[1),

11)|0) — |1)[1), 11)[1) — [1)]0). (1.20)

Puesto que |i) ®|j), i,j € {0,1} forman una base del espacio de dos qubits (la base computacional)
estas relaciones definen completamente a CNOT como un operador en C> ® C? que es unitario, ya
que es simplemente una permutacién de la base. Ademds satisface CNOT? = I. Su matriz es

000

S O =

1
0 (1.21)
0

- o O
S = O

0
(De nuevo, la base esta ordenada segin 00,01, 10, 11.) También puede expresarse

CNOT = [0)(0| @1+ |1)(1| @ X. (1.22)
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g. control

N . objetiva

@) (b)

Figura 1.2: (a) Puertas X y H. La flecha (que no forma parte del circuito) indica el orden de operacién
de las puertas: Los qubits entran por la izquierda y salen procesados por la derecha.  (b) Puerta
CNOT.

|7) (j| es proyector sobre el estado | j), en este caso del primer qubit.

Hay que notar que el qubit de control no cambia en la base computacional, pero si es afectado por
la puerta. Por ejemplo, en un estado inicial |+) ® |0) la probabilidad de obtener |—) en una medida
del primer qubit es cero, pero deja de serlo después de aplicar CNOT.

Mas generalmente una puerta C(U) o U controlado corresponde a |0) (0| @7+ |1) (1| ® U, siendo
U un operador que puede actuar o no sobre el qubit controlado, dependiendo del estado del qubit de
control.

1.3. Circuitos cuanticos

Combinando puertas 16gicas se forman circuitos para procesar los bits o qubits. Cada qubit se
representa por una linea horizontal. Es usual ordenar los qubits de arriba a abajo. En el conjunto de
lineas se insertan las puertas que van actuando sobre los qubits. Asi en Fig. [I.2h se representan las
puertas X y H que actiian en ese orden: |y) — X|y) — HX|y). (Nétese que el orden de operadores
en el circuito ---A---B--- produce el producto ---B---A--- sobre los estados.)

La puerta de dos qubits CNOT estd representada en la Fig. [I.2b. El qubit superior en la figura
es el qubit de control y el inferior el qubit objetivo. De acuerdo con su definicion la puerta CNOT se

puede representar mediante X , pero es mas usual usar % debido a CNOT(x,y) =

(x,xDy).




1 INTRODUCCION 10

0) H H— A
|0>_X_H U

Figura 1.3: Circuito para el algoritmo de Deutsch.

Un circuito cudntico de n qubits equivale a un operador unitario en un espacio de N = 2" dimen-
siones. Se puede demostrar que mediante puertas de un qubit y la puerta CNOT, es posible construir
cualquier operador unitario en un sistema de n qubits (usando un nimero finito de puertas y sin usar
qubits auxiliares). Por este motivo es esencial en cualquier implementacion fisica del sistema de qu-
bits (por ejemplo iones atrapados) conseguir implementar la puerta CNOT (o similar) y ello siempre
requiere interaccion entre qubits. Que todos los operadores unitarios sean representables mediante cir-
cuitos implica también que cualquier estado cuéntico de los n qubits es realizable empezando desde

100---0).

14. Algoritmo de Deutsch

El problema de Deutsch es extremadamente simple, pero sirve para demostrar que los qubits,
gracias a la posibilidad de superposicion, pueden hacer algo que no es posible con bits. El problema de
Deutsch es el siguiente. se tiene una funcién desconocida f : {0,1} — {0, 1}. Hay cuatro funciones
posibles, dos constantes y dos no:

0—0 0—=0 0—1 0—=1

f0011_>0 f01-1_>1 f1021_>0 f11.1_>1 (1.23)

Se trata de determinar con una sola llamada a la funcion si ésta es constante o no. Una forma de
visualizar el problema es considerar un sistema interruptor-bombilla: fy1, f1o corresponden a que la
bombilla se enciende y se apaga segun el estado del interruptor, en cambio para fy, fi1 bombilla e
interruptor no estan conectados.

Cléasicamente (bits) se necesitan dos llamadas (dos evaluaciones) de la funcion para saber de cual
de los dos tipos es, constante o no. Cudnticamente (qubits) se puede hacer con una sola llamada a la
funcion.

Lo primero es incluir la evaluacion de la funcién en el circuito. Cldsicamente se podria usar una
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puerta de un bit, * f f(X), sin embargo esta puerta no es reversible en general (concreta-
mente cuando f es constante). Hay un método para codificar la funcién mediante una puerta cldsica
reversible, usando dos bits, a saber, (x,y) — (x,y® f(x)). Es una puerta f-CNOT: x es el bit de
control, y NOT actiia sobre el bit objetivo y s6lo cuando f(x) = 1. También se denomina Uy. Eviden-
temente esta puerta es reversible porque si se aplica dos veces queda (x,y) — (x,y) (coincide con su
inversa). Y también es obvio que la puerta identifica univocamente a la funcién f.

La puerta f-CNOT aparece en la Fig. [[.3] Esta puerta estd definida automdaticamente para qubits,

Urlxy@y) =[xy @lye f(x)),  xye{0,1}. (1.24)

Ur

Lo mas frecuente es representar f-CNOT en circuitos como . Un circuito en el que apa-
rezca una vez Uy cuenta como llamar f una vez, eso vale en el caso cldsico y en el cudntico. Hay
que tener en cuenta que si una puerta aparece una vez en un circuito cudntico esa puerta va a actuar
a lo sumo una vez (puede no actuar si estd controlada) ya que en circuitos cudnticos no hay bucles
(DO-loop’s).

El circuito para el algoritmo de Deutsch estd en la Fig. El estado inicial es |0)|0), esta es una
eleccion estandar (se podria simplificar el circuito empezando de otro estados y ahi hacer actuar Uy).

El simbolo /7{ representa medir el estado del qubit en la base computacional.

e wll =y

18 Circuitos explicitos que realizan U rpara foo, fo1, f10, f11:
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10)10) —~ 10)I1)
s =)= % (10)+11)) \% (10)y — 1))
=%|0>(|0>—|1>)+ 1) (10) — 1))

5 210} (0@ £(0)) —|1& £(0))) + 511) (08 £(1)) ~ 1 £(1))
f

| =

donde se ha usado la propiedad
1

B _ =) si y=01_, \\y_
(0o |1eey>>—{_|_ L= }—( D).

Es claro que, salvo fase, el estado final es

0)]=) st f(0)=f(1)
D= si f0)# (1)

12

(1.25)

(1.26)

(1.27)

por tanto al medir el primer qubit en la base {|0),|1)} se determina si la funcién es constante o no, y

se hace con una sola llamada a la funcién.

La clave para determinar la clase de la funcién con una sola llamada es el denominado paralelis-
mo cuantico: al aplicar la puerta de Hadamard H sobre el primer qubit se produce una superposicion
|0) +|1) de modo que al actuar la puerta Uy, la funcién f se evaltia a la vez para x =0 y para x = 1.

0) — [0) + 1) — (=1)/Vj0) + (1) V|1).

(1.28)

El segundo qubit es un qubit auxiliar para que Uy actie asi sobre el primer qubit. La puerta H final
concentra el resultado sobre |0) o |1) segin sea f constante o no. Es un proceso de interferencia. El
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qubit se ha desdoblado y vuelto a juntar, si no hubiera Uy en medio volveria al estado inicial: inter-
ferencia constructiva para |0) y destructiva para |1). Uy puede modificar esa interferencia e invertir el
resultado.

Lo que no es posible es usar el paralelismo cudntico para determinar completamente f con una
sola llamada. Por ejemplo, si se envia el estado |+)|0) a la puerta f-CNOT, se obtiene %(\m |£(0))+

|1)| £(1))), que contiene los dos valores de f etiquetados por el primer qubit. Sin embargo si se mide
este estado en la base computacional se obtendra al azar uno de los estados |i)|j) que proporcionard
J = f(i), pero no el otro valor f(1—1).

Nétese que la normalizacion final tiene que ser 1. Por ese motivo los factores globales que van
apareciendo en cada paso se podrian omitir. Por otra parte guardarlos puede usarse como comproba-
cion del célculo.

La computacién cudntica puede hacer todo lo que hace la clésica: basta no salirse nunca de la
base computacional, usando exclusivamente la versién cudntica de puertas cldsicas reversibles. El
algoritmo de Deutsch demostr6 que la computacion cudntica puede hacer cosas vetadas para la clasica.
Pero también queda claro que el procedimiento para conseguirlo puede no ser trivial, por el contrario,
puede ser considerablemente sofisticado.

También hay que notar que después de utilizar el circuito, el circuito “sabe” el estado final, pero
nosotros no. El paso final es siempre medir los qubits en una base (sin pérdida de generalidad se puede
tomar la computacional) y nos dard exactamente uno de los estados de esa base. La funcién de onda
se borra al hacer la medida. Esto es andlogo en un problema estocastico clasico: después de multiples
manipulaciones aleatorias de un cubilete con dados cada cara tiene cierta probabilidad calculable,
pero al levantar el cubilete se obtiene exactamente un resultado y la distribucién de probabilidad de
antes de levantar el cubilete se borra (deja de ser relevante).

19Si quiero medir en la base |+) basta aplicar H antes de medir para que esa base se transforme en |0), 1)
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1.5. Fotones
1.5.1. Ondas planas electromagnéticas y fotones

En una solucién de las ecs. de Maxwell, tipo onda plana con nimero de ondas k, los vecto-
res k, EZ, B son ortogonales y B estd determinado por k y E. Tomando una base adaptada a k,
(ém,éy, k) (triedro ortonormal positivo, H,V corresponden a polarizacion horizontal y vertical res-
pectivamente)

A

eV
E(x,t) = |Ey|cos(kx — ot + ¢y)éy + |Ey| cos(kx — ot + @y )éy
_ RC(E e—iwt-i—ikzm) (1.29)
o é, ¢
siendo @ = c|k| la frecuencia angular y
E.= |EH|€i(PHéH + |Evlei¢vév (1.30)
E. es un vector complejo ortogonal a k, es decir E, € C?
5 5 Ex
E.=Egéy+Eyéy = ( ) (1.31)
Ey

Esto describe un haz de luz clasica, pero vale igualmente para la funcion de onda de un fotén (cuando
se atenuda el haz lo suficiente se obtiene el estado de un fotén). Por tanto un fotén con k dado constituye
un qubit con respecto de su estado de polarizacién.

|H) =10) = ((1)> fotén linealmente polarizado horizontalmente

Vy=11) = (?) fotén linealmente polarizado verticalmente

Las polarizaciones con Ey/Eg € R son polarizaciones lineales. Una rotacién de dngulo 6 del
cos(B) —sen(6)
sen(0) cos(0)
cién R(é,,20) para una particula de espin 1/2.)

plano de polarizacion corresponde a ( ) . Esta matriz es e "'9% (que seria una rota-
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1 son las polarizaciones circulares dextrégira y levogira, respectivamente (con el convenio
i

mas extendido).

Con elementos 6pticos adecuados (cristales) se puede realizar cualquier operador U de U(2) (gru-
po de matrices unitarias 2 x 2) sobre el qubit asociado al estado polarizacion

1.5.2. Elementos 6pticos

Un espejo semirreflectante o separador de haz (que suponemos no absorbente) es un ele-
mento 6ptico independiente de la polarizacién. Un haz con amplitud a y polarizacion cualquiera, se
separa en una componente transmitida f¢o y otra reflejada ra que salen con la misma polarizacién
inicial. 7 y r son las amplitudes de transmisién y reflexion respectivamente.

r a ta t' B r'p

R L

@ B

Debe cumplirse cumplirse |¢|? + |r|*> = 1. Cldsicamente (esto es para haz de luz) esta relacién se
sigue de conservacion de la energfa (ya que la energia del haz es proporcional E?). Cudnticamente,
para amplitud del fotén se sigue de conservacion de la probabilidad: si se ponen detectores en los
haces salientes se encontrard el foton en uno y sélo uno de ellos (suponiendo eficiencia perfecta
del detector) con probabilidades |¢|> y |r|?, respectivamente (condicionadas a que el fotén llegue al
separador). S6lo hay un fotén en todo momento. Se puede denotar

o|R); — ta|R), + ra|L); (1.32)
IR), |L), denotan los estados del fotén moviéndose hacia la derecha o la izquierda. Equivalentemente
1001 = 2]0)2 +r|1)2 (1.33)

Notese que la identificacion de |0) a ambos lados es completamente arbitraria, se podian haber in-
tercambiado los nombres de las etiquetas 0, 1 en | ). Lo importante es que los dos estados son

1100tro convenio seria considerar que el fotén se queda en “el mismo estado” cuando se queda al mismo lado del espejo
y cambia de estado cuando lo cruza.
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incompatibles, es decir ortogonales: si el foton estd en uno de ellos la probabilidad de encontrarlo en
el otro al hacer una medida es cero.

Igualmente el fotén puede incidir desde la derecha (moviéndose hacia la izquierda) y se tendra
L)1 = t'|L)2 +7'[R)> (1.34)

Los estados |R), |L) del fotén definen un qubit, esta vez asociado al sentido del movimiento y no a la
polarizacion. En el caso mds general el foton tiene una amplitud de probabilidad ¢ de incidir desde
la izquierda y otra 8 de hacerlo desde la derecha

o|R)1 +BIL)1 — (ra+7'B)|R)2+ (ro+1'B)|L)> (1.35)

(g) - (i :) (Z‘) (136)

La intensidad del haz (en el caso cldsico) o la probabilidad (en el caso de fotones) debe conservarse
/

cualquiera que sea el estado (g) . Eso requiere que la matriz B = (; ;,) sea unitaria, B € U(2), es

Matricialmente

decir, BFB = I de modo que sus columnas forman una base ortonormal de C2:
PP =1, [P+IP=1, A+ =0, (1.37)

La forma més general de B puede expresarse como

. t —ei‘pr* o) 2 .
B= (r o ) | +1|r|°=1, @R (méd2m). (1.38)

Si se impone la condicién adicional de que el separador sea simétrico respecto derecha/izquierda
(simetria espacial) t = ¢/, r = 7/, unitaridad requiere que sea de la forma

B=¢" (i:p i;p) , 7,0 >0, y€R (méd2m), ’C2—|—p2 =1. (1.39)

La simetria espacial no es un requerimiento obligado para un separador. A menudo se modela
I /1 1 . o
como la puerta de Hadamard H = — ( (la matriz H es simétrica pero t = —t' de modo que

NV

no es espacialmente simétrica).

LEn efecto, 0 = t*r+r*t = r/t = —(r/t)* y r/t debe ser imaginario puro. Como consecuencia B también es
automdticamente invariante bajo inversién temporal.
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1.5.3. Interferémetro de Mach-Zehnder

1 i
. : . 3 _ 1 — 1 j
Por ejemplo en un interferometro de Mach-Zehnder, con B 7 ( ; 1) 7 (I +ioy). En este
g 2 » 1
separador simétrico |t|” = |r|” = 5

-i/2

'

A

1 >

112

Con el convenio |0) = “direccion horizontal” y |1) = “direccidn vertical”, y como en todo mo-
mento la funcién de onda del fotén esta a lo sumo en dos ramas, el montaje se puede tratar dentro de
C2, es decir, como un qubit.

10) = —(|0) +i[1)) — i(— 1) —il0)) — 1(— (]1) +i]0)) —i(]0) +i|1))) =—i|0) (1.40)

1
V2 V2 2
Si se ponen fotodetectores en los dos extremos finales s6lo se detectard un fotén en el estado |0) y
ninguno en |1). Una descripcidn clésica probabilistica de la accion de los separadores de haz daria una
deteccién de 50 % en cada estado final. @ Es importante notar que la interferencia sélo involucra
un tnico fotén. Si se ponen detectores intermedios, en cada una de las dos ramas antes de llegar al
segundo espejo semirreflectante, se detectard el fotén en una y s6lo una de ellas.

Los espejos cambian la fase de la onda en media longitud de onda (cambio de signo) su matriz es
por tanto

M= <_01 _01) (espejos) (1.41)

El operador unitario del circuito es

U = BMB = — (I +i6,)(—0) = (I + icy) = —il (1.42)

V2 V2

121 as fases i oscurecen la idea, que se ve mejor usando espejos semirreflectantes de tipo Hadamard, |0) = %(\0) +

[1)) = |0). La interferencia entre caminos es imprescindible para que no reaparezca el estado |1) al final, y eso requiere

signos menos en H, que no existen en una descripcion probabilistica.
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Es decir el fotdn sale en el mismo estado (con un desfase —7/2).

\
\

La interferencia entre las dos ramas es crucial: si se interpone un fotodetector C en el camino de
—i/2
arriba, el estado final serd [ —1/2 | (amplitudes en A, By C)
—i/V2
= 1/4 de las veces el fot6n serd detectado en A

= 1/4 de las veces el foton serd detectado en B

= 1/2 de las veces el fotén serd detectado en C

Supongamos que no se sabe si realmente el detector C estd presente o no, s6lo tenemos acceso a los
fotodetectores A y B.

= Sino se detecta nada en A y B, es que el fotén ha sido absorbido en C.

= Si se detecta en B, es que C estd presente. Llegar a B es imposible si no estd C para destruir la
interferencia de los dos caminos.

= Si se detecta en A no podemos concluir nada sobre la presencia de C.

Lo realmente notable es que en algunos casos (cuando el foton se detecta en B) podemos saber que
C esta presente incluso aunque este fotodetector no se dispare. Notese que todos los detectores se
suponen perfectos, si les llega un fotén lo detectan seguro. Cldsicamente o el fotén va por arriba y C
se dispara, o va por abajo y C no se dispara, pero ese caso nos quedamos sin saber si si C estd o no.
Cuénticamente en un 25 % de los casos se puede saber que esta sin que se dispare. m

1.13Fsta es la idea del Detector de bombas de Elitzur-Vaidman.
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También se pueden ver patrones de interferencia entre los caminos poniendo un elemento desfa-
1 0 .
sador ( o |- que desfasa uno de los caminos respecto del otro.
0 ¢
1.5.4. Separador por polarizacion

Otro elemento 6ptico es el separador por polarizacién. Por ejemplo transmite totalmente la
amplitud con polarizacién horizontal y refleja totalmente la polarizada verticalmente.

Aqui tenemos un qubit asociado al estado de polarizacién 77, = C2, y otro asociado al de direc-
cién del fotén 57, = C2. En conjunto es el espacio de dos qubits 57 = 7, ® 5. El separador por
polarizacidn actua sobre la base

[HR),|HL), [VR),|VL), (1.43)

(equivalentemente |00), |01),]10),[11)) con la matriz

1000\ HR—HR
0100| HL>HL
000 1 VR— VL (144)
0010  VL>VR

Técnicamente es una puerta CNOT en la que el qubit de polarizacién es el de control y el de direccién

es el qubit objetivo.
H,V

R.L

S
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Puesto que todo circuito cudntico se puede construir con CNOT y puertas de un qubit, esto nos
dice que con haces de luz clasica se puede hacer computacién cudntica. De hecho es asi pero es que
con ordenadores clasicos se puede hacer computacion cudntica (basta codificar la matriz unitaria del
circuito). La cuestion es que para manipular dim.7Z = N = 2" (n qubits) se requeririan del orden de
N haces clasicos %] Eso es una simulacién cldsica de un circuito cudntico. El tratamiento cudntico
propiamente dicho es usar (del orden de) n fotones. El problema es que la puerta CNOT produce
entrelazamiento, por ejemplo,

1 1 0 1
V2 V2 V2
El entrelazamiento requiere interaccion entre los fotones y no se puede hacer con elementos opticos

pasivos/lineales como los vistos aqui, que actian sobre cada fotén por separado E] Si se puede hacer
con cristales no lineales o bien probabilisticamente.

(10) +[1)) ©[0) — ) @10)+—=[1) 1) (1.45)

Finalmente, para medir en la base computacional, |0),|1), el qubit de polarizacién, |y) = a|H) +

O o

(o)

B|V), se puede usar el esquema

114 Algo menos, se pueden usar pulsos luminosos bien separados.
LISEn la terminologia de teorfa de muchos cuerpos, son operadores de un cuerpo. CNOT requiere operadores de dos
cuerpos.
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El qubit asociado a la direccién, |y) = a|R) + B|L), se puede medir en la base computacional,
simplemente colocando los detectores adecuadamente

O -
N A

Para medir ese qubit en la base |+) = %(\R} +|L)) el método es rotar esos estados |+) a la base
computacional y aplicar la medida anterior. Los cristales A /4 introducen una fase —i.

%> (@2 Q/

(@+B)/\2

A4
g AV

@ \\ﬁ
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1.6. Apéndice: Paralelismo clasico

ADVERTENCIA: La discusion que se presenta aqui es completamente prescindible y el enfoque utilizado
podria causar confusién si no se tienen las ideas claras. Se recomienda dejar su lectura para mds adelante (o
incluso sine die).

Como se ha visto en el problema de Deutsch y su solucién cudntica, el paralelismo cudntico
desempefia un papel esencial en la solucidn; el circuito cudntico produce como estado intermedio una
superposicion de |0) y |1) del tipo

1

= ((=1)/0) +(~1)/ 1)) (1.46)

que es [+) o [—) segin f(0) = f(1) o f(0) # f(1).

A nivel clésico también se puede considerar un concepto de paralelismo. Si tenemos un sistema
cldsico que puede estar en n estados x =0,...,n — 1, la situacién mds general corresponde a permitir
una descripcion estadistica en la que cada valor de x tiene cierta probabilidad p,y ¥, pr = 1. Los
casos de certeza absoluta x = x( son un caso particular con p, = Oxy,. Por analogfa con la notacién
cudntica, se puede expresar el estado mezcla (estadistica) como

n—1 n—1
p) =pol0)+ -+ pailn—1)=Y pdx),  p>0, Y p=1 (1.47)
x=0 x=0
Po
obien |p) =
Pn—1

Si el sistema que estd en un estado y cualquiera puede evolucionar (dindmicamente) a cualquiera
de los otros estados x con cierta probabilidad condicionada P(x|y) = Py, (que fija la dindmica) la
evolucion de la mezcla serd

p) = 1), pe=Y.Popy (1.48)
y

o |p’) = P|p). Por supuesto las probabilidades condicionadas deben cumplir

Py>0 Y Py=1 (1.49)
X

16Debe quedar claro que |p) no es un estado cudntico como |y). Si se puede identificar con la matriz densidad

L pxlx) ]



1 INTRODUCCION 23

Es decir la suma de cada columna de la matriz debe ser 1.

Una matriz P que cumpla estas dos propiedades es una matriz estocastica por la izquierda. Es
una version clasica del operador cudntico de evolucidn unitaria. Notese que si U,y s una matriz unita-
ria (|x) representa una base ortonormal del sistema anterior en version cudntica) la matriz con elemen-
tos de matriz Py, = |Uyy|? es estocdstica, de hecho doblemente estocdstica ¥, [Uxy|? = ¥, |Usy|* = 1.
Hay que notar que en general una matriz estocastica Py, no es invertible y ni siquiera tiene que ser
cuadrada.

Py, describe una evolucion de tipo estocdstico (concretamente markoviana) e incluye el caso de-
terminista como caso particular (a saber, Py, se anula a menos que x = f(y) para cierta funcién f
que dicta la dindmica). Si se aplican dos evoluciones sucesivas p ? p' — p”, siendo Py Q matrices

Q

estocdsticas, el efecto es el de aplicar la matriz QP que también es una matriz estocdstica. Todo lineal
y bastante parecido a la evolucién cuéntica.

Por otro lado, igual que en el caso cudntico, si se tiene un estado mezcla p (por ejemplo se prepara
un cubilete con varios dados) se pueden conocer las probabilidades de cada configuracién x pero no
la configuracion concreta. Al hacer una medida (levantar el cubilete y mirar) el estado colapsard a un
Po de tipo p, = Oxy,. Se obtendra uno y sélo uno de los valores con probabilidad no nula, y p pasard a
estar s6lo en ese estado (hasta que la evolucion posterior posiblemente introduzca nueva aleatoriedad).

Esta analogia permite plantear un circuito clasico, pero no necesariamente determinista, en el que,
aunque el estado inicial sea conocido, eventualmente se pasa a un estado mezcla donde todas las
posibilidades x pueden aparecer en estados p intermedios con cierta probabilidad, y se calculan las
distintas posibilidades en paralelo. Eso es lo que hace p — Pp — QPp > ---.

Tendriamos un paralelismo clasico. Todos los operadores actian linealmente. La diferencia crucial
entre este paralelismo y el cudntico es que en el caso cldsico los pesos p, son nimeros reales positivos
o cero (probabilidades) mientras que en el caso cudntico los pesos son nimeros complejos (amplitudes
de probabilidad).

Podemos entonces preguntar si el paralelismo clésico se puede utilizar para resolver el problema
de Deutsch con una sola llamada a la funcién f. Veamos que no.

Primero, es facil ver que el ordculo Uy, (x,y) — (x,y ® f(x)) (actia sobre dos bits) se puede
construir usando la puerta x — f(x) (actiia sobre un bit) una sola vez. Podemos entonces formular el
problema como intentar determinar si la funcidn es constante o no usando esta puerta f una sola vez.
La puerta actiia linealmente como una matriz sobre el estado p que le llega.
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Como hay cuatro funciones posibles f: {0,1} — {0, 1}, habra cuatro puertas asociadas fyo, fo1, f10, f11

(fij siendo i = f(0), j = f(1)). Estas funciones cumplen la identidad Vx foo(x) + f11(x) = foi(x) +
f10(x), por tanto también sus puertas (matrices) asociadas cumplen

Joo+ f11 = fo1 + f10 (1.50)

y también los cuatro estados finales de la mezcla estadistica (dado que todo es lineal)

Poo + P11 = Po1 +P1o (1.51)

Es decir, las mezclas de las dos funciones constantes suman lo mismo que las dos equilibradas.

Después de aplicar el circuito se hace una medida en la “base computacional” es decir, se mira el

valor que realmente tiene x al final. No se ha prejuzgado como es el circuito, puede tener cualquier
numero de bits iniciales y finales, s6lo importa que la puerta f actia linealmente exactamente una
vez.

Aqui se ve el problema: si un cierto resultado |x) tiene una probabilidad no nula para la puerta fy

o f11 también lo tendrd para fy; o fio (ya que suman lo mismo). Entonces ese resultado no permitira
distinguir inequivocamente un caso del otro. Cldsicamente, no es posible distinguir el tipo de funcién
con una sola llamada.

En la version cudntica se cumple la misma relacion: también los cuatro operadores Uy (oraculos,

matrices 4 X 4) cumplen que la suma de los constantes iguala a la de los equilibrados

Uso +Up, =Ug, +Up, (1.52)

y consecuentemente también para los estados finales de dos qubits en la solucién de Deutsch

v =5 (VO D) o+ (O - /O el sy

se cumple

[Woo) + | W11) = [wor) + [wio) (1.54)

Explicitamente (poniendo los estados como columnas)

1

0 0

-1 0 0

S0 1 (1.55)
0 -1 1

-1
1
0
0
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Sin embargo en este tratamiento cudntico se elude la conclusion negativa del tratamiento clésico. Los
resultados posibles para f constante o equilibrada son disjuntos los cual permite distinguir ambos
casos; la relacién |ypo) + |wi1) = |Wo1) + |wi0) no implica que un resultado no nulo en un caso
implique un resultado no nulo en el otro porque de hecho |ypo) +|w11) = 0. Esa cancelacién se puede
conseguir con amplitudes de probabilidad, pero nunca usando s6lo probabilidades.

[Caveat: esta demostracion no es concluyente. En los argumentos cldsico o cudntico se ha supuesto
que la puerta f o Uy actia insertada en el proceso, pero podria actuar en la forma C"-Uy (un Uy
controlado). Habria que extender la demostracion a ese caso, aunque parece obvio: la parte de control
no puede depender de f, entonces cuando f actie se aplicard la demostracién anterior.].
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2  MATRIZ DENSIDAD 1

2. Matriz densidad

La descripcién més general de un sistema cudntico incluye no sélo amplitudes de probabilidad
sino también probabilidades. Estos son los estados mezcla que pueden surgir mediante una mezcla
estadistica de varios estados puros o cuando se estudia un sistema abierto, es decir, un subsistema del
sistema cudntico completo.

2.1. Colectividades y subsistemas
2.1.1. Mezcla estadistica

Si se tiene una preparacién que produce sistematicamente un estado puro |y), al medir un ob-
servable A se encontrardn en general distintos valores (correspondientes a su espectro) con un valor
esperado (A)y = (Y¥|A|y) (Jy) normalizado). Si en lugar de eso se tienen varias preparaciones de
estados puros |y;), j =1,...,N, y se utiliza cada una aleatoriamente con probabilidad p; (o equiva-
lentemente se forma una colectividad de estados con frecuencias relativas p;) el valor esperado pasara
a ser

N N
=Y pilA)y Z (WilAly)). 2.1)
=1 =

Se dice que se tiene una mezcla estadistica de los estados puros |y;) con pesos p;. Por supuesto
debe cumplirse

p; >0, Zp,=1. (2.2)

A la mezcla estadistica se le asocia un operador matriz densidad, mediante

p =Y pilvi){vil (2.3)
J

De modo que
(A) = Tr(pA) (2.4)

2.1.1.1. Apartado matematico: traza
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Si {]/)} es una base de un espacio vectorial V 'y A : V — V un operador lineal, la matriz de A se define
mediante A|j) = ¥, A¥;|k). La traza de A es

Tr(A) =Y A/;. (2.5)
j

La traza es lineal en A y es una propiedad del operador, es decir, no depende de la base. La traza satisface la
denominada propiedad ciclica

Tr(AB) = Tr(BA) (Propiedad ciclica de la traza). (2.6)
En efecto , , .
Tr(AB) = Y (AB)" = Y A*;B/y =} B/} A*; = Y (BA)/; = Tr(BA) (2.7)
k k.j k,j J

Aqui s6lo se requiere que AB sea una matriz cuadrada aunque A y B no lo sean. A puede ser n X my B m X n.

Si V es un espacio de Hilbert y la base es orfonormal, A*; = (k|A| j) y entonces

Tr(A) =) _(jlAlj) (base ortonormal). (2.8)
J
En este caso
TH(AB) = Y (nlABIn) = X" {nlAlm) (m[Bln) = ¥ (mlBln) (nAlm) = Tr(BA) 29)

donde se ha usado la descomposicién de la identidad I =Y, |m)(m|.

Si se calcula la traza en otra base ortonormal |n) = U|n), siendo U unitario,

Y (njAln) =Y (n|UTAU |n) = Tr(UTAU) = Tr(AUUT) = Tr(A). (2.10)

n n

También, para el operador |y)(@|, que actda sobre un estado |x) cualquiera mediante

(lv) (oD [x) = (o12)w), (2.11)

se tiene

Tr(lw)(8]) = Y (nlw)(@ln) = } (9 ln)(nlw) = ($]w) (2.12)

n n

(de nuevo la propiedad ciclica).

21Si no se dice otra cosa los espacios vectoriales referidos son de dimensién finita. No hay problemas de convergencia.
22Bajo un cambio de base la matriz A pasa a A’ = SAS~!, una transformacién de semejanza. De ahf que la traza no
dependa de la base, Tr(A’) = Tr(SAS™!) = Tr(S~'SA) = Tr(A).
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Entonces

Tr(pA) =} p, Tr(lw;)(wilA) = Y pi{yilAly;) = (A) (2.13)

Es importante notar que p queda invariante si se cambian las fases de los estados normalizados
|y;). La mezcla descrita por la matriz densidad es una mezcla estadistica o incoherente de estados
puros, es diferente de una superposicion ) ; a i|w;) o superposicién coherente de estados, con pesos
o; complejos. Los p; son probabilidades, los a; amplitudes de probabilidad.

A todos los efectos pricticos (medibles) el estado mezcla queda caracterizado por el conjunto
de valores esperados de los observables, y eso sélo depende de p. La matriz densidad caracteriza
completamente el estado fisico del sistema. Distintas mezclas que den el mismo p son fisicamente

equivalentes.

Un estado mezcla es el estado mds general de un sistema cudntico y estd univocamente descrito
por su matriz densidad. Generalmente cuando se dice “estado” nos referimos a un estado mezcla.
(Los estados puros son un caso particular con p = |y)(y|.) Una preparacién experimental produce
un estado mezcla (que puede ser puro) aunque estemos hablando de un Unico sistema fisico. Siempre
se puede pensar como que se produce una colectividad y se elige un miembro de esa colectividad al
azar.

2.1.2. Sistema abierto, subsistema

Otra forma en la que una matriz densidad puede aparecer es en la descripcion del estado de un
subsistema dentro de un sistema fisico mayor. El sistema completo estd compuesto por los subsistemas
Ay B, y tiene espacio de Hilbert % = J¢; ® 5. Cuando nos centramos en el subsistema A y B
es el ambiente (el resto del universo) nos referimos a A como un sistema abierto ya que puede
intercambiar energia, materia, e informacién con B. A y B representan distintos grados de libertad.

2.1.2.1. Apartado matematico: proyeccion y traza parcial

23Las medidas sobre el sistema también se expresan mediante valores esperados y por tanto tampoco pueden distinguir
entre distintas mezclas con la misma matriz densidad.
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Si{|n)a}, {|m)p} son bases ortonormales de .7#} y .73 respectivamente, {|n)4 ® |m)p = |n,m)ap } es una

base ortonormal de JZ; ® ¢, por la propiedad

(a(wil @ (1)) (1¥2)a @ 92)8) = (Wi [w2)4(9192)5.

Para un estado cualquiera de 743 ® 7¢3

V)ap = Z Vam|[M)a @ |m)p

n,m

las componentes se obtienen como siempre con

Vi = (a(n|@p(m|) |W)ap

pero también se puede hacer una proyeccién parcial

(01 (I¥)a®[2)8) = ($1]02)8|¥)a

Asi,

V)ag =Y [dm)a@mp  con  [Pu)a=p(mY)ag =) Yumln)a €

Y también

llw)azl® = lelfnm\2 W!W>AB—Z¢mI¢m ZHI% 2.

Si X es un operador en J% ® 73

Z Xnm,n’m’ ‘I’l, m) <I’l/, ml|

nmn’ m'

TI'(X) = Z<nam|X‘n>m> = ZXnm,nm
n,m

n,m

Se puede definir una traza parcial, respecto de uno de los dos espacios

Trp(X ZB (m|X|m)g =Y Xumwm|n)aa(n'| (operador en J%;)

n,m, n'
y lo mismo para Trs (X ). De modo que
Tr(X) = Tra(Trp(X)) = Trp(Tra(X))

y también

Trg (|W)a @ |0)pa(W'|@5(0']) = (9'|¢)8 W) aa(V|

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Un operador de 57 ® ¢3 del tipo A ® B actia as{

AQB|Y)a®[9)p = (Aly)a) ® (B|9)s) (2.25)
Entonces

Trg(A®B) =Tr(B)A, Trg(XA®Ip) =Trp(X)A, Trg(ARIpX) = A Trg(X) (operadores en 77%;)

(2.26)
siendo Ip el operador identidad en .73. Nétese que Trp(X) y A son dos operadores en 7%, y no conmutan en
general.

Supongamos que s6lo nos interesan los observables X4 del sistema A. Estos actdan en el espacio
completo como Xy & Ip. @ Si el sistema compuesto estd en un estado puro |W)p, el valor esperado
es

(Xa) = (W|Xa ®1Ip|W)aB (2.27)

Puede expresarse como el valor esperado de una mezcla en .77},

<XA> = TI‘A<pAXA) (2.28)

siendo

pa = Trg(|w)(¥laz) (2.29)

En efecto,

Tra(Xapa) = Tra (Xa Tea(|w)(w])) = Tra (Trp (Xa @ 1| w) (y]))

2.30
= Tr (Xa @Il W) (W]) = (W|Xa @ Is|Y)as. (2:30)

pa es la matriz densidad reducida del subsistema A.

Aunque el estado AB es puro, desde el punto de vista del subsistema A (es decir, para sus ob-
servables) es equivalente a una mezcla estadistica de estados (de .7#4) con matriz densidad p4. En
efecto

pa=Teg((W)(w]) = Y s{m|w)(ylm)s =Y | W) (Wnla (2.31)

24Por ejemplo, para una particula con espin j, con espacio de Hilbert L?(R?) ® C>/*!, el operador momento p es
realmente p @ Logpin y €l operador de espin es Logpacio @ S, aunque no se escriba.
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Los estados |W;,)4 no estdn normalizados. |W,)a = +/Pm| W) con py = |||W) %
pa= me|‘//m><WM|A- (2.32)
m

Notese que la mezcla concreta equivalente depende de la base ortonormal escogida en .73, pero no
asi p4.

Mis generalmente, si el estado en AB es ya una mezcla con matriz densidad pap =Y ; ¢;| ;) (W;| s,
la matriz densidad reducida en el sistema A es

pa = Trp(par) (2.33)

ya que reproduce correctamente los valores esperados de operadores X4 de J74:

TrA(XApA) =Try (XA TrB(pAB)) = TI‘(XA ®Ip pAB) = <XA ®IB>. (2.34)

La matriz densidad es la descripcion mds general de un estado cudntico, incluye a los estados
puros como caso especial (cuando en la mezcla s6lo hay un estado). Contiene a la vez probabili-
dades y amplitudes de probabilidad. Como veremos distintas mezclas de estados puros pueden dar
lugar a la misma matriz densidad y toda la informacion fisica (valores esperados, medidas) estd en p
independientemente de los estados puros concretos utilizados para construir la mezcla.

También muy importante es que la descripcion del estado (sea puro o propiamente mezcla) en
términos de la matriz densidad es tnica, a diferencia de la descripcion basada en la funcién de onda
que tiene la ambigiiedad de una fase global. Por este motivo las formulaciones matematicas rigurosas
de la mecdnica cudntica se hacen preferentemente en términos de la matriz densidad.

Como ejemplo de mezcla estadistica, consideremos un qubit en un estado mezcla con igual pro-
babilidad para los estados |0) y |1)

1 1 1
= —|0)(0] 4+ = |1)(1| = =1 2.35
p = 51001+ 11){1] =3 (235)
Por ejemplo un rayo de luz no polarizada, o 4tomos de espin 1/2, inicialmente en estado |+) después

de pasar por un Stern-Gerlach (en la direccion z) en una medida no selectiva.

23Esto sugiere que la funcién de onda no es una magnitud fisica (una cierta onda material): dado un p que no sea estado
puro no hay forma de determinar cuél es la mezcla usada para formarlo, sélo p mismo (una combinacién de probabilidades
y amplitudes de probabilidad) es accesible experimentalmente.
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Si se quiere calcular el valor esperado de o, en esta mezcla, teniendo en cuenta que o;|0) = +|0)

y 0;|1) = —|1), es decir, 0, = (é _(1)),
1
(07)p =Tr(op) = ETr(O-Z) =0. (2.36)

Otro ejemplo, ahora de matriz densidad reducida, es el de un sistema de dos qubits en un estado
puro

1 i
) = E|O>A®|+>B+e—\/§|l>A®|—>B- (2.37)

Podemos calcular el valor esperado del observable o, del qubit A, o, 4, en este estado

<GZA> = <W‘GZ®IW/> = %(<07+| +eii¢<17_‘)62®1(’07+> +ei¢‘1’_>)

(2.38)
1 . .
= §(<0|Gz|0><+l+> +€9(0]o|1) (+]=) +e (1] 0] 0) (—|+) + (1|oc[1){~[-)) = 0.
El mismo resultado se obtiene con la matriz densidad reducida
1 . .
pa = Trp([y)(wl) = 5 Trg ((10,4) +¢[1,=)) (0, +]+e 7 (1,—))
1 . .
=5 << [-)[0) (0 + e~ P(+]=)[1){0] + €' (—[-+)[0) (1] + <—\—>\1><1\) (2.39)
1 1
= S (10)(0]+1)(1]) = 514.
E igualmente pp = %IB. Entonces
1
(0z4) = Tra(paoz) = 5 Ti(o:) = 0. (2.40)

La fase relativa e'?, que es relevante para el estado puro |w) en el sistema AB, no lo es para observables
del subsistema A ya que se cancela en la matriz densidad reducida p4. Pero eso se debe a que los
estados |+) g son ortogonales. Entonces cambiar ¢ equivale a una transformacion unitaria Up sélo en
B, que no afecta a 77;.

26 Aqui, y en contextos similares, se sobreentiende que ¢ es real, de modo que ¢/? es una fase, un niimero complejo de
médulo 1.
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2.2. Propiedades de la matriz densidad

Por definicion, un operador (lineal) p es una matriz densidad cuando puede escribirse como una
mezcla,

p=Yrilvityl,  llvidl=1 pj=0 Y p;j=1 (2.41)
J j

Los estados puros no tienen que se ortogonales entre si (pero si normalizados). La mezcla puede
incluir cualquier nimero de estados (si dim.7Z” > 2) el nimero puede ser mayor que la dimensién del
espacio.

Una matriz densidad satisface ciertas propiedades:

1. Tr(p) = 1. Esta propiedad se sigue de

Tr(p) =Tr <ij!‘lfj>(llfj|> =Y pilvilvi) =} pi=1 (2.42)

Como se ha dicho, al tomar traza parcial, py = Trg(pap) se retiene sélo informacién sobre
A. La expresion Tr(p) = 1 retiene la minima informacion, a saber, que el estado existe con
probabilidad 1.

2. Una matriz densidad es hermitica p™ = p. Es inmediato por p; real y |y)T = (y|.

3. Una matriz densidad es un operador positivo, p > 0. Por definicién un operador A es (semi-
definido) positivo cuando cumple

(WAly) >0 V|y) e (2.43)

Se cumple para la matriz densidad por

(wlply) =Y piwlvi) (wilw) = Y pil(wilw)I* > 0. (2.44)

Noétese que un operador positivo es automaticamente hermitico. En efecto, cualquier operador
X : & — S puede expresarse en la forma

1 1
X =A+IB, A:E(X-l—XT), B:E(X—X ), (2.45)
1
27Un espacio de dimensién 1 sélo tiene un estado fisico y no tiene dindmica, es trivial. Cualquier espacio de Hilbert .7
es isomorfo a 77 ® 4 siendo dim 5% = 1. De modo que la traza respecto de 7 se puede ver como una traza parcial. Es
andlogo a 0! = 1, cuando no hay ningtin factor todavia hay un factor 1 presente.
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A es su parte hermitica e iB su parte antihermitica. Si X > 0 debe cumplirse B=0y X es
puramente hermitico. Por tanto la propiedad 2 es consecuencia de la 3.

También es obvio que el espectro de un operador positivo es no negativo (A; > 0). Un operador
es positivo si y solo si es hermitico con espectro no negativo.

Por otro lado, cualquier operador p positivo y con traza 1 es una matriz densidad, ya que puede
llevarse a su forma diagonal

p =Y Mlk) (K] (2.46)

k
siendo |k) una base ortonormal por p hermitico, los autovalores A; > 0 por p positivo y Y; 4 = 1 por
Tr(p) = 1. Se concluye que un operador p es una matriz densidad si y sélo si es positivo y con traza

1.

Una matriz densidad p se puede escribir en la forma (descomposicidn espectral existe para un
operador normal, es decir, [A,AT] = 0.) 17

p:ZMﬂ (2.47)
J

donde A; es el espectro y P; el proyector ortogonal sobre el subespacio con autovalor A,

J

La condicién Tr(p) = 1 equivale a

1=YnjA;,  nj=rank(P;) =dim(P;#) =1,2,... (2.49)
j

Se suele definir la pureza del estado mezcla p como Tr(p?).

Teorema Tr(pz) estdentre 0y 1 yes 1siysolosip esun estado puro (su mezcla s6lo contiene

un estado). @

2 1) .. . . p
28Un operador como <O 1> tiene espectro positivo (a saber, {1,2}) pero no es un operador positivo al no ser hermi-

tico.
29 Aqui los autovalores pueden estar repetidos.
210 Aqui cada autovalor distinto aparece sélo una vez.

1 1
211La minima pureza corresponde a p = al, por tanto 7 < Tr(pz) <1
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Demostracion: En efecto, en términos de su descomposicion espectral

p*=Y 7P,  Tr(p*) =Y niA; (2.50)
j j

dado que 0 < A; < 1, se deduce que QLJZ < Aj,porloque Y ;njA;=1implica Zjnjljz <.
Por otro lado, si Tr(p?) = Y njljz = 1 se tendra
0= anlj —Zn]),jz = anﬂ‘j(l —A‘j) — Vj lj(l —),j) =0 = ),j € {0, 1}. (2.51)
J J j
Para que Y ;n;A; = 1, la dnica posibilidad (salvo ordenacién) es A; = 1 con n;y =1y A, =0 con
ny = dim(.7) — 1. Entonces p = P; = |y)(y/| y el estado es puro. O

Como se ha dicho, distintas mezclas {p;,|y;)} pueden producir la misma matriz densidad p. De
hecho, el nimero de estados en una mezcla puede ser mucho mayor que la dimension del espacio, ya
que los |y;) no tienen que se ortogonales entre si. Todas esas mezclas con la misma p corresponden
al mismo estado mezcla fisico.

Como ejemplo, consideremos dos mezclas fisicamente equivalentes,

p = 5(10) 01+ 1)1 = () + )]y = 57 2.52)

Es una mezcla al 50% de estados |0) y |1), y también de |+) y |—). En este caso, las dos mezclas
diagonalizan p, esto es posible porque el espectro de p = I/2 es degenerado. Corresponde a una
mezcla maxima, con minima pureza, todos los estados son equiprobables.

Otro ejemplo, también para un qubit y al 50 %,

R R N L R

Estos estados estdn normalizados pero no son ortogonales, (a|b) = 1/3. En este caso

1 1 2 1
p = 5la){al+51b){b| = 310)(0] + 3 1)1 (2.54)

(casualmente diagonaliza en la base computacional). Diagonalizar p proporciona una mezcla canéni-
ca (Unica si el espectro es no degenerado).
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Una mezcla de matrices densidad, definida como una combinacion lineal convexa de matrices
densidad,

p=Yripj, pi=0 Y pi=1 (2.55)
J J

proporciona otra matriz densidad, ya que p es manifiestamente positivo y de traza 1. Esta propiedad
nos dice que el conjunto de matrices es un conjunto convexo dentro del espacio vectorial real de
los operadores hermiticos.

En un conjunto convexo, los puntos llamados extremales son aquellos que no pueden expresarse
en la forma 217

p=0pi+(1-0)p2, 0<O<I1, p1#p (2.56)

Los estados puros son los estados extremales en el conjunto de matrices densidad: Es claro que los
estados mezcla con mds de un estado son no extremales (por definicion de no extremal). Menos obvio
es que un estado puro es necesariamente extremal, es decir, que nunca se puede obtener mezclando
estados distintos. Esto se demostrard mds adelante como corolario del teorema de la pag.[18] Segin ese
teorema, solo estados que estén en la imagen de p pueden formar parte de una mezcla que produzca

p.

2.3. Estados puros y mezcla de un qubit

La matriz densidad més general para un qubit puede expresarse com@

1
sz(H—n-a). (2.57)
donde n es un cierto vector. Se ha usado que 6, = (/,0) es una base de las matrices 2 x 2. Teniendo
en cuenta que Tr(o) = 0, el coeficiente 1/2 en I garantiza que Tr(p) = 1. Como o' = &, la condicién
p" = p requiere que n sea un vector real.

La propiedad o;0; = J;; + i€;x0; (sumado sobre k) implica que Tr(cy,0v) = 20uy, MU,V =
0,1,2,3. Entonces
n="Tr(po). (2.58)

212En 1a bola de Bloch los puntos extremales son los de la esfera. Sin embargo en un cubo macizo en R los puntos
extremales son los vértices pero no las caras. Para un punto extremal estar en la frontera es una condicién necesaria pero
no suficiente.

213Toda matriz 2 x 2 se puede expresar como apl +a - o, a, € C.
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Falta ver qué condiciones impone p > 0. Explicitamente
L/ 1+n, nc—iny
p= 2 (nx+ iny 1—n; (2.59)
y se deduce det(p) = (1 —||n||?)/4. Si los autovalores de p son A, y A_ = 1—A,, con A > 0 por

p >0, el determinante A4 A_ debe ser no negativo. Eso requiere ||n| < 1.

Podemos entonces representar 12 de manera univoca como puntos interiores o sobre la esfera de
Bloch del qubit. Los estados puros corresponden a puntos de la superficie |n|| = 1. En efecto, p es
un estado puro si y sélo si su espectro es {0,1} lo que equivale a det(p) =0y a ||n| = 1. Ademés
el vector unitario n asociado a un qubit es el mismo que se introdujo en el Tema Como puede
comprobarse facilmente, para p construido con

n = (cos(@)sen(0),sen(¢)sen(6),cos(0)) (2.60)

_ [ cos(6/2)
y ly) = (e“p sen(9/2)) se cumple
ply) =+lw) (2.61)

El estado mas general de un bit es una mezcla estadistica, permitiendo probabilidades pg y p; para
los valores 0 y 1. Ese estado clasico se puede introducir en el formalismo cudntico, correspondiendo
a un estado mezcla pg|0) (0| + p1|1)(1|. Entonces el estado més general de un qubit corresponde a un
punto en la bola de Bloch mientras que el estado mds general de un bit se puede identificar con un
punto del didmetro de la esfera de Bloch que une el polo norte con el sur (|0) con |1)).

2.4. Descomposicion de Schmidt

Sea 4 ® ¢ un sistema bipartito y {|i)a} y {|/j)s} bases ortonormales de .7, y /3 respectiva-
mente. El estado puro mds general serd de la forma

A B
ZZ% A®|j)B (2.62)
i=1j=

La descomposicién de Schmidt consiste en que (para cada |y) normalizado dado) es posible elegir
sendas bases ortonormales en .77} y /3 de modo quede una expresion diagonal

=Y Vilua)a®|va)p Ao >0, Y Aa=1. (2.63)
o=1 o=1
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2.4.0.1. Apartado matematico: Descomposicion en valores singulares

Toda matriz compleja M m X n puede expresarse como
M=UDV (2.64)

siendo U unitaria m X m, V unitaria n X n'y D diagonal no negativa m x n, es decir, D;; = 0sii# jy D; > 0. Estos
D;; son los denominados valores singulares de la matriz M. D es unica ordenando las entradas de la diagonal
en orden decreciente. Se cumple que r := rank(M) = rank(D) es el nimero de D;; no nulos, r < min(m, n).

Si M es cuadrada, se puede escribir M = WH siendo W unitaria y H semidefinida positiva, basta tomar
H=V'DV yW =UV. (Andlogamente M = H'W). Esa es la descomposicién polar de M.

Utilizando la descomposicion en valores singulares de y;; visto como una matriz da X dp, @
r
llll] == Z V Aanana, la > 07 U,V unital‘ias (2.65)
a=1
se obtiene la forma .
W)=Y VAalua)a®|va)s (2.66)
a=1

denominada descomposicion de Schmidt de |y). Aqui

dy dp
ua)a =Y Uiali)a, va)g =Y Vjalj)s, (2.67)
i=1 =

Estas son bases ortonormales. Nétese que estas bases no son fijas, dependen del estado .

r es el rango de la matriz y;;. r < min(dy,dp). Supongamos que dy < dp. La descomposicién
de Schmidt implica que por muy grande que sea .73, un estado |y) dado sélo puede acceder a un
subespacio de .7/ no mayor que .7%;.

Si se considera la matriz densidad reducida de cualquiera de los espacios se obtiene

pA=Tes(W) (W) = Y Aaluia) tiala:  po=Tea(W) (W) = X Aabvadlvals. (.68

a=1 oa=1

Esto implica:

214La matriz V aqui es la traspuesta de la matriz V en (2.64)
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1) Las bases ortonormales son precisamente las que diagonalizan las matrices densidad reducidas.
Los estados |uy) (idem |vg)) son tnicos salvo fase si los autovalores Ay son no degenerados.
Si hay degeneracidn distintas elecciones estdn relacionadas unitariamente.

1) Las matrices reducidas de los dos subsistemas tienen los mismos autovalores no nulos (y con la
misma multiplicidad). @ El nimero de autovalores nulos diferira si las dimensiones de 773 y
F¢p son distintas.

Para sistemas multipartitos .74 ® --- ® ¢, con n > 3 ya no existe una descomposicién diagonal
del tipo

W)=Y Vaalu )i @ ul) (2.69)
oa=1

para todos los estados porque el conjunto de estados diagonales (incluso eligiendo las bases orto-
normales como se desee en cada 7;) es demasiado pequefio para llenar todo el espacio total. Sin
embargo, eligiendo un orden en los factores 777, es posible hacer una descomposicién candnica, apli-
cando Schmidt al sistema bipartito 7] ® (/4 ® - --® 7,). Luego, en cada vector del segundo espacio,
a IR (MR- ®I,), y asl sucesivamente.

2.5. Purificacién, matrices densidad reducidas, subsistemas

Sea una matriz densidad p4 en un espacio 7. Un estado |®)p € 74 ® 3 es una purificacion
de py4, cuando p4 es la matriz reducida de |®)4p, es decir

pa = Trg (|P)(®|ap)- (2.70)
Dado un py4, no es dificil construir una purificacion eligiendo .73 suficientemente grande. Dada cual-
quier mezcla concreta que produzca pa:

N
pa= Y. pjlwi) (vl (2.71)

j=1

(los |y;) estdn normalizados pero no tienen que ser ortogonales) tomamos dim .73 > Ny {|v;)p} una
base ortonormal arbitraria. Entonces el estado

N
[P)ap =Y V/PiW)a®|v))8 2.72)
j=1

215Esto ya no es necesariamente cierto para estados mezcla pyp, asi por ejemplo, para dos qubits y psp = |0) (0| ® %IB.
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es una purificacion de p4, como se comprueba inmediatamente.

Un mismo p4 admite muchas purificaciones. Dadas dos purificaciones |®1)4p y |®2) 45, en sendos
espacios auxiliares 73| y 75>, siempre se puede considerar que usan el mismo espacio auxiliar .73
(basta considerar 73 = 51 + H30).

Teorema ( Hughston, Jozsa, Wooters (HIW) ) Dos estados |®)ap y |P2)ap en 54 ® 3 son
purificaciones de una misma matriz densidad py4 si y sélo si FUp unitario en 73 tal que

|P2)ap = 14 @ Up|P1)aB (2.73)

Demostracion: Es inmediato que si |®;)4p = Iy ® Up|®P1)ap entonces sus matrices reducidas
son iguales:

Trp(|®2) (P2]) = Trg(Up|®:1) (P1|U}) = Trg(UyUp|@1)(@1]) = Tra(|®1)(@1]).  (2.74)

Supongamos ahora que |®1)ap y |P2)ap son estados tales que Trp(|D1)(D|) = Trp(|P,)(P>|). En-
tonces, llevandolos a su forma de Schmidt:

IVEDY \/)Tj|“j>A® vi)B,
j=1

. (2.75)
[@2)an =}, \/Z’!MDA ®wj)s
j=1
donde .
pa =Y Ajluj)(ujla, (2.76)
i=1

J

y [vj)B Y |w;)p son bases ortonormales de .7#3. Dado que dos bases ortonormales estdn unfvocamente
relacionadas por un operador unitario, se tendrd

\w;)g=Ug|v;)p ~ Up operador unitario en .73 (2.77)
En consecuencia [®;)ap = (I4 @ Ug)|®1) 5. D

Nota: En la demostracién se ha usado que la base {|u;)} de vectores propios de p4 es la misma
(quiza salvo fase) en las dos purificaciones. Si el espectro de p4 es degenerado hay una ambigiiedad
en la eleccion de los vectores propios, pero si () usara una base distinta {|u’;)} (para un autovalor
dado) estarfa relacionada unitariamente con {|u;)} y es fdcil ver que equivale a usar la misma base
redefiniendo los |w;).
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En particular, el teorema implica que si p4 se desarrolla como una cierta mezcla concreta, pg =
Z]Jy:l pilw;)(yjl|, cualquier purificacién |®)4p de ps admite la forma

N
Dhap =Y VPIW)A®|V))B (2.78)
j=1

con unos |v;)p ortonormales adecuados. Esto es asi porque |®')4p = Zl}lzl VDjlWi)a®|j)p es una
purificacion, siendo | j)p una base ortonormal fija, y entonces |®)p = Iy ® Up|®’) 4 para cierto Usg,
y |vj)B = Ug|j)p produce el resultado pedido.

2.6. Descomposicion en estados puros e interpretacién de colectivi-
dades

Teorema Sean dos conjuntos de N vectores cualesquiera {| %)}, y {|@;)}_ en un espacio de
Hilbert complejo. Entonces la igualdad

Mz

N
W) (| = Z (2.79)

N
Il
—

se satisface si y s6lo si los vectores estdn relacionados por una transformacidn unitaria, es decir, existe
una matriz unitaria U, N X N, tal que

N
pi) =) Uijl6;)- (2.80)
j=1

Noétese que: 1) Los vectores no tienen que estar normalizados ni ser ortogonales. 2) Algunos de
los vectores pueden ser O, por tanto si la sumas tienen distinto nimero de sumandos se pueden afadir
los vectores nulos necesarios para igualar el nimero en ambos lados de (2.79).

Demostracion: .

<<: ) Si |17/l> = ley:l Ulj|$j>’ usando ZiUl'jU;;" — 5]/

Z|%><%’:Z<ZU1]’6]>> <Z_/‘,U;}/< > ZZ "PJ ‘7’]‘—2‘% ‘PJ (2.81)
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(=) Seap =YY, %) (W Si # denota el espacio de Hilbet de p, purificamos este estado en
un espacio 7, ® g usando una base ortonormal {|j)p}. Tenemos dos purificaciones

P)ap =Y a2 li)s [ ®)as =) [0,)a®]j)s- (2.82)
i J

Por el teorema HIW, |W) 45 = Iy ® Up|®) 4, para cierto Up unitario y

UB]j>B:ZUij\i>B (2.83)
i
donde U;; es una matriz unitaria. Entonces
(®has =12 @Us Y |97)a® |j)s =} 10))a @Y Uijli)s = W) =} Uijl@;)- (2.84)
J J i i

]

Podemos verificar el teorema con el ejemplo visto anteriormente en la pag. [I0] para la mezcla

2 2
la) = f b) = 31 (2.85)
3 V3
con p,=pp= %,

1 \/I

~ 3 7

@) = Vpala) = | V/ D) = V/plb) = ﬁ (2.80)
6 Ve

~ 2 . 0
0) ={ V3 D=1 7 (2.87)
0 3
ambos conjuntos estd relacionados unitariamente:
1~ 1~ - 1~ 1 -
i)y =4/ =|0 —|1 b) =1/ =|0) =/ =|1). 2.
R YT T Y 2:89)

En este caso la matriz unitariaes U = \% G B i) , la puerta de Hadamard.
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Teorema Sea p una matriz densidad expresada como dos mezclas concretas distintas:

N M
p=Y pilvi)(wil =Y ajl0)(8;l,  pig;>0. (2.89)
L P2

]

Entonces los dos conjuntos de estados subtienden el mismo subespacio lineal:

span {|y;) }iL; = span{|@;) }}L, = ran(p). (2.90)

Aqui ran(p) = p#Z denota la imagen del operador p. El teorema implica N,M > rank(p) =
dimran(p) (el rango del operador p o de su matriz en una base).

Demostracion: Diagonalizamos p
r
p=Y Mlky(kl, X >0, (k|k'y = 8, r=rank(p). (2.91)
k=1

Es claro que ran(p) = span{ |k) };_, ya que p|k) = Ac|k) y Ax # 0.

Se trata entonces de probar que |k) es combinacidn lineal de los |y;) y viceversa (y entonces igual
paralos |¢;)). Pero eso es consecuencia inmediata del teorema previo. [

Nota: Si en una suma A = YV | ¢;|y:) (| se permiten pesos reales pero negativos (A no es una
matriz densidad) ya no es necesariamente cierto que |y;) € ran(A). @

Corolario Sip = |y)(y| y se expresa como mezcla de |y;) debe cumplirse |y;) o< [y) y p es
extremal.

2.7. Fidelidad
2.7.1. Definicién de fidelidad

Entre estados puros, el solapamiento |(¢|y)|? indica hasta qué punto |¢) y |y) se parecen, y

a esta magnitud se le denomina fidelidad (de un estado como copia del otro). @ Nétese que en

216por ejemplo A = 2[0) (0] + 1) (1| — [+){(+| — [=)(—| = |0)(0], no contiene |1) ni |+£) en la imagen.
217Elaborado a partir de las notas de Preskill, 2.6.1
218 A veces se define sin el cuadrado.
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mecdnica cudntica dos estados puros con vectores-estado distintos son parcialmente iguales (no se
pueden distinguir inequivocamente) a menos que sean ortogonales.

Para estados mezcla, la fidelidad se suele definir como

2
F(p,0) = (Tr {\/p1/26p1/2}> : (2.92)

[Dado un operador A no negativo, A = ¥, ala)(a|, cona >0, A'? =Y, \/ala)(al|, siendo \/a la raiz
no negativa. |

Esta definicion es tal que cuando p = |y)(y/|, F = (y|o|y), y por tanto cuando ademds ¢ =
10)(¢], F = |{¢|y)|*>. También satisface que F =1 <= p =0,y F =0 <= ran(p) L ran(o).

Ademds, aunque la definicién (2.92)) no es manifiestamente simétrica, F(p,o) = F(o,p).

En efecto, notemos primero que si {A,} es el espectro de p'/26p'/2, F = (¥,,v/2,)?. Por otro
lado si A es una matriz cuadrada, las matrices AAT y ATA tienen el mismo espectro: Usando la descom-
posicién en valores singulares A = UDU, y AT = UZT DUfL (D diagonal no negativa y Uj > unitarias).
Implica que

AAT=U DU, ATA=U[DU,, (2.93)

son matrices semejantes con el mismo espectro que D?. Este resultado implica que pl/ 2Gpl/ 2=
(p'/261/2)(6'/2p1/2) tiene el mismo espectro que (6'/2p'/2)(p'/261/2) = 6'/2pG'/2, y por tanto,
F(p,0)=F(o,p).

2.7.2. Teorema de Uhlmann

Teorema (Uhlmann) La fidelidad entre p y ¢ es el mdximo de las fidelidades entre purificaciones
de py o©.

Demostracién: En efecto, el espacio de p y ¢ es S, y p = ¥ Ajlu;j)(ujja. Los vectores
propios de p, {|u;)4}, forman una base ortonormal de .7%;. La purificacién mds general de p es

(M — Ha® Hp)
[®p) = Y.V Ailuj)a @ |vj)s (2.94)
J

siendo {|v;)p} una cierta base ortonormal de .73 (que depende de la purificacion). Entonces, también

[@p) =p'OIY Jui)a @ |vi)s. (2.95)



2  MATRIZ DENSIDAD 20

Si{|i)a} y {|i)p} son bases ortonormales cualesquiera (fijas),
ui)a = Upli)a,  |vi)p=Vli)s, (2.96)

siendo U, y V operadores unitarios en 773 y 3, respectivamente. As{

|®,) =pPU, VD),  |D) =Y la®li)s. (2.97)

Noétese que el estado |®) no estd normalizado a 1, y que es independiente de p y de la purificacion.
Del mismo modo
|D6) = 62U @ W| D). (2.98)

La purificacién més general se obtiene al variar V 'y W. Ahora se puede usar la propiedad

1QV|P) = Z|i>A ® <2Vji!j>3) =Y (Z(VT)ij’i>A> ®j)p=V"@1®), (2.99)

J i
que implica
D) = <p1/2Up®I> I2V)|®) = (pl/ZUp®1) (VT @1)|®) = p'2U, V" @ 11®).  (2.100)

Igualmente
|D6) = 6 PUWT @ 1|®). (2.101)

La fidelidad entre las dos purificaciones es
(@] ®p)|* = (RIWTTUSS 2! PUVT 0 11®)[?

. 2 > (2.102)
_ Tr(WTcU;GI/2p1/2UpVT>’ :‘Tr(UGl/2p1/2> ,

siendo U = U, VIWTTU] (un operador unitario en .J4).

Por otro lado, todo operador A se puede descomponer como A = U'H siendo U’ unitario y H
semidefinido positivo (descomposicién polar) H = vV ATA. Entonces,

(@6 |®p) > = | Tr(UU'\/p120p /22 = |V \/Au(n|UU'|n) 2, (2.103)

219E] operador VT esté definido por (i|V7|j) = (j|V|i). Al igual que V*, V7T depende de la base, pero en todo caso si V
es unitario y la base {|i)} es ortonormal, V7 y V* son también unitarios.




2  MATRIZ DENSIDAD 21
siendo A, y |n) los autovalores y autoestados de pl/ 2Gpl/ 2. El maximo se obtiene eligiendo V o W
de modo que UU’ =1, y corresponde a |Y,,vA,|> = F(p, o).

En conclusion

F(p,0) :rga;l;(\(qa(,m:p)]z. (2.104)

Corolario F(pap,045) < F(pa,04), siendo py = Trp(pap), idem o.

En efecto: toda purificacién de psp lo es de py (idem o) pero no al revés. El conjunto de purifi-
caciones de p4 es mayor (0 no menor) que el de psp, por tanto, el maximo al pasar de AB a A sélo

puede aumentar.

Obviamente, al perder informacién descartando B (AB — A) se pierde poder de discriminacién y
es mas dificil distinguir entre los estados p y o y la fidelidad aumenta.
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3 ENTRELAZAMIENTO 1

3. Entrelazamiento

3.1. Definicién de entrelazamiento
3.1.1. Entrelazamiento en estados puros

Consideremos un sistema bipartito /¢ = .74 ® .#3. Se dice que un estado puro |y)4p (que pode-
mos suponer normalizado) es separable cuando admite una factorizacion

|W)ap =[9)a®|X)B (3.1)

En este caso es inmediato que los estados normalizados [@)4 y |x)p son unicos salvo fase. Por de-
finicién, cualquier estado puro que no sea separable estd entrelazado. La definicion se extiende de
modo andlogo al caso multipartito. Los estados puros entrelazados son superposicion de separables
(ya que existe una base separable |j)4 ® |k)p).

Por ejemplo, en el caso de dos qubits, los estados

10)410)8,

1 (3.2)
5(!0>A|O>B —10)al 1) +[1)al0)5 — [1)a[1)B) = [+)al—)B
son separables.
Por otro lado los denominados estados de Bell:
1
¥ = —(|00) 45 =11
|¥+)aB \/5(| )ap T |11)aB)
| (3.3)
|P)ap = —=(|01)ap £[10)4p)

V2

estdn entrelazados. Los estados de Bell forman una base ortonormal del sistema de dos qubits, alter-
nativa a la base computacional que es separable.

Si se identifica [0) = | 1) y |1) = | |) para particulas de espin 1/2, |®_) es el estado singlete de
espin |[J =0,M = 0). Que |®_) sea singlete implica que

UQU|®_) e |®_) VYU €eU?2). (3.4)
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(El mismo operador U en ambos sectores A y B, es decir, con la misma matriz en sendas bases). El
factor de proporcionalidad es det(U) y es una fase que es 1 cuando U € SU(2). Equivalentemente, si
{|a),|B)} es cualquier base ortonormal de C?,

%wm ~Ba)) o< @), 3.5

Producir un estado de Bell a partir de la base computacional es fécil usando la puerta CNOT.

%) H

ly) U

Figura 3.1: Circuito para producir estados de Bell.

Para un estado puro bipartito hay un criterio simple para ver si es separable o entrelazado: basta
llevarlo a su forma candénica de Schmidt. Es separable si y s6lo si hay exactamente un sumando (r = 1
en ec. (2.60)). El criterio se puede extender a estados puros multipartitos. Los estados de Bell en (3.3))
ya estdn en su forma de Schmidt.

Otro criterio (que se deduce del anterior): el estado puro bipartito es separable si y sélo si las
matrices densidad reducidas p4 y pp son estados puros E| Por ejemplo para los estados de Bell es

inmediato que
1 1
pa = ElAy PB = EIB- (3.6)
Por el teorema HIW (ec. (2.73)) al ser los estados de Bell purificaciones de un mismo p4 (idem pg) se
deduce que se puede pasar de uno a otro mediante una transformacion unitaria en uno de los espacios,
por ejemplo
W_)=1IX|D_). 3.7

En un sistema bipartito tal que dim.J#; = dim 73 =: d < oo, un estado puro se dice que estd

. 1 1
maximamente entrelazado cuando ps = EIA (y entonces pp = EIB)' Los estados de Bell estan

maximamente entrelazados.

3-1Basta que lo sea una, una implica la otra para estados AB puros.

32Se deduce que no hay estados méximamente entrelazados en espacios de Hilbert de dimensién infinita, ya que ps o< I
seria una matriz densidad impropia (en el mismo sentido que las ondas planas o las deltas de Dirac son estados impropios,
no normalizables).
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Un estado p o< I corresponde a minima informacion, es la mezcla uniforme sobre todos los estados
de 7. Entonces, el entrelazamiento maximo implica que valores esperados (O4) son un promedio
de Oy sobre todo %, (idem B) sin ninguna otra informacién especifica sobre el estado |y)ap. Asi
cualquier informacién (un observable o una medida) que involucre exclusivamente al primer qubit
de un estado de Bell (idem el segundo qubit, mas generalmente observables separables Oy ® Op)
no serd capaz de aportar ninguna informacion para distinguir un estado de Bell de otro (un estado
maximamente entrelazado de otro). Esto significa que cuando el entrelazamiento es mdximo también
la informacién estd maximamente repartida (o compartida) en el estado puro entre los dos sectores
Ay B. Por separado no tienen ninguna informacién. Esto es todo lo contrario de lo que ocurre para
estados separables.

Observacion:
Hay que notar que ser separable no es una propiedad intrinseca de un estado |y) en un espacio 7. Un espacio
de Hilbert es homogéneo, todos los estados normalizados son equivalentes a priori. Es la factorizacion de .77
como %} ® 3, que es una estructura adicional, la que define que un estado sea separable.

Asi, si permito cualquier operador unitario Usp en el espacio de dos qubits, no hay impedimento para
obtener Usp|¥.) = |0)|1), en cambio el entrelazamiento no se puede eliminar (reducir) mediante operadores
separables, Uy ® Up, tales operadores no cambian la matrices densidad reducidas de estados maximamente
entrelazados.

Matemadticamente, un 5 cuya dimension sea un nimero compuesto admite miltiples factorizaciones
inequivalentes. Fisicamente la factorizacion debe venir de la naturaleza fisica de .7, y 73, por ejemplo dos
grados de libertad distintos, o que A y B sean sistemas dindmica o localmente distinguibles.

Otra observacidn es que aunque los estados entrelazados son simplemente superposicién de separables, sus
propiedades pueden ser muy distintas, como ya se ha visto en el caso de miximo entrelazamiento.

3.1.2. Entrelazamiento en estados mezcla

Por definicion, un estado mezcla psp es separable cuando admite la descomposicion

PaB=Y.PjPaj®psj,  p;j>0, Y pj=L1 (3.8)
j J

En otro caso el estado mezcla estd entrelazado.
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Las definiciones de separable y entrelazado para estados puros y mezcla son consistentes: un
estado puro es separable si y s6lo si es separable como estado mezcla.

Un caso especial de estado mezcla separable es un estado mezcla factorizable o tipo producto,
es decir, de la forma p4 ® pp. Los estados puros separables son ejemplos de estados mezcla factori-
zables. P

Un estado separable es una mezcla estadistica de factorizables. @ En un estado mezcla factoriza-
ble las medidas en A y B no estin correlacionadas. En un estado mezcla separable hay correlaciones
estadisticas (el estado p,4; esta correlacionado con el pp;). Estas correlaciones son cldsicas, basadas
en probabilidades. En un estado entrelazado hay correlaciones cudnticas, esto es, basadas en amplitu-
des de probabilidad, que pueden ser més fuertes que las alcanzables cldsicamente, como se verd. En
sentido vago, el entrelazamiento es la parte de la informacién de un estado que no se puede describir
clasicamente (esto es, con correlaciones y probabilidades).

Los estados mezcla separables son mezcla estadistica de estados puros separables (basta desarro-
llar p4; y ppj como mezcla de estados puros en A y en B respectivamente).

También es evidente que los estados separables forman un conjunto convexo: mezcla de separables
da separable.

No es asi para los entrelazados (el conjunto complementario a uno convexo generalmente no es
convexo). Al mezclar estados entrelazados puede obtenerse un estado separable. Por ejemplo una
mezcla por igual de los cuatro estados de Bell produce pap = %IAB, que es separable: en efecto el
mismo resultado se obtiene al mezclar por igual cualquier base ortonormal, sea separable o no, por
tanto es mezcla de estados puros separables y es separable. Al mezclar la sutil informacién asociada
al entrelazamiento puede borrarse.

De hecho determinar si un estado mezcla estd entrelazado o no, o en qué medida lo estd, es un
problema matemético considerablemente mas complicado que para estados puros. @ Asi por ejemplo
un estado de dos qubits

1
pap=pl¥ ) (Yol +(1=p)phs,  O<p=l (3.9)

estd entrelazado si p > 0y es separable si p = 0. Debe concluirse (correctamente) que pasa de “poco

3-3Quiz4 una nomenclatura ms correcta seria llamar separables a los factorizables y “no entrelazados” a los separables,
pero aqui usamos las denominacién mds extendida.

34Mezcla estadistica quiere decir basada en probabilidades, y no en amplitudes de probabilidad.

33De hecho es un problema NP-dificil.
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entrelazado” a “muy entrelazado” cuando p pasa de 0 a 1. Sin embargo

1 1
Pa = =1, ps = zIp, Vp (3.10)
2 2
lo cual indica que, a diferencia de los estados puros, la matrices densidad reducidas de estados mezcla

no tienen suficiente informacién sobre el grado de entrelazamiento.

3.2. Desigualdades de Bell

El entrelazamiento o “correlacion cuéntica” explota que la descripcion cudntica se basa en ampli-
tudes de probabilidad, ademds de probabilidades. Al ser una extension de la descripcién puramente
clasica que sélo usa probabilidades, debe esperarse que cudnticamente se puedan obtener correlacio-
nes mas fuertes que las que se podrian obtener a nivel puramente clasico. Eso es correcto y una de las
formas de manifestarse es a través de la violacion de las desigualdades de Bell.

3.2.1. Argumento EPR

El teorema de Bell estd motivado por el argumento EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) que aqui
vemos en su version Bohm con qubits. Tenemos dos particulas A y B de espin 1/2, con espacio de
Hilbert 74 ® .73, en estado singlete de espin

¥) =5 (1004 @1~ |14 2[0)s). @1

Las particulas se han producido juntas (digamos por desintegracion de otra particula de espin 0) y lue-
go se han separado, y su estado de espin se mide en puntos del espacio tiempo xﬁ y xg espacialmente
separados, (£4 —xp)> > c2(ta —1,)>.

En x4 se mide el espin en la direccién a, es decir, se mide el observable A= o4-G,yenxpse
mide B = o - b. Estos observables tienen espectro {41}. Como son operadores en espacios distintos
(A4 y 5) conmutan y se pueden medir a la vez sobre |y).

Sean a,b € {1} los valores obtenidos al medir A y B. Estos valores varfan de sistema a sistema
preparado en el mismo estado |y). Segin la mecénica cudntica (a) = (b) = 0 (en el estado singlete)
es decir sale +1 al 50 %, pero los resultados a y b estén correlacionados. El célculo de (w|AB|y) da

(ab) = —a-b (3.12)

En particular, si ambas partes miden el espin en la misma direccién, a = b, se debe obtener siempre
ab = —1, es decir, (a,b) = (+1,—1) o (a,b) = (—1,+1). Esto no estd en discusion y se verifica
empiricamente.
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El argumento EPR es que las medidas en x4 y xp no pueden influirse mutuamente ya que esos
puntos estdn separados espacialmente y las interacciones fisicas son locales, no hay accién a distancia.
Entonces la tinica forma de entender la correlacion entre los resultados a y b es que sus valores estén ya
codificados en el estado fisico antes de hacer las medidas. Pero esa informacién no estd en la funcién
de onda (una misma funcién de onda es compatible con distintos valores (a,b) que pueden resultar
al hacer las medidas) y por tanto la mecdnica cudntica (la funcién de onda) seria una descripcién
incompleta del sistema fisico. Se podria haber argumentado de entrada que la funcién de onda no
da una descripcién completa porque cada vez que se mide A sale un resultado aleatorio, pero eso se
podria explicar por interaccién y perturbacién incontrolable del espin con el aparato de medida. El
punto clave del argumento EPR es que ya no se puede invocar esa perturbacion incontrolable porque
hay claramente una correlacion (no aleatoria) y no se puede atribuir a una influencia mutua después
de (o causada por) las medidas, ya que son medidas locales, espacialmente separadas.

Otro aspecto del argumento EPR, en el mismo sentido de incompletitud de la mecanica cudntica,
es que el espin de A se puede medir en la direccidn z, y obtener digamos +1, entonces se sabe que si el
espin de B midiera también en la direccion z se obtendria —1 con seguridad. Si en vez de eso se mide
en la direccion x, B “tendra a la vez” (para un mismo sistema fisico) valores definidos del espin en las
direcciones z y x (el valor que tendria con seguridad si se midiera o, y el que se obtiene de hecho al
medir Gx)@ La mecdnica cuéntica no puede predecir ambos al no ser observables compatibles y en
consecuencia seria incompleta.

Cuando se prepara un estado fisico en un estado cudntico puro |y), cada vez se obtienen valores
distintos en las medidas de los observables (con distribucion de probabilidad dependiente del estado y
del observable). El argumento EPR sugiere entonces que las distintas realizaciones fisicas obtenidas
con el mismo |y) no son realmente idénticas (la mecénica cudntica supone que si lo son) sino que
difieren por variables ocultas que son las que explicarian los distintos resultados cada vez. Las varia-
bles ocultas fluctuarian de caso a caso de acuerdo con una distribucion de probabilidad, dependiente

de [y).

El problema es que en ese caso todos los valores de todos los observables, compatibles o no, es-
tarian definidos a la vez para un sistema fisico, una vez fijados los valores de las variables ocultas.
Como vamos a ver, esa hipdtesis implica restricciones entre los valores esperados, las desigualdades
de Bell. Estas desigualdades no se satisfacen en mecanica cudntica y de hecho no se verifican experi-
mentalmente, al contrario, los experimentos confirman las predicciones de la mecdnica cudntica.

3Este es un denominado argumento contrafactico: se argumenta usando escenarios que realmente no han llegado a
producirse.
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3.2.2. Teorema de Bell

Establecemos primero la desigualdad de Bell. Lo vemos en su version CHSH (Clauser, Horne,
Shimony, Holt)

Para un cierto sistema fisico (no necesariamente el experimento EPR) tenemos cuatro obser-
vables A}, A, By y By, que sélo pueden tomar valores {+1}. Se tiene un montaje experimental que
permite medir a la vez uno de los dos A; y uno de los dos B; (a elegir, hay cuatro elecciones) sobre un
estado fisico (posiblemente mezcla). Con esa medida se construye el observable producto A;B;.
Haciendo repetidas copias del estado fisico y repetidas medidas de los cuatro observables A;B;, se
pueden determinar los cuatro valores esperados (A;B;) en ese estado.

Proposicion En una hipotética teoria de variables ocultas locales, debe cumplirse la denominada
desigualdad de Bell

—2 < (AB1)+ (A1B2) + (A2B1) — (A2B) < 2. (3.13)

Demostracion: En una teoria de variables ocultas locales, en cada copia del estado fisico los
observables tomaran ciertos valores concretos aj,ap,by,by € {£1}, que pueden variar de copia a
copia y que son los que se observan al hacer medidas. Esto es asi aunque en cada medida s6lo se
tome nota de uno de los a; y uno de los b;. Los cuatro valores tendrdn una cierta distribucion de
probabilidad conjunta P(ay,a;,by,b;). Asi por ejemplo

<A132> = Z albzP(al,ag,bl,bz). (3.14)

a17a27b1 7b2

Noétese que puede ocurrir que los observables A; y A, (idem By y B>) no sean compatibles. Eso
implicarfa que si después de medir A; se mide A, se puede obtener un valor a5 distinto del que
se habria obtenido si se midiera A, directamente, pero eso no invalida el razonamiento que se esta
haciendo. Se puede entonces definir la variable aleatoria

S=A1Bi+ABy+AB| —AB>, (3.15)
y la desigualdad de Bell a probar equivale a
—2<(§) <2. (3.16)

3-7No presuponemos que la teorfa cudntica es valida, por lo que no se usa aqui jerga cudntica. En todo caso el estado
puede ser mezcla estadistica de otros estados.

38En realidad en un mundo descrito por variables ocultas locales, los estados puros cuanticos son ellos mismos estados
mezcla de estados superpuros, en los que las variables ocultas y por tanto todos los observables, tienen valores bien
definidos.
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En cada copia del estado fisico S s6lo puede tomar valores
s=a1by +a1by +ayb) —azb, € {:Ez}. (3.17)

Eso se puede ver reescribiendo s en la forma

s=ai(by+by)+ax(by—b) (3.18)
se ve s sOlo puede tomar los valores £2. En efecto, si by = by, s =2a1by = £2,y si by = —by, s =
2a;b) = £2, también. Entonces al hacer un promedio sobre distintos casos se obtendrd —2 < (S) < 2.

l

Esta demostracion supone que los observables tienen unos valores que son los que quedan regis-
trados al medir. La demostracion se puede extender al caso en que la medida misma introduzca cierta
aleatoriedad en el resultado, pero de manera local: Sea P(a,b|A;, B;) la distribucién de probabilidad
de obtener (a,b) al medir (A;, B;). Hay cuatro tales distribuciones de probabilidad al variar i, j y

(AiBj) =) _abP(a,b|A;,B;). (3.19)
a,b

Que la medida de A; introduzca cierta aleatoriedad en el valor a (idem B; y b) pero medir B; no afecte

al valor de a (idem A; y b) es lo que define que las variables ocultas sean locales. Corresponde a
que las cuatro distribuciones sean de la forma

P(a,b|A;, B)) /P alAi, A)P(b|B;, A)p(A)dA.. (3.20)

Aquip(A) >0y [p(A)dA =1, es la distribucion de probabilidad de las variables ocultas A. @Las
variables ocultas son locales porque la distribucién de probabilidad de a depende sélo de A; y A pero
no de B; (idem cambiando A por B).

No todos los conjuntos de cuatro distribuciones de probabilidad son compatibles con la forma
(3:20) (de hecho la teoria cuémtica no la satisface). Si las funciones P(a, b|A;, B;) satisfacen (3.20) en-
tonces los valores esperados (3 satisfacen la desigualdad de Bell. De hecho tales valores esperados
coinciden con los que se obtendrlan de la distribucién de probabilidad conjunta

P(ai,a2,b1,by) = /P(a1!Ah/l)P(az\Azal)P(bl|31,1)P(bz\32,7t)l)(l)d/1a (3.21)

39 Aqui A puede representar varios pardmetros. Por simplificar la notacién lo tratamos como si fuera s6lo uno.
310Que a no esté totalmente fijado por A; y A (idem by B j) sino que hay una distribucion de probabilidad indica que
hay mds variables ocultas locales, pero no afecta al argumento.
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y por tanto se aplica la demostracion previa.

Teorema (de Bell) Una teoria cuantica con espacio ¢ tal que dim ¢ > 4, no puede describirse
mediante variables ocultas locales.

La demostracién se basa en probar que existen estados p y observables Ay, A, By, y By con
espectro {£1}, y tales que [A;, B;] = 0 Vi, j, para los que se viola la desigualdad de Bell.

Se puede definir el operador
SZAlél +A132 —l—AzBl —Azéz. (3.22)

Segtin la desigualdad de Bell se deberfa cumplir |(S)| < 2 en cualquier estado, es decir, S debe tener
espectro en [—2,2].

Basta encontrar contraejemplos de la desigualdad en el caso de estados puros de dos qubits, ya
que el espacio C?> ® C? estd contenido en .7 si su dimensién es al menos 4. Veamos un par de
contraejemplos en espacios de dos qubits:

Para el estado |y) = |®_) (singlete de espin) como se ha dicho

(ab)y = —a-b (3.23)
entonces para las elecciones
a; =b; =(0,0,1) i 1(101) b 1(101) (3.24)
a) = = sV L)y a; = —=(1,Y,1), = =LY 1) .
1 1 2 > 2 /A
N U A 1 1
—<S>:al'b1+a1'b2+a2~b1—az-bzz1+—2+—2—0:1+\/§>2 (3.25)
Otro ejemplo
1 in/4_1+i

(100) + w|11)), w=c¢e

ly) = 7 =7 (3.26)
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Tomamos A; = G)‘;‘, Ay = 0‘§4, 31 = Gf, éz = Gf:

(A1) = 50001+ (11[)(11) +0]00)) = 3(0+0°) = Re(w) = =

A 1 1 1
(A1B2) = = ((00]+ @ (11])(i|11) — i@|00)) = = (—iw +ie*) = Im(®) = —

A 2A 1 ? V2 (3.27)
(A1By) = (A2By) =7

(AoBa) = 3 ((00] + 0" (11])(~|11) ~ 0]00)) = 3(~0 — 0") = ~Re(0) = —%

Por tanto, en este estado (ﬁ) = 4% =2+/2 > 2. La violacién de la desigualdad es mayor que antes,

de hecho como veremos éste es el valor méximo de |(S)| (desigualdad de Tsirelson).
Observaciones:

1) Para ver una contradiccion de la teoria cudntica con variables ocultas locales, quizd se podria
haber considerado simplemente la identidad (GxGy)z = —1, en el espacio de un qubit (ya que cual-
quiera que sean los “auténticos valores” de oy y O, el resultado deberia ser positivo). Esto no es
correcto porque Oy y Oy no conmutan y se puede aducir que la medida de uno afecta al otro (o, y
0, podrian tomar distintos valores cada vez). Dos observables Ay y As s6lo se pueden medir a la vez
(esto es, sobre una misma copia del sistema) si son compatibles En la teoria cudntica compatible
equivale a que conmuten. El operador producto A;A> no es un observable (no es hermitico) a menos
que Al y Az conmuten.

2) Tipicamente la desigualdad se va a aplicar al caso J¢ = %) ® 3, siendo los observables A;
del primer espacio y B j del segundo (lo cual asegura que conmutan) ademads los subsistemas A 'y B
estdn espacialmente separados. En ese caso S como tal no se puede medir (excepto en el caso trivial
de que los dos A; sean compatibles y lo mismo los dos B ;): dado que las interacciones son locales y
no hay accioén a distancia no se pueden hacer medidas conjuntas en sistemas espacialmente separados
de operadores entrelazados, s6lo de operadores separables, tal como Ai ® B j» a saber, midiendo A,- en
el sistema A y B j en B. En cada copia del sistema sélo se puede medir uno de los A; y uno de los B |
(por tanto tampoco se puede medir $ midiendo sus componentes sueltas). Sin embargo la desigualdad
de Bell (3.13)) se refiere a medidas que si son factibles, lo cual permite su verificacion (o mds bien su
refutacién) experimental.

31 Esto es para un estado genérico. Si un estado de momento angular es J = 0, J, = Jy = 0 aunque J; y J, no conmuten
en el espacio completo.
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3) E