|

Tema

Repaso de matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones lineales

Comenzamos este primer tema con un problema de mdiivaci

Problema: El aire puro est compuesto esencialmente porpor ciento de nitsgeno, ur21 por
ciento de oigeno y unl por ciento de argn. Para poder realizar un experimento en el planeta Marte
se dispone de una habitanique queremos llenar con 1000 litros de aire puro para los astronautas.
Para ello, la habitadin se encuentra alimentada por tres tanques llenos dgeito, okgeno y argn
en la siguiente proporan:

T1. 50 por ciento de nitsgeno y 50 por ciento de @eno.

T2. 80 por ciento de nifsgeno y 20 por ciento de @eno.

T3. 60 por ciento de nitrgeno, 30 por ciento de @eno y 10 por ciento de a¥g.

Calcular la cantidad de litros necesaria de cada tanque para que la mezcla resultante produzca la
cantidad buscada de 1000 litros de aire puro dentro de la hdlnitaci

Solucion: Llamemosx = cantidad de litros necesaria de Tl cantidad necesaria de T2z~
cantidad necesaria de T3. $Siegla composid@n de los tanques, la cantidad total de cada gas que
tenemos en la mezcla es:

e 0,5x+0,8y+ 0,6zde nitibgeno,
e 0,5x+0,2y+ 0,3z de oxgeno,
e 0,1zde ar@n.
Por otro lado, las cantidades totales de estos gases que queremos obtener son las correspondientes a

1000 litros de aire puro, es decir, 780 litros deageno, 210 litros de dgeno y 10 litros de aan.
Por tanto, las cantidades buscagag z satisfacen lo siguiente:

0,5x+0,8y+0,6z= 780
0,5x+0,2y+0,3z= 210
0,1z= 10

El conjunto de ecuaciones anterior es un caso particular de los llarsistlrmas de ecuaciones lin-
eales que estudiaremos a lo largo de este tema. La smiude nuestro problema coincide con la
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solucbn del sistema anterior. En este casoass! fde calcular y resulta lo siguiente= 0, y = 900,
z=100. En definitiva, para producir 1000 litros de aire puro debemos llenar la havitaon 900
litros del tanque 2 y 100 litros del tanque 3.

Nuestro objetivo principal en este tema consiste en estudiar sistemas de ecuaciones del tipo:

Xy +...+ amXm =bs

anX1 +...+ amXm =Dbn

Unasolucbn para este sistema veidiormada por un valor para cada@gnitax; de manera que
se verifiguen a la vez todas las igualdades. Nuestra ildteres estudiar dichas soluciones. Para ello,
tendremos que trabajar con los coeficiergey bc. Como veremos, saftil escribirlos de la forma:

a1 ... Aim b1
A= oL , b= :
dnl ... Gnm bn
Este tipo de expresiones se llaman matrices, §rsauestro @ximo objeto de estudio.

1.1. Matrices

Definicion: Una MATRIZ es un conjunto delnmeros reales dispuestos en forma deamgtlo,
que usualmente se delimitan por medio deeptasis. Si una matriz tiemdfilas y m columnas, se dice
gue es una matriz de orderx m. Notese que una tal matriz tienem elementos.

El elemento (o componenté), j) de una matrizA es el imeroa;; que se sita en la filai y la

columnaj. Por ejemplo, la matriz:
-1 9 6
A= < 0 1 4)

es2x 3,y su elementdl,2) esa;o» = 9.

Dos matricesA 'y B son iguales si tienen el mismaimero de filas y columnas, y adémtodos
sus componentds, j) son iguales, es deci; = by; para cualesquieria j.
A continuacon introducimos algunas definiciones:

= Una matriz que eétformada por una sola columna, se llamECTOR COLUMNA. Analoga-
mente, una matriz formada por ubaica fila se llama/ECTOR FILA.

= Si A es una matrin x m, SUMATRIZ TRASPUESTA €S una matrizn x n cuyas filas son las
columnas deé\. Se representa p@t. En el ejemplo anterior, la matri¥ seiia:

-1 0
Al = 9 1
6 4

Una matriz se dice que eBMETRICA si es igual a su traspuesta. Para ello, obviamente, de-
bera tener el mismodmero de filas que de columnas (ver defidicsiguiente).

= UnaMATRIZ CUADRADA es agella que tiene igualtmero de filas que de columnas. En este
caso, se llamalAGONAL PRINCIPAL a la diagonal formada por todos los elemerains
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1. Una matriz cuadrada se diceAGONAL si todos los elementos fuera de la diagonal prin-
cipal son iguales a cero.

2. Una matriz cuadrada se diT®IANGULAR SUPERIORSI todos los elementos por debajo
de la diagonal principal son iguales a cero.

3. Una matriz cuadrada se diT®IANGULAR INFERIOR si todos los elementos por encima
de la diagonal principal son iguales a cero.

Por ejemplo, de las matrices:

todas son cuadradas,es triangular inferiorB es diagonal \C es singétrica. Los elementos de
la diagonal principal dé vienen subrayados.

1.1.1. Operaciones con matrices

Suma de matrices

Si Ay B son matricesr x m, se define la matriA+ B como una matriz tambh n x m cuyas
componentes se obtienen sumando las componénfg¢sle Ay B. Es decir, si llamamo8 = A+ B,
entonces;; = &; + byj. La suma de matrices verifica estas propiedades:

1. Asociativa:A+ (B+C) = (A+B) +C.

2. Elemento neutro: Es aquella matriz« m cuyas componentes son todas cero. Se denomina
matriz0, y verifica queA+ 0= 0+ A = A para toda matriA de ordem x m.

3. Elemento opuesto: Dad& una matriz, su matriz opuestaA se define como a@lia cuyas
componentes son iguales a las’d@ero cambiadas de signo. Por tanto, se tienedgque-A) =
(—A)+A=0.

4. Conmutativa de la sum&+B =B+ A.

Producto por nUmeros

DadaA una matriz yA un namero real, se puede definir el produdtd como una matriz, con
el mismo rumero de filas y columnas que y obtenida multiplicando paok cada componente. Es
decir, siC = AA, entonces:ij = Ag;j. El producto de matrices potimeros cumple las siguientes
propiedades:

1. Distributivas:A(A+B) = AA+AB, (A + A =AA+pPA
2. PseudoasociativdA ) A = A(UA).

3. Modular: 1A = A.
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Producto de matrices

La definicbn del producto de matrices esamcomplicada y menos intuitiva. Primero aprender-
emos a multiplicar un vector fila con un vector columna cuando ambos tienen el misnesade
elementos. SeA una matriz de ordeh x my B una matriz de ordem x 1. Definimos el producto de
Ay B (en ese orden) como elimero real siguiente:

AB=a1b; + - - -+ ambm,

donde hemos llamads a los timeros déA 'y b a los deB.

Pasemos ahora al caso general. Saaa matriz x my B una matrizn x k. Se define el producto
AB como una matriC, que tenda ordenn x k, y cuya componente; se obtiene al multiplicar la&
esima fila deA por la j-ésima columna dB, es decir:

Cij = &1b1j + &2b2j + . .. Aimbmj.

Importante: Para queédy B se puedan multiplicah debe tener tantas columnas como filas tiene
B. Adenas, en tal caso, la matriB tiene tantas filas comay tantas columnas conta

Para cualquierimero naturah, se define laMATRIZ IDENTIDAD de ordem, que representamos
por l,, como la matrizn x n diagonal cuya diagonal principal astormada por unos. A veces se
escribia simplementé. Esta matriz es muy importante ya que juega el papel de elemento neutro para
el producto de matrices.

Enunciamos ahora las propiedadésibas para el producto de matrices:
1. Asociativa(AB)C = A(BC).

2. Elemento neutro: SA es una matrin x m, entonce®l, = A, IhLA=A.
3. Distributivas:A(B+C) = AB+AC; (A+B)C =AC+BC.

En el producto de matrices hay un par de propiedades a las que estamos acostumbrados con los
nimeros quano se cumplen La primera de ellas da propiedad conmutativa. De hecho, puede
ocurrir que dos matrice8 y B se puedan multiplicar 8sAB, pero no de la form@®A Mas ain,
incluso en los casos en que se puedan multiplicar por ambos lados, el resultado puede ser distinto:
AB+£ BA. Del mismo modao es ciertoque si el producto de dos matrices es la matriz cero, entonces
alguna de las dos sea la matriz cero.

Poraltimo, dada una matriz cuadradlay un nimero naturah, se defineA" como el producto de
la matrizA consigo misman vecesA" = A- .- A

1.1.2. Transformaciones elementales. Rango de una matriz

La idea que se persigue con las transformaciones elementales es convertir una matriz concreta en
otra matriz nds fcil de estudiar. En concreto, siempreasposible conseguir una matriz escalonada,
en el sentido que definimos a continuaci
SeaA una matriz yF una fila deA. Diremos qud- es nula si todos losimeros dé= coinciden
con el cero. SF es no nula, llamamaosivoTE deF al primer rimero distinto de cero de contando
de izquierda a derecha.

UnaMATRIZ ESCALONADA es agella que verifica las siguientes propiedades:
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1. Todas las filas nulas (caso de existir) se encuentran en la parte inferior de la matriz.

2. El pivote de cada fila no nula se encuentra estrictameateanta derecha que el pivote de la fila
de encima.

Por ejemplo, entre las matrices:

100 10 -3
A=l 010 ,B:(éig),C: 01 4 |,
017 00 O

Ano es escalonada, mientras dgig C si lo son.

Dada una matriz escalonafase define eRANGO de E, que representamos paiE), como el
numero de filas no nulas de

En los ejemploB y C de arriba se tieneg(B) = rg(C) = 2, sin embargo no podemos decir que
rg(A) = 3ya queA no esh escalonada. Otro ejemplo, las matrices nulas tienen rango cero y la matriz
identidad de orden cumplerg(ln) = n.

La siguiente cuesiin que abordaremos es la defibitide rango para una matriz cualquiera que
no esé escalonada. La idea &da de transformar la matriz dada en otra que sea escalonada mediante
las llamadagransformaciones elementales por fitase describimos a continuaai.

Dada una matriA cualquiera, lagRANSFORMACIONES ELEMENTALESpor filas deA son tres:
I. Intercambiar la posiéin de dos filas.
[I. Multiplicar una fila por un fimero real distinto de cero.

[ll. Sustituir una fila por el resultado de sumarle a dicha fila otra fila que ha sido previamente
multiplicada por un imero cualquiera.

Nota: Analogamente poélmos hacerlo todo por columnas; sin embargo, son las transformaciones
por filas las que son importantes en los sistemas de ecuaciones lineales que estudiarei@®s despu

El siguiente resultado nos garantiza que siempre podemos transformar una matriz cualquiera en
otra escalonada.

Teorema 1.1. A partir de cualquier matriA se puede llegar, mediante una cantidad finita de trans-
formaciones elementales, a una matriz escalortada

Veamos en un ejempldmo se hace. Obsvese que, primero, hacemos que la compondnie
de la matriz de partida sea igual a uno. Luego, se hace que el resto de componentes de la primera
columna sean cero. Deggise pasa a la componefi2e2), y ad sucesivamente.

6 2 3 1 1 -1 0 2

1 0 -1 0 ~ 1 0 -1 0 ~

1 -1 0 2) B\ 6 2 3 1) FRFRhA
1 1 -1 0 2
0 ) 0 1 -1 -2 -
-6 2 Rt6R \ 0 —4 3 13 /) RHtR
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1 -1 0 2 N 1 -1 0 2
0 1 -1 -2 / 0 1 -1 -2
0 0 -1 5 BR==F \o 0 1 -5

El teorema anterior nos permite hacer una defimdmportante:

= Dada una matri cualquiera se define elanGo deAy lo denotamosg(A) como el rango de
cualquier matriz escalona@aequivalente co (se demuestra que estémero no depende de
la matriz escalonada a la que se llegue). El rango siempre es Umaro menor o igual que el
numero de filas y el iimero de columnas d& Adenas, el rango es cero si 9I® SiIA= 0. En
nuestro ejemplo de antes, el rang®es

1.2. Determinantes

El determinante de una matriz cuadraaun mimero real cuya definicbn exacta es bastante
complicada. Por ello, definiremos primero el determinante de matrices fgEsjue estudiaremos
métodos y &cnicas para calcular determinantes en gengadmente se puede calcular el determi-
nante a matrices cuadradas

En cuanto a la notadn, a veces el determinante se escribe con la paliiry otras veces se
indica sustituyendo los pantesis de la matriz por barras verticales.

= El determinante de una matriz< 1 es:deta) = a.
= El determinante de una mati2z< 2 es:

ail a2

= dy1822 — A12a21.
a1 a2

= El determinante de una mati3zx 3 es:

aj; a2 a13
ap1 ap2 823 | = a11822833+ A21832a13 1 A12823831 — 813822831 — 23832811 — A12821833.
az1 az2 az3

La formula anterior se conoce corRegla de Sarrus

= \leamos ahora como calcular el determinante de una matriz cuadrada cualquiera. Para ello, nece-
sitamos antes el concepto de menor adjunto de una matriA Sea;;) una matriz cuadrada.
Dado un par déndices(i, j) representamos pé@y; a la matriz que resulta al eliminarikesima
filay la j-ésima columna dé. El MENOR ADJUNTO&;; deA es el rumero real dado por:

8ij = (1)1 |A].
El signo(—1)'*1 en la definicbn anterior se suele recordar mediante la regla:

+ -+ -
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SeaA = (a;j) una matriz cuadrada de ordenEntonces SDETERMINANTE se puede calcular
mediante etlesarrollo de Laplacg@or una fila cualquiera (o columna), de la siguiente forma:

1. Sielegimos la-ésima fila,|A| = a1 i1 + . .. + &n Oin.
2. Si elegimos lgj-ésima columnalA| = a1 81 + ...+ anjonj.

A continuacon, recogemos algunas de las propiedadas importantes de los determinantes.
Suponemos quA es una matriz cuadrada y ghes un rimero real.

1. SiB se obtiene al intercambiar dos filasAleentoncesB| = —|A|.
2. SiB se obtiene al mutiplicar unanica fila de A porA, entonces$B| = A |A|.

3. Si B se obtiene al sustituir una fila por el resultado de sumarle a dicha fila otra fila que ha sido
previamente multiplicada por urimero cualquiera, entoncidj = |A|.

4. SiAtiene una fila de ceros entondés$ = 0.
5. Sidos filas deA son iguales o proporcionales entonpiis= 0.

6. Si A es triangular (superior o inferior), entondé¢ se puede calcular como el producto de los
nimeros de la diagonal principal.

7. El determinante de una matriz cuadrada coincide con el de su traspuesta, d8/dedi!|.

Puesto queA| = |A'| deducimos que todas las propiedades anteriores se verifican igualmente si
en lugar de filas hablamos de columnas.

A modo de ejemplo, podemos probar que el determinante de la matriz nula es cero y que el de-
terminante de la matriz identidad es siempre uno. Para calcular ejemasosamplicados de orden
mayor o igual quel necesitamos usar las propiedades de los determinantes. Concretamente, las tres
primeras propiedades reflejan el comportamiento de los determinantes frente a transformaciones ele-
mentales y nos permiten calcular un determinante pasando de la matriz dada a otra caefaeid m
mediante transformaciones elementalefor filas o por columnas). En general, resi@tateresante
conseguimuna fila o columna en que casi todos los elementos sean ceralesarrollar por esa fila o
columna para reducir el determinante a otro de menor orden.

1.2.1. Rango de una matriz y determinantes
Aprenderemos ahora una nueva forma de calcular el rango de una matriz mediante el uso de los
determinantes.

SiAes cualquier matriz, entonces usaBMATRIZ deA es cualquier matridobtenida al eliminar
deAalgunas de sus filas y columnas. Por ejemplo, la métriabtenida al suprimir l&ésima filay la
j-ésima columna es una submatrizA&ldNotese que aungueno sea cuadrada contiene gran cantidad
de submatrices qué v son y a las que tiene por tanto sentido calcularles su determinante.

Teorema 1.2.El rango de una matriz cualquierd coincide con el orden &s grande que tengan las
submatrices cuadradas deecon determinante no nulo.

Concretamente, el resultado anterior nos dice qu&)rg k si y slo si:

(i) ExisteSsubmatriz cuadrada drede orderk con|S # 0,
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(i) SiS es cualquier submatriz cuadradaAlde orden mayor qule entoncesS| = 0.

Aplicaremos el resultado anterior de la siguiente maneraASiea matriz de ordenx m. Por una
propiedad conocida del rango sabemosmg(&) < min{n,m}, lo que nos proporciona una estinaci
de lo grande que puede ser el rang@d8upongamos que= min{n,m}. Para ver si el rango dees
nbuscamos submatrices cuadradad de ordemy que tengan determinante no nulo. Si encontramos
alguna entoncegy(A) = n. De lo contrario rgA) < n— 1. Para ver si el rango deesn— 1 buscamos
submatrices cuadradas Aele ordem— 1y que tengan determinante no nulo. Si encontramos alguna
entoncesg(A) = n— 1. De lo contrario rgA) < n— 2. Asi seguifamos hasta calcular el rango Ae

Esta forma de calcular el rango aerspecialmentetil para matrices con pametros.

1.2.2. Inversa de una matriz y determinantes

Dada una matriz cuadradede ordem, se dice qué\ tieneINVERSA si existe una matriz cuadrada
B del mismo orden quAy de forma queAB= BA = I,,. En tal casoB se llama lavATRIZ INVERSA
deAy larepresentamos p&r . A diferencia de lo que ocurre con loBmeros reales existen matrices
no nulas que no tienen inversa.
En general es complicado probar si una matriz tiene inversa y, en caso afirmativo, calcularla. No
obstante, todo se simplifica mucho si hacemos uso de los determinantes. Recordemfgseguasi
matriz cuadrada entoncdg representa el menor adjunto debtenido al suprimir la-ésimafilay la
j-eésima columna dé. Definimos laMATRIZ ADJUNTA de A como la matriz del mismo orden qée
y cuyo elemento en la posai (i, j) esd;j. La representaremos pAdj(A).

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.3.Una matriz cuadrada es invertible si y &lo si|A| # 0. Adenés en tal caso tenemos:

—1_ LAt

1.3. Sistemas de ecuaciones lineales

En esta secoin usaremos lo que conocemos sobre matrices y determinantes para laoastduci
sistemas de ecuaciones lineales

UnaECUACION LINEAL conm incognitas es una ecudci del tipoay x; + ... +amXm = b en la
que losa; y b son mumeros reales cualesquiera. Lasmerosa; se llaman coeficientes, eimerob
se llama érmino independiente y las variabbgsson las inégnitas. UnasoLUCION de la ecuadin
estaa formada pom numeros reales de forma que al sustituir su valor concreto en lasgnias se
cumple la ecuaéin.

Se llamasISTEMA DE ECUACIONES LINEALES(SEL) a un conjunto d@& ecuaciones lineales
todas ellas con las mismasincognitas. Por tanto, un SEL tiene el siguiente aspecto:

a1X1 +...+ amXm =b

anXy +...+ amXm =Dbn
Y esto se suele reescribir en forma matricial de la foAXa= b, donde estamos llamando:
ai1 ... amm X1 by
A= : : ; X= : Yy b= :
a1 ... anm Xm bn
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La matrizA se llamavATRIZ DE COEFICIENTES el vector column& se llama vector de irdgni-
tas y el vector columné se llama vector deétminos independientes. \aATRIZ AMPLIADA del
SEL es la matriz que se obtiene cuan@adimos al final de la matriz de coeficientes la coluinda
téerminos independientes. La representaremog\porpor (A|b).

Una soLuUcION de un SEL esté@ formada pom nimeros reales que sean sofrcia la vez
de todas las ecuaciones del SEL. Diremos que dos SEIEQOMVALENTES si tienen las mismas
soluciones.

Los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican atendiendo a la cantidad de soluciones que tienen.
Un SEL se dice NCOMPATIBLE (SI) si no admite ninguna solum. Si admite soluciones se dice
COMPATIBLE (SC). Un sistema compatible puede ser:

1. SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (SCD) si admite unénica soluadn.
2. SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO (SCI) si admite ras de una soluoh.

Discutir un SEL consiste en decidir de&jtipo es segn la clasificadn anterior. Resolver un SEL
consiste en calcular todas las soluciones del SEL si las hay.

Diremos que un SEL esOMOGENEO si todos susdrminos independientes son iguales a cero. Es
evidente que un SEL de este tipo siempréasempatible.

La principal herramienta que usaremos para discutir un SEL sin necesidad de resolverlo es el
siguiente resultado:

Teorema 1.4(Roucle-Frobenius) Supongamos que tenemos un SEL con matriz de coeficieptes
matriz ampliadaA*. Entonces:

1. Sirg(A) # rg(A*), entonces tenemos un sistema incompatible.

2. Sirg(A) =rg(A") y es igual al imero de indgnitas, entonces tenemos un sistema compatible
determinado.

3. Sirg(A) = rg(A*) y es menor que elimmero de indgnitas, entonces tenemos un sistema com-
patible indeterminado.

A continuacon nos preocuparemos de resolver un SEL. Estudiaremos dos herramientas distintas:
el método de Gauss y la regla de Cramer.

1.3.1. Metodo de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones lineales

Este nétodo esi basado en la misma idea que seguimos para calcular el rango de una matriz
cualquiera: primero realizamos transformaciones sobre la matriz original para convertirla eatra m
sencilla y segundo calculamos el rango de la matriz sencilla. Necesitamos entonces definir los que
se@an los SEL nas sencillos de resolver.

Diremos que un SEL eESCALONADO Si su matriz ampliada es una matriz escalonada. Para
resolver un SEL escalonado procedemos como sigue:

1. Si el SEL contiene una ecuaci del tipo0 = b conb # 0 entonces el sistema es incompatible.
De lo contrario el SEL es compatible y pasamos al paso 2.
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2. Encontramos lamcognitas principales lasincognitas secundariadel SEL. Las principales
son las que eah asociadas a los pivotes de cada fila no nula de la matriz de coeficientes.
Las secundarias son las restantes. Si todas légitais son principales entonces el SEL es
compatible determinado. De lo contrario se trata de un SEL compatible indeterminado.

3. Pararesolver el SEL, se asigna a cadagmita secundaria un gamnetro real y se despejan las
incognitas principales en furtmn de estos pametros de abajo hacia arriba.

En particular, se deduce del procedimiento anterior que todo SEL escalonado compatible tiene una
Unica soluaddn o infinitas.

Una vez que sabemos resolver los SEL escalonados pasamos al caso general. Dado un SEL
cualquiera, eMETODO DE GAUSS para resolver el SEL tiene los siguientes pasos:

1. Se escribe la matriz ampliade del SEL.
2. Serealizan transformaciones elementales por filas hasta coWegtiruna matriz escalonada.

3. Se escribe y se resuelve el SEL escalonado equivalente al original al que hemos llegado. Como
este SEL es equivalente al original, sus soluciones coinciden con las del SEL original.

En particular, probamos que si un SEL es compatible entonces tiefimigassoluddn o infinitas.
Como ejemplo, vamos a resolver el SEL siguiente:

X +3y +2z = -5
X 4y -2z = 1
X +y -z = 0

Escribimos la matriz ampliada del SEL:

13 2] -5
A=Ab=[3 1 -2| 1
21 -1| 0

Aplicamos transformaciones elementales para escalonar la matriz:

13 2| -5 ~ 1 3 2| -5 ~
3 1 -2 1 Fi=F>—3F 0O -8 -8 16 Fz/:lez
21 -1| 0) gegor \O -5 5| 10/ ¢ 1

1 3 2| -5 1
01 1| -2 - 0
011 -2) F%% \o0oo0o0| o
En este punto escribimos el SEL escalonado al que hemos llegado y lo resolvemos. La variable
z es secundaria mientras gue son principales. Por tanto ponenos a dondea es un paametro
real, y despejamos de abajo hacia arriba laggnitasx,y en funcbn dea. Se obtiene:

3 2| -5
11

X + 3y = —5-2a
y = —-2—-qa

Sustituyendo el valor dgde la segunda ecud@ci en la primera, obtenemos:
X=-3y—-5-20=6+3a—-5—-2a=1+a0.

Deducimos que estamos ante un SCI con solucigret+a,y=—-2—-0a,z=a cona € R.
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1.3.2. Regla de Cramer

Esta regla proporciona unatodo para resolver ciertos sistemas de ecuaciones compatibles deter-
minados mediante determinantes. Diremos que un SEL essSmeEMA DE CRAMER Si SuU matriz de
coeficiented\ es cuadrada (lo que equivale a decir que el SEL tienen tantas ecuaciones dmgné inc
tas) y|A| # 0. Gracias al Teorema de RoweRrobenius se comprueba enseguida que un sistema de
Cramer es compatible determinado. Sin embargo, no es cierto que todo SCD sea de Cramer. Veamos
como resolver sistemas de Cramer.

Teorema 1.5(Regla de Cramer)Supongamos que tenemos un sistema de Cramer cogriitas
X1,...,Xn Y matriz ampliadgAlb). Escribamos:

a1 ... Ain b1
A= , b= :
81 ... am bn
Entonces el sistema es compatible determinado y se puede resdiver as

b1 aj2 ... Ain a1 ... dp-1 b]_
i — bh aw ... am o — ant ... a1 bn
1= |A| PR n— ‘A| )

es decir, para despejar la idgnitax;, en el numerador se tiene el determinante de la matriz que
resulta al cambiar erA la columnai-ésima por la columnd, mientras que en el denominador se
tiene siempre el determinante Ae

Como ejemplo, resolvamos el SEL:

X —y + 2z =20
X + 3y + 2z = -1
X + 2y + z = -1
La matriz ampliada del SEL es:
1 -1 1 0
Al=Ab= 1 3 2| -1
2 2 1| 1
Comprobamos que el determinanteAles distinto de cero:
1 -1 1
|Al=11 3 2|=-8
2 2 1

Las soluciones se pueden calcular por la regla de Cramer del siguiente modo:

0O -1 1 1 0 1 1 -1 O

-1 3 2 1 -1 2 1 3 -1

-1 2 1 -1 2 -1 1 -1 2 2 -1
=% & V= ~a ¥ % “°
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