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Introduccion »

El objetivo de este gfabajo egestudiar la relacién que existe entre un anillo cualquiera A y su
espectro Spec(A) conjunto de los ideales primos de dicho anillo. Para ello veremos
que dado cualg#ier anillo”se puede inducir en su espectro una estructura de espacio topologico
a través de la topologia de Zariski, cuyos conjuntos cerrados son:

verewos 9 e

{V(a) | a € A} siendo V(a) = {p € Spec(A) | a C p}

De esta forma, el que un anillo verifique ciertas propiedades algebraicas conlleva que su espectro
cumpla a su vez ciertas propiedades topologicas y viceversa.

La motivacion para estudiar el espectro de un anillo conmutativo se puede encontrar en diversas
disciplinas. Consideremos por ejemplo la geometria algebraica. Si K es un cuerpo algebraicamen-
te cerrado, entonces existe una conexion de Galois entre los conjuntos algebraicos del espacio
afin K" y los ideales del anillo de polinomios K [X1, ..., X,,].

Cada ideal a C K [Xy, ..., X,,|, determina el conjunto algebraico de los ceros comunes a todos
los polinomios de a:

a— V(a)={zr K| F(z) =0 para todo F € a}

Dado un subconjunto de puntos C' C K™ podemos considerar el ideal de K[X7, ..., X,,] deter-
minado por los polinomios que se anulan en todos los puntos de C.

C —I(C)={F € K[Xy,..,X,] | F(c) =0 para todo c € C}

Se tiene que Z(V(a)) = rad(a) y V(a) = V(Z(V(a))) para cada ideal a C K[X;, ..., X,]. Los
subconjuntos algebraicos irreducibles (aquellos que no son unién de subconjuntos algebraicos
propios) corresponden a ideales primos, y en concreto, los puntos corresponden a ideales maxi-
males. De esta forma obtenemos conjuntos algebraicos mediante ideales radicales y viceversa.

La topologia natural en este contexto tiene como cerrados a los conjuntos algebraicos V(a),
para algin ideal a C K[X7, ..., X,,], que mediante la parametrizacién anterior corresponde al
conjunto de ideales primos V(a) = {p € Spec(K |[X1,..., X,]) | a C p}, esto es, el conjunto de
ideales primos que se obtienen de cada subconjunto algebraico irreducible formado por los ceros
comunes a los polinomios de a. Por ejemplo, si m es un ideal maximal, este es de la forma

m = (X1 — a, 7Xn — an)
que corresponde al punto (ai,...,a,) € K", y a su vez, (ay,...,a,) € V(a) si F(ay,...,a,) =0
para todo polinomio F' € a, esto es, si F' € (X; — ay, ..., X;, — a,), y por tanto si a C m.

Para alcanzar el objetivo impuesto, dedicaremos la primera parte de este texto a establecer los
conceptos, ideas y herramientas algebraicas fundamentales para el desarrollo teérico posterior.
En particular destacamos la importancia de los siguientes resultados:



Proposicién 1.1.2. Sean un anillo A y uh ideal #yy a) Existe una correspondencia biyectiva,
conservando el orden dado por la inclusion, entre el conjunto de los ideales b de A que contienen
al ideal a y el conjunto de los ideales b = b/a de A/a, dada por b = p~1(b).

Corolario 1.3.2. Sea A un anillo y sea p C A un ideal primo. Entonces los ideales primos del
anillo A, estdn en correspondencia biyectiva con los ideales primos de A contenidos en p.

Asi, la reduccion al anillo cociente y la localizaciéon nos permiten, respectivamente, centrar
la atencion en los ideales primos que contienen a un determinado ideal y los ideales primos
contenidos en un determinado ideal primo.

En la segunda parte de este escrito presentaremos los conceptos topologicos que abordaremos
al estudiar la topologia de Zariski. En concreto, se definiran:

o Cuasi-compacidad: pues el espectro de cualquier anillo es cuasi-compacto.
o Irreductibilidad: pues si el espectro de un anillo es irreducible, entonces el conjunto de

todos los elementos nilpotentes, que denotaremos Nil(A), es el tnico ideal primo minimal
del anillo.

o Conexion: pues cada idempotente del anillo genera en el espectro un conjunto abierto y
cerrado, y por tanto un anillo no tiene idempotentes no triviales si, y solo si, su espectro
es conexo.

« Axiomas de separacién: nos serviran para caracterizar los anillos de dimensién 0 y
distinguir clases dentro de los mismos.

La tercera y ultima parte se subdivide a su vez en dos secciones. Primeramente se estudian las
propiedades comunes que cumple el espectro de cualquier anillo, de entre las cuales destaca el
siguiente resultado:

Corolario 3.1.4. Spec(A) y Spec(A/Nil(A)) son homeomorfos para todo anillo A.

Finalmente nos centraremos en el estudio de anillos de dimensién 0, distinguiendo dentro de los
mismos anillos que cumplan condiciones interesantes. Caracterizaremos los anillos de dimensiéon
0 mediante las condiciones equivalentes:

(a) Spec(A) es un espacio topolégico Ts.
(b) Spec(A) es un espacio topoldgico T7.

(¢) A es un anillo m-regular.

Ademaés, el espectro de todo anillo m-regular A es isomorfo al espectro del anillo A/Nil(A), que
es un anillo regular (en el sentido von Neumann), esto es, A/Nil(A) es un anillo de dimensién
cero sin elementos nilpotentes distintos de 0. Por este motivo es natural estudiar los anillos
regulares, obteniendo asi los siguientes resultados:

Proposicién 3.4.5. Si A es un producto directo finito de cuerpos, entonces Spec(A) es finito
y la topologia de Zariski coincide con la topologia discreta.

Proposicién 3.4.9. Si A es un anillo “strongly zero—dimensional”, entonces Spec(A) es finito y
la topologia de Zariski en Spec(A) es discreta. Ademds, A/Nil(A) es un anillo regular isomorfo
a un producto finito de cuerpos.

Concluiremos el estudio de los anillos de dimensién 0, estudiando los anillos cuyo espectro sea
“strongly zero—dimensional” (SZD), y los relacionaremos con los anillos de Gelfand, aunque
estos ultimos no tienen por qué ser de dimension 0. Resaltamos el siguiente resultado:

Proposicién 3.4.3. En todo anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun anillo “clean”.

ii



(b) Spec(A) es SZD.
(¢) A esun anillo “exchange”.

Entre las fuentes utilizadas para la elaboracion de este trabajo se destacan:
e [2]: Principal referencia para el desarrollo del primer capitulo en el que se fundamentan
con el algebra conmutativa béasica. En especial se destacan los capitulos “1. Anillos e

ideales” y “3. Anillos y médulos de fracciones”.
e [5]: Principal referencia para el estudio de los anillos “strongly zero—dimensional”.

e [10]: Principal referencia para el estudio de los anillos 7-regulares.

iii






Capitulo 1

Anillos conmutativos e ideales

En este primer capitulo se estableceran las definiciones y propiedades elementales en relaciéon a
los anillos conmutativos asi como la notacion que se utilizara a lo largo del texto. Con objeto de
posteriormente estudiar la estructura de los ideales primos de un anillo, fundamentaremos las
operaciones de reduccion de un anillo médulo un ideal y localizacion de un anillo en un ideal
primo. Ademas, estudiaremos el concepto de ideal radical, nilradical y radical de Jacobson pues
nos permitiran simplificar el estudio del espectro de un anillo. Por ltimo se revisara el concepto
de dimensiéon de un anillo.

1.1 Definiciones y propiedades basicas.

Definicién 1.1.1. Un anillo es una cuaterna (A, +,-,1) formada por un conjunto A y dos
leyes de composicion internas, llamadas suma y producto, que verifican:

(i) (A,+,0) es un grupo conmutativo.

Llamamos cero al elemento neutro de la suma, que denotamos por 0. Para cualquier
x € A denotaremos a su elemento opuesto por —z.

(ii) (A,-,1) es un monoide, es decir:
(a) El producto es asociativo, esto es, (x-y) -z =z (y - z) para todo z,y, z € A.
(b) Existe elemento neutro, esto es, existe e € A tal que z-e =e -2 =2,V € A.

Llamamos uno al elemento neutro del producto, que representamos por 1.

(iii) Se cumplen las dos propiedades distributivas del producto respecto de la suma;

r-(y+2)=z-y+z-z

Para todo z,y, 2 € A, se cumple que:
4 pred {(y+z)-x:y-x+z-x

Si la segunda operacion es conmutativa, esto es, para todo z,y € A, se cumple que -y =y - x,
se dice que el anillo es conmutativo.

En un anillo A, si para un elemento x € A, existe otro elementoy € Atal quexz-y =y-x = 1se
dice que y es un elemento inverso de x. Si un elemento tiene inverso, se dice que es invertible.

En un anillo A, el conjunto A* formado por los elementos invertibles de A, junto con el producto
definido en dicho anillo, es un grupo (si A es conmutativo, entonces (A, -) también lo serd).

1



CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

En un anillo A, un elemento x € A se llama divisor de cero si existe un elemento no nulo
y€e Atal quez -y =0.

Si el tnico divisor de cero de un anillo A es el elemento cero, entonces se dice que A es un
dominio de integridad.

En un dominio de integridad D, un elemento distinto de cero 0 # x € A se llama irreducible
si no es invertible y en cada factorizacion x = x5 se tiene que x; 6 x5 es invertible. Un
dominio de integridad en el que todo elemento distinto de 0 y no invertible se puede escribir
como producto de elementos irreducibles se llama dominio de factorizacién tnica.

Un anillo en el que todo elemento no nulo tiene inverso se dice anillo de divisién. Si un
anillo de divisiéon es conmutativo, se dice que es cuerpo. Notese que todo cuerpo es dominio
de integridad (el reciproco es falso, por ejemplo Z es dominio de integridad pero no es cuerpo).

A partir de este momento, salvo que se diga lo contrario, en este texto solamente se trabajara
con anillos conmutativos, por lo que cuando aparezca la palabra “anillo”, se estara hacien-
do referencia a un anillo conmutativo. Ademas, dados dos elementos de un anillo z,y € A,
representaremos el elemento x -y por xy y le llamaremos producto de a por b.

Proposicién 1.1.1. En un anillo A, los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Los elementos cero y uno son inicos.

(2) Para cada elemento a € A, el opuesto y el inverso (si existe este ultimo), son dnicos.
(3) Para todo x € A se tiene que z0=0.
(4)

A estd compuesto de un sélo elemento si, y solo si, 0 = 1.

(En este caso, A = {0} y recibe el nombre de anillo trivial que representamos por 0.)
(5) Para todo x,y € A, se cumple que (—x)y = — (zy) =z (—y).
6 ) Férmula de Newton: (x +y)" = 3", (")z'y" ¢, para todo x,y € A yn € N.
=0 7

Demostracion.

(1) Siz,y€ Ason dos ceros, entonces x = x +y = y. De igual forma, si z,y € A fuesen unos,
entonces r = xry = y.

(2)Sean z,y € A dos opuestos de a € A, entonces x = z+0 = z+(a+y) = (z+a)+y = 0+y =
y. De igual forma, si x,y € A son inversos de a € A, entonces x = z1 = x(ay) = (za)y = ly = y.

(3) Para todo = € A se cumple que: z =21 = 2(14+0) =21 4+ 20 =2 + 20 = 20 = 0.

(4) Si A tiene un tnico elemento, al tener elemento cero y elemento identidad estos deben
de ser iguales, luego 0 = 1. Si suponemos que 0 = 1, entonces cualquier z € A cumple que
r=x1=20=0, de lo que se sigue que A = 0.

(5) Para todo x,y € A se tiene 0 = 20 = z(y + (—y)) = 2y + z(—y) = z(—y) = —xy.
Andlogamente, (—z)y = —zy.

(6 ) Se demuestra mediante induccién en n. O
Definicién 1.1.2. Sea A un anillo. Un A-mdédulo es un grupo conmutativo M junto con un
homomorfismo de anillos § : A — End(M).

Dados a € Ay m € M, representaremos el elemento ((a)(m) por am.

Dados a1,as € Ay my,mg € M, se verifican las siguientes propiedades:

2
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1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS.

(i) a1(my +mg) = amy + amy

(11) (a1 + (lg)ml = a1Mm + oMy
(111) ay ((ngl) = (alag)ml

(iv) 1m; =my
Estas cuatro propiedades caracterizan los A-modulos, pues es equivalente que M sea A-mddulo
mediante el homomorfismo  :— End(M) a que exista una aplicacion o : A x M — M de
forma que para todo a € A y para todo m € M siempre sucede que a(a,m) = [(a)(m), es

decir, se cumplen las siguientes condiciones: (5 Ul]\ &'W\\ KN m,;\ - v(pq\ (WA @(9‘1\(’7\
) = B L 40 () = pladasi + plad(wal
1) V) Ca\a?\wt'\ = ?[aA@(ﬂz\ (.M.\\

\b(t\ b\ = m

(iv) ala,my) =my

La aplicacion « recibe el nombre de accién de A sobre M y el homomorfismo [ recibe el
nombre de homomorfismo accion.

Definicién 1.1.3. Se dice que un subconjunto S de un anillo A es un subanillo si es cerrado
para las dos operaciones, adicién y producto, y contiene al elemento uno de A.

Notese que la interseccion de subanillos de un anillo A es también un subanillo de A.

Definicién 1.1.4. Dado un subconjunto X de un anillo A, definimos el subanillo de A gene-
rado por X como el menor subanillo de A que contiene al subconjunto X.

Notemos que el subanillo generado por X coincide con la interseccién de todos los subanillos
de A que contienen al subconjunto X.

Definicién 1.1.5. Un ideal de un anillo A es un subconjunto, a C A, que es un subgrupo
aditivo de A y tal que Aa = a, es decir, si z € A e y € a, entonces ry € a.

Definicién 1.1.6. Dado un subconjunto X de un anillo A, se define el ideal generado por
X como la interseccion de todos los ideales que contienen a X.

Representamos este ideal por AX 6 (X), y bajo estas condiciones, diremos que X es un conjun-
to de generadores del ideal (X). Si X es finito, decimos que (X)) esta finitamente generado.
En el caso X = {z}, indicaremos el ideal generado por X simplemente como (z) 6 Az y en este
caso diremos que es un ideal principal generado por x. Notemos que x € A es invertible si, y
solo si, (X) = (1) = A.

Sea A un anillo y a,b C A ideales. Definimos su suma como a+b ={a+b|a € a,b € b}. De
igual forma podemos definir la suma de una familia cualquiera de ideales como

k
Z a; = {Z ai; | a;; € a;; para un nimero finito de indices {i1,...,ix} C I}
iel j=1

Ademas, esta suma es el menor ideal de A que contiene a todos los ideales a;. Para demostrarlo,
consideremos un ideal b que contenga todos los ideales a;, con ¢ € I. Todo elemento xz € Y ;7 a;
se puede expresar como una suma finita de la forma ) ;c;x; con x; € a;, para todo i € I.
Acabamos de ver que x € b y por tanto > ;c;a; C b.

La interseccion de una familia cualquiera de ideales .ﬂlai es el mayor ideal que esta contenido
1€

en todos los ideales a;. Sin embargo, la unién de ideales no es, en general, un ideal.



CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

La inclusion induce una relacion de orden parcial en el conjunto de todos los ideales de un%
anillo A; decimos que un ideal a es menor que un ideal b si a C b.

——

Dados dos ideales, a y b, de un anillo A, se define su producto, ab, como el conjunto de todas
las sumas finitas de productos de elementos de a y de b, que coincide con el ideal generado por
el conjunto {zy | * € a,y € b}. De igual forma, podemos definir el producto de una familia
finita cualquiera de ideales. Notese que ab C a N b.

Sea un anillo A y tres ideales a,b,¢c C A. Se cumplen las siguientes propiedades para las
operaciones interseccién, suma y producto de ideales:
« Las tres operaciones son asociativas y conmutativas entre si.

« Se cumple ademas la distributiva del producto respecto de la suma, esto es:

a(b+c) =ab+ac

» No se cumple en general la distributiva de la interseccion respecto de la suma; sin embargo
se conocen condiciones bajo las que si se cumple (ley modular):

sibCa=an(b+c)=b+(anc)

Ver la referencia [2]
e (a+b)(anb) C ab.

Si aplicamos esta propiedad conjuntamente con ab C a N b, obtenemos:
MQMM
Sia+b=(1) W

Ejemplo. Consideramos el anillo de los enteros, Z, el cual es un dominio de ideales prin-
cipales, esto es, un dominio de integridad en el que todos sus ideales estan generados por un
unico elemento. Dos elementos cualesquiera n, m € Z generan ideales (n) y (m). Su ideal suma
(n) + (m) es el ideal generado por m.c.d(n,m), su ideal intersecciéon (n) N (m) es el generado
por m.c.m(n, m) y su ideal producto (n)(m) es el generado por nm.

Definicién 1.1.7. Dados dos ideales a y b, de un anillo A, se define su ideal cociente como:
(a:b)={recA|xbCa}

Noétese que dados dos ideales a y b de un anillo A, se tiene que a C (a: b).

En particular, el ideal (0 : b) se llama anulador de b y se representa como Ann(b). El anulador
Ann(b) es el conjunto de todos los elementos = € A tales que b = 0. De esta forma podemos
escribir el conjunto de todos los divisores de cero del anillo A como:

D = U Ann(x)
x#0

Definicién 1.1.8. Dados dos anillos A y B, una aplicaciéon f : A — B se dice homomorfis-
mo de anillos si verifica las siguientes condiciones:

(i) Paratodo z,y € A, se tiene f(x+y) = f(z)+ f(y). (N6tese que f es un homomorfismo de
grupos conmutativos, por lo que, para todo z,y € A, se tiene f(0) =0, f(—x) = —f(z),

fle—y) = f(z) = f(y))
(ii) Para todo x,y € A, se tiene f(zy) = f(z)f(y).

(i) f(1) = 1.



1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS.

Es decir, un homomorfismo de anillos es una aplicacién entre anillos que preserva las dos
operaciones y el elemento uno.

Cabe resaltar que si A, B y C son anillos y existen dos homomorfismos de anillos f: A — B
y g : B — C, entonces la composicién go f : A — C es un homomorfismo de anillos.

Dado un ideal a de un anillo A, podemos dotar al grupo cociente A/a de una operacién binaria:
(a+a)(b+a)=ab+a

Esta operacién induce la estructura de anillo en A/a con elemento uno 1 + a. Este anillo A/a
se conoce como anillo cociente de A por el ideal a.

Podemos construir este anillo cociente definiendo en A una relacién de equivalencia ~, donde
dos elementos x,y € A estan relacionados si x — y € a. De esta forma, considerando las clases
de equivalencia de A/ ~:

[]={yeAly~z}={ycA|ly—xcal={ye A|y—x=r, paraalginr € a} =
={z+r|real=ao+a

Donde se dota al conjunto de clases de equivalencia A/ ~ de estructura de anillo tomando [1]
como elemento uno y definiendo las operaciones suma y producto de clases como sigue:

[z] + [y] = [z + y]
[z] - [y] = [zy]

La aplicacién proyeccién canédnica, p: A — A/a que envia cada elemento x € A a su clase
x4+ a es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Dado un homomorfismo cualquiera de anillos, f : A — B, se tiene que el niicleo de f es un
ideal de A y que la imagen de f es un subanillo de B. Por lo tanto, por el primer teorema
de isomorfia, f induce un isomorfismo de anillos A/Ker(f) = Im(f). Teniendo esto en cuenta,
llegamos al siguiente resultado:

Proposicién 1.1.2. Sean un anillo A y un ideal suyo a. Existe una correspondencia biyectiva,
conservando el orden dado por la inclusion, entre el conjunto de los ideales b de A que contienen
al ideal a y el conjunto de los ideales b = b/a de A/a, dada por b = p~1(b).

Dada una familia de anillos {A; | i € I}, podemos dotar al producto cartesiano Il;c;A; de
estructura de anillo considerando dos operaciones definidas componente a componente como:

(ai)i + ()i = (a; + b;);
(ai)i X (bi); = (a; ¥ by);
Su elemento uno es 1 = (1;); siendo 1; € A; el elemento uno de cada anillo A;.
Para cada indice j € I definimos:
aj: Aj — ILicrAi,  aj(z) = (2d;5);, siendo d;; = {(1)1:21 ssiij:éii
Bj i WierAi — Ay, Bj((a)i) = a;

a; es un homomorfismo de grupos inyectivo. Nétese que no es homomorfismo de anillos salvo
que [ sea unitario.

B; es un homomorfismo de anillos.

Llamamos producto directo de la familia de anillos {A; | i € I} al par (I, A;, {Fi | i € 1}).
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CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

Proposicién 1.1.3 (Propiedad universal del anillo producto). Dado un anillo B y una
familia de homomorfismos de anillos {f; : B — A; | i € I}, existe un inico homomorfismo de
anillos f : B — Il;c;A; tal que f; = ;o f.

‘ ,
f\

Y
e A 2

A

Proposicién 1.1.4 (Teorema chino del resto). Sean A un anillo, ay,...,a, C A ideales y
la aplicacion definida como sigue:

f+A— 1 AJa;  definida por f(a) = (a+ a;);
Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) Sia;+a; =A para todo i # j, entonces ay -+ @, = a; N---Na,.
(2) f es sobreyctiva si, y solo si, a; + a; = A para todo i # j

(3) f es inyectiva si, y solo si, a;N---Na, =0.

Demostracion.

(1) Procedemos por induccion sobre n. Para n = 2, es cierto. Supongamos que se cumple para
n — 1y demostramos para n. Como a; +a, = Aparai=1,...n—1, tomamos z; € a; e y; € a,
tal que x; + y; = 1. De este modo, x1 -+ - 2,1 = (1 —y1) -+ - (1 — yp_1) = 1 + y para algun
y € a,. Luego (a; -+ - a,_1) +a, = A y por tanto:

(ap-apq)+a,=(a--apq)Na,=(a;N---Na,_1)Na,

(2) Si f es sobreyectiva existe z € A tal que f(z) = (0,...,1,...,0), luego z — 1 € a; y x € j si
i#j.Portanto 1l =z — (v — 1) € a; + a;.

Para el reciproco, si a; + a; = A para i = 2, ...,n, entonces existen z; € a; e y; € a; tales que
xi+y; =1 Tomandox =y; -~ -y, = (1 —21) - - - (1 —x,) = 1 — 2/, para algiin 2’ € a;, luego

f(2") = (1,0,...,0)
( 3 ) Basta tener en cuenta que Ker(f) =a;N---Na,. O

Proposicién 1.1.5. Sea A un anillo distinto del anillo cero. Son equivalentes:
(a) A esun cuerpo.

(b) A no tiene ideales propios, esto es, los unicos ideales de A son el ideal 0 y (1).

(¢) Todo homomorfismo de anillos entre A y un anillo B # 0 es inyectivo.

Demostracion.

(a)=(b) Sea a # 0 un ideal de A. Consideremos un elemento no nulo z € a, que debe ser
elemento invertible en A por ser cuerpo. De esta forma, a O (z) = (1) = A.

(b)=(c¢) Consideremos un homomorfismo de anillos f : A — B. Como B # 0, y el nicleo
de f es un ideal, Ker(f) = 0, por lo que f es un homomorfismo inyectivo.

(¢)=(a) Si consideramos x un elemento no invertible de A, se tiene que (x) # (1) = A y por
lo tanto, el anillo cociente A/(x) no es el anillo cero. De esta forma, como por hipétesis todo
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1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS.

homomorfismo es inyectivo, la proyeccion canénica p : A — A/(x) tiene que ser inyectiva y
su niicleo debe ser 0; luego (z) = 0 y por tanto, x = 0. Es decir, el tinico elemento no invertible
de A es el cero, por lo que se trata de un cuerpo. O

Definicién 1.1.9. Sea p un ideal de un anillo A. Se dice que p es primo si verifica simulta-
neamente las siguientes condiciones: s [M

(i) p# A . d«a\mwb PGA% pavavo m’,v, ')o\om" (P}QA ¥ P"W"-

(ii) Para todo z,y € A, si xy € p, entonces o bien x € p, o bien y € p.

Definicion 1.1.10. Sea m un ideal de un anillo A. Se dice que m es maximal si verifica
simultaneamente las siguientes condiciones:

(i) m# A

(ii) No existe ningtn ideal a tal que m C a C A.

Sea un anillo A y un ideal primo p. El anillo cociente, A/p es dominio de integridad, pues si
0] = [z][y] = [xy] = 2y +p = zy € p, y por tanto, o bien [z] = [0], o bien [y| = [0]. Esta
misma cuenta sirve para ver el reciproco.

Sea un anillo A y un ideal maximal m. El anillo cociente, A/m es un cuerpo, pues por la
Proposicién 1.1.2, el homomorfismo p~! respeta el orden de inclusién para los ideales, y por
tanto los tinicos ideales de anillo cociente son el 0 y el (1). Un argumento similar nos da el
reciproco. Resumimos esta informacion en las siguientes afirmaciones:

e p es primo <= A/p es un dominio de integridad.

e m es maximal <= A/m es un cuerpo.

Debido a esto, todo ideal maximal es primo, pero el reciproco no es cierto en general. Ademsés,
el ideal 0 es primo si, y solo si, A es un dominio de integridad.

Consideremos un homomorfismo de anillos f : A — B. Si tenemos un ideal primo ¢ en B,
entonces f~!(q) es un ideal primo de A, pues A/f'(q) es isomorfo a un subanillo de B/q que
no tiene divisores de cero por ser q primo. Sin embargo, si m es un ideal maximal de B, lo tinico
que puedo asegurar de f~(m) es que es un ideal primo de A.

Ejemplos.
(1) SeaKl|zy,...,z,] el anillo de polinomios en las indeterminadas {x, ..., z,,} sobre el cuerpo
K. Todo polinomio irreducible f de K[z, ..., z,] genera un ideal primo (f) de este anillo.

(2) En Z, todos los ideales generados por un primo p € Z son maximales pues el anillo

cociente Z/(p) es un cuerpo. ]
mvyv
(3) En un dominio de ideales principales todo ideal primo no #eial es maximal. En efecto,

si para x € A se tiene que (x) # 0 es un ideal primo tal que (x) C (y), entonces
r € (y) = x = yz para algin z € A, por lo que yz € (x) pero como y ¢ (x), debe
ocurrir z € (r) = z = xt para algtin t € A. Podemos escribir entonces x = yz = yxt, de
forma que yt =1 y por lo tanto concluimos (y) = 1.

Por ejemplo, si K es un cuerpo, entonces K [x] es un dominio de ideales principales, donde
sus ideales primos, y por tanto maximales, son de la forma (f(z)) siendo f(z) irreducible.
Para més indeterminadas, el anillo de polinomios K [z, ..., z,,] no es un dominio de ideales
principales.

Teorema 1.1.1. Todo anillo A no trivial tiene, al menos, un ideal mazimal.

Demostracion.



CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

Consideremos I' el conjunto de todos los ideales de A distintos del ideal txdal A. La inclusion
induce un orden parcial en dicho conjunto y ademds es no vacio pues 0 € I'. Sea (a;); una
cadena de ideales en T', esto es, (a;); conforma un subconjunto totalmente ordenado dentro de
I'. El conjunto a = U;a; es un ideal pues la unién de una cadena de subgrupos es un subgrupo
y ademés a absorbe el producto (si @ € a = a € a; para algin indice i, y al ser a; un ideal,
para todo x € A se tiene que xa € a; = za € a). El ideal a es un elemento de I', pues 1 ¢ a
debido a que 1 ¢ a; para todo indice i. Hemos encontrado por tanto una cota superior para
toda cadena del conjunto I' por lo que podemos aplicar el lema de Zorn para deducir que I'
tiene un elemento maximal. O]

Corolario 1.1.1. Todo ideal a # (1) de un anillo A estd contenido en un ideal mazimal de A.
Corolario 1.1.2. En un anillo A, todo elemento no invertible pertenece a un ideal mazimal.

Proposicién 1.1.6. En todo anillo A, las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) Sipy,....,pn C A son ideales primos y a C A es otro ideal tal que a C U p;, entonces se
tiene que a C p; para algun i.

2 SZ a,...,a, C A son ideales - A es ideal prz'mo tal que " a; - 5 entonces a; -
= ?J p = =1 p p
para dlgdn 1. SZ p = ?_laz‘, entonces p = a; para alqdn 1.

Demostracion.

(1) Procedemos por induccién sobre n. En el caso base n = 1, el resultado es evidentemente
cierto. Supongamos cierto el resultado para n — 1 y veamos que se cumple para n, para lo
cual razonamos por reduccién al absurdo. Si a ¢ p; para todo indice ¢ = 1,...,n, entonces
a §Z prU---Up;1 Upipg U---Up, (pues en caso contrario aplicariamos la hipétesis de
induccién y habriamos terminado). De esta forma, para cada indice i, debe existir un elemento
r;€a\ptU---Upi 1 Upipi U---Up,. Siz; ¢ py, llegamos al absurdo a € U, p;, por lo que
x; € p;. Considerando el elemento y = > ; x1 -+ - T;_1%;4+1 - - - T, NOs damos cuenta de que y € a
pero que y ¢ p; para todo ¢ = 1,...,n, por lo que llegamos al absurdo a ¢ U, p;.

(2) Procedemos por reduccién al absurdo. Si a; € p para todo i = 1,...,n, entonces ha de
existir z; € a; tal que z; ¢ p para cada indice i. De esta forma, [T, z; € [T, a; € N, a;, pero

al ser p ideal primo, [[, z; ¢ p, llegando as{ al absurdo N a; & p.
Mu vO
Sip = N,a;, entonces p C aﬂf: 1,...,n y realizando el mismo razonamiento anterior,

deducimos p = a; para algin indice 1. O]

Definicién 1.1.11. Un anillo A se dice local si tiene un tnico ideal maximal y semilocal si
tiene un numero finito de ideales maximales.

Equivalentemente, se puede definir anillo local como aquel en el que los elementos no invertibles
conforman un ideal.

Dado un anillo local A con ideal maximal m, el cuerpo A/m se llama cuerpo residual de A.

Noétese que todo cuerpo es un anillo local (su ideal maximal es 0), sin embargo, el reciproco no
es cierto. Como contraejemplo basta considerar el anillo Z/(4) = {[0],[1],[2], [3]}, el cual no
es un cuerpo pero tiene un tnico ideal maximal, ([2]). Es més, si p € N es primo y n € N, el
anillo Z/ (p™) no es un cuerpo, pero se trata de un anillo local con ideal maximal ([p]).

Proposicién 1.1.7. Sea A un anillo y m # (1) un ideal de dicho anillo. Entonces las siguientes
afirmaciones son ciertas:



1.2. EXTENSION Y CONTRACCION DE IDEALES.

(1) Sitodo elemento x € A\ m es invertible, entonces A es un anillo local y su unico ideal
mazimal es m.

(2) Sim es mazimal y todo elemento x € 14+ m es invertible, entonces A es un anillo local.

Demostracion.

(1) Todo ideal propio de A esta formado por elementos que no son invertibles, por lo que debe
de estar contenido en m.

(2) Si demostramos que cualquier x € A\ m es invertible, aplicando ( 1) obtendriamos el
resultado buscado. De la definicién de ideal maximal se sigue que m + Az = A, por lo tanto,
existen m € m e y € A tales que m + yxr = 1, de lo que deducimos yr =1 —m = zy €
1+ m = xt es invertible y por tanto x es invertible. O]

1.2 Extension y contraccién de ideales.

Sean Ay B dos anillos y sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Es claro que, en general,
la imagen de un ideal no es un ideal (como contraejemplo basta considerar el homomorfismo
inyeccién i : Z — Q). Sin embargo, si b C B es un ideal del segundo anillo, f~(b) C A es
siempre un ideal del primer anillo (sia € Ay z € f~(b), entonces f(a) € By f(z) € b, al ser
b un ideal, tenemos que f(a)f(z) = f(ax) € b, y por tanto, ax € f~!(b)). Este hecho motiva
las siguientes definiciones:

Definicion 1.2.1. Sean a y b ideales de los anillos A y B respectivamente y sea f : A — B un
homomorfismo de anillos. Definimos la extension del ideal a C A como el ideal de B generado
por f(a), al que notaremos a. Andlogamente, definimos la contraccién del ideal b C B como
el ideal f~1(b) C A, al que notaremos b°.

Notemos que si a C A es primo, a® no tiene por qué ser primo (como contraejemplo tomemos
el homomorfismo inclusién I : Z — Q y consideremos cualquier ideal propio a # (0), entonces
a® = Q, que no es primo). Sin embargo, si b C B es un ideal primo, entonces b¢ es ideal primo
(sizy € f71(b) = f(zy) = f(z)f(y) € b, como b es primo, o bien f(z) € b o bien f(y) € b,
en cualquier caso, f~!(b) = b® es primo).

Proposicién 1.2.1. En las condiciones de la definicion anterior (1.2.1) se tiene que:

(1) aCa Yy b D b

( 2 ) bc — bcec y a¢ = qgece

(3) El conjunto C = {a | a® = a} es el conjunto de los ideales contraidos en A y el conjunto

E ={b | b = b} es el conjunto de los ideal extendidos en B. Ademds, la aplicacion
f: C — E definida como f(a) = a° es una biyeccion y su reciproca queda definida como

17(6) = b

Demostracion.

(1) Consecuencia inmediata de la definicion.

(2) Ocurren simultdneamente las dos inclusiones de (1) anteriores.

(3) Si a es un ideal contraido en A, entonces existe un ideal b en B de forma que:
4 — b° — poeC — g€

Anélogamente obtenemos la expresion general de los elementos de E. O
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CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

Proposiciéon 1.2.2. Sea un homomorfismo de anillos f : A — B, donde A y B son dos
anillos con ideales a;,a0 C A de A y by, by C B de B. Entonces se verifican:

(1) (a1 +a)® =af+a§ Yy (b1 + b2)¢ D b + bS
) ( Yy (by Nby)¢ = by N bg
) (a1a2)¢ = afag Yy (b1b2)¢ O bSbs

) ( y (b1 bg)® C (b :bS)

1.3 Localizacion.

Definicién 1.3.1. Sea un anillo A. Un subconjunto ¥ C A es multiplicativo si es cerrado para
el producto y contiene al elemento uno, es decir, si cumple simultdneamente las condiciones:

o (
(i) Siz,y € X, entonces xy € X. " nook demento coro
(ii) 1 e X.
(iii) 0 ¢ X
Sea un anillo A y un subconjunto multiplicativo de dicho anillo ¥ C A. Podemos establecer en
A x ¥ una relacién de equivalencia como sigue:?

(a1, 1) = (ag, $2) si existe t € X tal que t(ayss — ags;) =0

Podemos dotar al conjunto cociente (A x )/ = de estructura de anillo considerando las ope-
raciones suma y producto definidas como sigue:

(a1,51) + (ag, s2) = (a152 + assy, $152)

(a1,31) : (a2, 32) = (a1a27 5182)

En este anillo, el elemento cero es (0,1) y el elemento uno es (1,1).

El anillo ((A x X)/ =, +, ) se conoce como el anillo de fracciones? de A respecto de X. Para
simplificar la notacién, a partir de este momento representaremos este anillo simplemente por
1A, A su vez, representaremos el elemento (a, s) como <.

La aplicacién Ay 4 : A — X7'A definida por Ag4(a) = ¢ es un homomorfismo de anillos,

conocido como homomorfismo canonico. El nicleo de este homomorfismo es:

Ker(Ax 4) = {a € A| existe s € ¥ para el cual g

Este homomorfismo es inyectivo si, y solo si, X no tiene-divisores de cero. En efecto, si Ay, 4 es
inyectivo y s € X es un divisor de cero, entonc iste un elemento no nulo 0 # = € A de forma
que sz = 0, por lo que Ay 4(z) =0 “4 no es inyectivo, lo cual supone una contradiccién
con la hipdtesis inicial. Por otro lado, si ¥ no tiene divisores de cero y Ker(Ax 4) # 0, entonces
existe x € A tal que xs = 0 para algiin s € X, es decir, s € ¥ es divisor de cero, lo cual se
contradice con la hipotesis de partida.

INétese que esta construccién es valida para cualquier anillo, no solo para dominios de integridad. Si no
incluyésemos t al definir la relacion de equivalencia y 0 ## a € A fuese un un divisor de cero tal que as = 0 para
as 0

algin s € 3, entonces § = %% = = = %, llegando asi a la contradiccién 0 # a = 0.

2S8i 0 € ¥, entonces todos los elementos estarfan relacionados entre si, por lo que el anillo de fracciones
resultante seria el anillo trivial.
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1.3. LOCALIZACION.

Teorema 1.3.1 (Propiedad universal del anillo de fracciones). Dado un anillo A y un
subconjunto multiplicativo ¥ C A, para todo homomorfismo de anillos f : A — B que lleve

elementos s € X en elementos invertibles f(s) € B, existe un unico homomorfismo de anillos
f:X'A— B, tal que f = f'oAg 4.

Demostracion. En caso de existir, todo homomorfismo f’: ¥7*A — B debe de cumplir:

(@)= (D= (G0 =GN =)

Imponiendo ahora que f' oAy 4 = f, obtenemos:

P = (5 (7 (3) =7 Cua@) 7 Onalo) ™" = fl@)1()

Luego el inico homomorfismo que cumple las condiciones es f’ (“) = fla)f(s)™". O

s

Corolario 1.3.1. Sea A un anillo y un subconjunto multiplicatz’vo Para todo homo-
morfismo de anillos f : A — B wverificando simultaneamente:

(1) Para todo s € X, f(s) es un elemento invertible de B.
(2) Si f(a) =0, entonces existe un elemento s € ¥ tal que sa = 0.
(3) Para todob € B existena € A ys € de forma que b= f(a)f(s)L.

Existe un nico isomorfismo f': X "'A — B tal que f = As a0 f'.

k ./
ef Demostracion.

Tan solo debemos comprobar que el homomorfismo f’ definido en el Teorema 1.3.1 es un
isomorfismo. f’ es inyectiva, pues si existe ¢ € X7'A tal que [’ (%) = 0, entonces f(a) =0
t € ¥ tal que at = 0y de esta forma, ¢ = % /' es sobreyectiva pues para cada elemento
be Bexistena € Ay s € X tales que b= f(a)f(s) = f ("’) O

s

Observaciéon. Sea A un anillo y sea X2 el grupo multiplicativo de los elementos invertibles de
A. Siguiendo la construccion anterior, el homomorfismo identidad Id : A — A induce un
isomorfismo f': X 'A — A dado por f' (%) =as L.

Lema 1.3.1. Dado un anillo A y un ideal primo p C A, se tiene que A\ p es un subconjunto
multiplicativo. Bajo estas condiciones el anillo de fracciones (A\p)flA es un anillo local que
se representa como A,. Ademds, su unico ideal maximal es:

PAPI{ZEAPWGP7SEA\P}

Demostracion.

Sin mas que considerar el homomorfismo canénico Aa\p 4 : A — A,, se hace evidente que
pA, = p° = {% €A, | aep,sEA\p} es un ideal de A,. Ademds, si 2 ¢ pA, = b ¢ p,y
por tanto % ¢ pA, es su inverso. Aplicando ahora la Proposicién 1.1.7 concluimos que pA, es
el tnico ideal maximal de A,. O
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CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

Definicién 1.3.2. El anillo de fracciones A, se llama localizado de A en p. El proceso de
pasar de A a A, se conoce como localizacién de A en p.

Ejemplos.

(1) Dado un anillo A, denotamos por ¥, al conjunto multiplicativo de los elementos de A
que no son divisores de cero. El anillo ¥5' A se llama anillo total de fracciones de A.
Ademss, en este caso, el homomorfismo canénico Ay, 4 es inyectivo, y por tanto podemos
identificar A con un subanillo del anillo total de fracciones.

En el caso de que A sea dominio de integridad, ¥y = A\ 0 y el anillo total de fracciones
se llama cuerpo de fracciones de A. El ejemplo por antonomasia es el del anillo de los
enteros Z, el cual tiene al cuerpo de los racionales Q como su cuerpo de fracciones.

Recordamos que, para cada subconjunto multiplicativo > C A, el homomorfismo canénico
Apa A — Y71A es inyectivo si, y solo si, ¥ no contiene divisores de cero. Por este
motivo, 5 A es el mayor anillo de fracciones de A que contiene al anillo A como subanillo.

Dado un dominio de integridad A, se tiene que su anillo de polinomios en las indetermi-
nadas X1, Xo, ..., X;,, que denotamos A [ X1, ..., X,,], es a su vez un dominio de integridad,
y por lo tanto podemos construir su cuerpo de fracciones, que denotaremos A (X1, ..., X,,).

(2) Dado un anillo A y un elemento a € A, podemos construir el conjunto multiplicativo
¥, = {a" | n € N}. Asi, el anillo de fracciones ;' A, que a partir de ahora denotaremos
A,, es el conjunto de todas las fracciones con denominador una potencia de a.

Notese que si a tiene alguna potencia nula, entonces 0 € Y y por tanto el anillo de
fracciones A, es el anillo nulo.

(3) Sea Z el anillo de los niimeros enteros, y consideremos el ideal primo (2). Entonces A
es el anillo formado por todas las fracciones con denominador impar, que se trata de
un anillo local donde su tnico ideal maximal esta formado por todas las fracciones con
denominador impar y numerador par.

Definiciéon 1.3.3. Sea A un anillo, sea ¥ un subconjunto multiplicativo y sea A5 4 el ho-
momorfismo canénico. Para cada ideal a C A, llamamos a a®® la Y-Saturacion del ideal a.
Claramente: Qx\@

aec:{aeAl@SEZtalquesaea}

Proposiciéon 1.3.1. Sea A un anillo y sea X2 un subconjunto multiplicativo. Fxiste una biyeccion
entre los ideales de X' A y los ideales Y-saturados de A conservando el orden.

Ademds, a®¢ = A si, y solo si, aN'X # ().

En particular, existe una correspondencia biyectiva conservando el orden entre los ideales primos
de X7YA y los ideales primos de A tales que tienen interseccién vacia con Y.

Demostracién. Sea b un ideal de ¥ 1A, entonces Ag}A(b) = b® es un ideal Y-saturado de A
(pues b® = b°c), y considerando Ay 4(b¢) = ¢® = b, tenemos que la biyeccién buscada es la que
lleva los ideales contraidos en los extendidos.

Sea a C A un ideal tal que aNY # (). Si z € aN Y, entonces ra € a para todo a € A, y por
tanto, a® = A.

Veamos ahora la correspondencia entre los ideales primos de X 7'A y los ideales primos de A
que no cortan a X:

12



1.4. RADICALES.

Sea p C A es un ideal primo de A tal que pN'Y = (). Si z € p“, entonces existe s € X de forma
que zs € p, por ser p primo y s ¢ p deducimos que = € p. Por tanto p© C p. Por otro lado, la
Proposicién 1.2.1, indica que p C pc“. Por lo tanto p® = p, es decir, todo ideal primo de A que
no corta a X es Y-saturado. La biyeccién anterior entre los ideales Y-saturados y los ideales de
Y71 A es la biyeccién buscada. ]

Corolario 1.3.2. Sea A un anillo y sea p C A un ideal primo. Entonces los ideales primos del
anillo A, estdn en correspondencia biyectiva con los ideales primos de A contenidos en p.

Observacion. Sea A un anillo y sea p C A un ideal primo. Anteriormente hemos demostrado
que pasar de A a A/p elimina todos los ideales primos que no contienen a p y ahora hemos
demostrado que pasar de A a A, elimina todos los ideales primos que no estan contenidos en
p. De esta forma, si q C p son dos ideales primos, localizando respecto de p y proyectando al
cociente A/q, obtenemos un anillo cuyos ideales primos estdan biyeccion y respetando el orden
con los ideales primos entre q y p. En particular, si q = p, localizando y proyectando al cociente
obtenemos un cuerpo, llamado cuerpo residual en p, este cuerpo es el cuerpo de fracciones
del dominio de integridad A/p y el cuerpo residual del anillo local A,.

1.4 Radicales.

Definicién 1.4.1. Dado un anillo A, llamamos nilradical de A al conjunto de todos los
elementos nilpotentes, es decir, el conjunto de los elementos de A con alguna potencia nula.
Representamos el nilradical de A como Nil(A).

Noétese que para todo anillo A siempre existe el nilradical y este es no vacio, pues 0 € Nil(A).

Si Nil(A) = 0, entonces A no tiene elementos nilpotentes distintos del 0, y en este caso decimos
que A es un anillo reducido.

Proposicién 1.4.1. Sea A un anillo. El conjunto Nil(A) es un ideal y el anillo cociente
A/Nil(A) no tiene ningin elemento nilpotente aparte del cero.
Demostracion.

Si x € Nil(A), entonces existe n € N tal que 2™ = 0. Es claro por tanto que para cualquier
y € A, se cumple que (zy)" = z"y™ = 0y™ = 0. Si z,y € Nil(A), entonces existen n,m € N
tales que " = y™ = 0. Aplicando la férmula de Newton:

n+m n+m ) )
e Sl A

i=0 5

n-—+m n-+m n-+m
:< 0 )xOyn+m++< >xnym++< )xn-i-myO:O
n n+m

Esta expresion se anula por ser suma de productos en los cuales uno de sus factores es nulo.
Por lo tanto Nil(A) es un ideal.

Para probar la segunda afirmacion, consideremos un elemento [z] € A/Nil(A). Si [z]" = [2"] =
[0] = 2™ € Nil(A) = 3t € N tal que (z")" =0, y por tanto, = € Nil(A). O

Proposicién 1.4.2. Nil(A) es la interseccion de todos los ideales primos de A.
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CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

Demostracion.
Sea B la interseccion de todos los ideales primos de A. Razonamos por doble inclusion:

Sea = € Nil(A) y un ideal primo p, entonces existe n € N tal que 2" = 0 € p. De la definicién
de ideal primo se deduce que x € p, luego Nil(A) C p. Como esto ocurre para cualquier ideal
primo de A, es claro que Nil(A) C ‘B.

Sea x € A\ Nil(A) y consideremos el conjunto:
I'={a C A|aesideal de A tal que para todo n € N se tiene que " ¢ a}

Este conjunto es no vacio pues 0 € I' y, considerando el orden inducido por la inclusion, toda
cadena (a;); de ideales de I' tiene una cota superior en I" dada por Ua;. Por tanto se cumplen
K]

las hipotesis del lema de Zorn y podemos concluir que existe un elemento maximal p € T'.

Veamos que p es primo. Sean a, b € A elegidos de forma que a,b ¢ p, entonces p+(a), p+(b) ¢ T,
pues contienen al ideal p de forma estricta, y por tanto existen naturales n,m € N tales que
" €p+(a) y ™ € p+ (b). De esta forma, "t € p + (ab), y como p + (ab) ¢ I, se tiene que
ab ¢ p, de lo que deducimos que p es primo.

Hemos visto que si z € A\ Nil(A), entonces existe un ideal primo p C A tal que = ¢ p. Por lo
tanto, x ¢ . De esta forma se tiene que:

A\ Nil(4) C A\ P = P C Nil(A)

Corolario 1.4.1. Sip es un ideal primo de un anillo A, entonces Nil(A) C p.

Corolario 1.4.2. Sean A un anillo y % un subconjunto multiplicativo. Entonces
Nil(X7'A) = X7INil(A)

Demostracion.

Téngase en cuenta que ¥ N Nil(A) = (), pues en caso contrario 0 pertenecerfa a Y. Utilizando
este hecho conjuntamente con la Proposicion 1.3.1, el resultado es inmediato. O

La Proposicién 1.4.2, motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.4.2. En un anillo A, definimos el radical de Jacobson®, que representamos
Rad(A), como la intersecciéon de todos los ideales maximales de A.

Ejemplos.

(1) Si K es un cuerpo, entonces Nil (K) = 0.

(2) Nil(Z) =0.

(3) Si A es un anillo local con ideal maximal m, entonces Rad (4) = m.
(4)

Si A es un anillo y p C A es un ideal primo de dicho anillo. Entonces A, es un anillo local
con ideal maximal pA,. Por tanto, Rad(A4,) = pA,.

(5) Hemos visto anteriormente que Z/(4) es un anillo local, y su tnico ideal primo coincide
con su unico ideal maximal que es ([2]). Por tanto, Nil(Z/(4)) = Rad(Z/(4)) = ([2]).

3El radical de Jacobson también es denotado en algunos textos como Jac(A).
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1.4. RADICALES.

Proposicién 1.4.3. En todo anillo A, se tiene que:

x € Rad(A) si, solo si, para todo y € A, el elemento 1 — zy es invertible en A.

Demostracion.

=) Si 1 — zy no fuese invertible en A para algin y € A, entonces existirfa un ideal maximal
m tal que 1 — zy € m. Como = € Rad(A) C m, sabemos que zy € m de lo que se deduce que
1 € m, llegando asi a un absurdo.

<) Si z ¢ Rad(A), entonces ha de existir un ideal maximal m de A de forma que z ¢ m y por
tanto m + (z) = A. Deben existir entonces m € m e y € A tales que m + zy = 1, pero entonces
1 — zy € m y no seria invertible. ]

Lema 1.4.1. En todo anillo A, son equivalentes:
(a) A esun anillo local.

(b) A\ Rad(A) es el conjunto de todos los elementos invertibles de A.

(c¢) Existe (1) # a C A ideal del anillo, tal que A\ a estd contenido en el conjunto de todos
los elementos invertibles de A.

Demostracion.

(a)=(b) Si A es un anillo local, entonces su unico ideal maximal serd Rad(A), por lo que
A\ Rad(A) seré el conjunto de sus elementos invertibles.

(b)=(c) Basta tomar a = Rad(A).

(¢)=(a) Como A\ a estd contenido en el conjunto de los elementos invertibles de A, todo
elemento no invertible estd contenido en a, por lo tanto a es maximal y todo ideal distinto de A
esta contenido en a. Concluimos entonces que a es el iinico ideal maximal de A, lo que convierte
A en un anillo local. O]

Definicién 1.4.3. Sea a ideal de un anillo A. Definimos el radical del ideal a como el conjunto:

rad(a) ={z € A|In € N,a" € a}

Recordando la Proposicion 1.1.2, si a C A es un ideal de un anillo A, entonces el homomorfismo
proyeccion canénica p : A — A/a establece una biyeccion entre ideales de A/a y los ideales
de A que contienen el ideal a. De esta forma, rad(a) = p~'(Nil(A/a)), por lo que se trata de
un ideal de A que contiene a a. Podemos por tanto escribir:

Lema 1.4.2. Sea a # (1) ideal de un anillo A. Entonces se verifica que rad(a)/a = Nil(A/a)
Corolario 1.4.3. Sea a # (1) ideal de un anillo A. Entonces:

rad(a) = N{p | p es ideal primo de A y a C p}

Propiedades 1.4.1. Sean A un anillo, a,b C A dos ideales y p C A un ideal primo. Entonces
se verifican los siquientes enunciados:

(1) aC rad(a).
(2) SiaCb, entonces rad(a) C rad(b).
(3) rad(rad(a)) = rad(a).

15



CAPITULO 1. ANILLOS CONMUTATIVOS E IDEALES

(4) rad
(5) rad
(6) radp) = plyne __ powk bodo
(7) rad(a

Demostracion.
Por la definiciéon de radical de un ideal son evidentes las primeras 4 propiedades.

(5) De la inclusion ab C anb C a,b se tiene rad(ab) C rad(a N b) C rad(a) Nrad(b). Por
otro lado, es claro que para todo = € rad(a) Nrad(b) existe n € N tal que 2" € a,b, luego
r € rad(anNb) y ademéas x"z™ = z°" € ab, por lo que = € rad(ab).

(6 ) Por la propiedad anterior, rad(p™) = rad(p) = p.

(7) Por la propiedad (1) sabemos que a + b C rad(a) + rad(b) y por ende rad(a + b) C
rad(rad(a) 4+ rad(b)). Por otro lado, si z € rad(rad(a) + rad(b)), entonces existe n € N tal que
z™ € rad(a) + rad(b). Puedo tomar por tanto ™ = a + b con a € rad(a) y b € rad(b), existird
entonces m € N tal que a™ € ay 0™ € b, y de esta forma, aplicando la férmula de Newton,
(z")?™ = z*™ = (a + b)*™ € a+ b, es decir, z € rad(a + b). O

Lema 1.4.3. Sea A un anillo y sea a C A un ideal. Son equivalentes:
(a) a es un ideal radical.

(b) A/a es un anillo reducido.

Demostracion.

(a)=(b)Si(a+a)” =0+ a, entonces a” 4+ a = 0+ a, por lo que a” € a. Como a es un ideal
radical, entonces a” € a implica que a € a, por lo que aa = 0 + a.

(b)=(a) Tomemos 2" € a, entonces 0 + a = a" + a = (a + a)", y como por hipétesis A/a es
reducido, entonces a + a = 0 + a, por lo que a € a. O

1.5 Dimension de un anillo.

Definicién 1.5.1. Sea A un anillo. Una cadena ascendente de ideales primos en A de
longitud n es una sucesién finita de ideales primos distintos de A ordenados estrictamente por
inclusion:

PSP S-S hn

Una cadena ascendente de ideales primos se dice que esta saturada si no existen ideales primos
estrictamente contenidos entre dos términos consecutivos de dicha cadena.

Definicion 1.5.2. Se define la dimension de Krull de un anillo A como el supremo de las
longitudes de las cadenas ascendentes de ideales primos de A, y se denota por dim(A).

Se define la altura de un ideal primo p C A como el supremo de las cadenas ascendentes de
ideales primos de A de la forma:

PoCPm S - Cha=0p
Denotamos la altura de un ideal primo p por ht(p).
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1.5. DIMENSION DE UN ANILLO.

Se define la altura de un ideal cualquiera a C A como el infimo de las alturas de los ideales
primos de A que contienen al ideal a, y se denota por ht(a).

Se define la co-altura de un ideal primo p de un anillo A como el supremo de las longitudes
de las cadenas de ideales primos de A de la forma:

P=poChp & -Chn
Denotamos la co-altura de un ideal primo p por cht(p).
Observacion. Un anillo tiene dimension 0 si, y solo si, todo ideal primo es mazimal.

Observacién. Todo dominio de integridad de dimension 0 es cuerpo. En efecto, si A es un
dominio de integridad, entonces el ideal O es primo, y si ademds A tiene dimension 0, entonces
A no tiene ideales propios, por lo que se trata de un cuerpo. Por otro lado, todo cuerpo tiene
dimension 0. Sin embargo esto no quiere decir que todo anillo de dimension 0 es cuerpo, por
ejemplo Z./(4) tiene un unico ideal primo, por lo que tiene dimension 0.

Observacién. Se puede extender el concepto de dimension de anillos a moédulos como sigue:

Sea A un anillo y sea M un A-mddulo. Se define la dimension de M como:

dim(M) = dim (A/Ann(M))

Teorema 1.5.1. Sea K un cuerpo. Entonces dim(K [X7, ..., X,,]) = n.

Demostracion.

En K [Xj, ..., X,,] podemos considerar la siguiente cadena ascendente de ideales primos:

0C (X1) C(X1,X) T C(Xy,..., Xp)

=

Como la longitud de esta cadena es n, sabemos que dim(K [X7, ..., X,,]) > n.

Para ver que dim(K|[Xy, ..., X,]) < n demostraremos que K[X7, ..., X,] tiene, a lo sumo, n
elementos algebraicamente independientes.

Para cada extension de cuerpos A/K, definimos 7(A) como el maximo de los s tales que existe
un subconjunto {ay,...,as} C A de elementos algebraicamente independientes. Para probar la
desigualdad, demostraremos previamente que si 0 # p C A es un ideal primo y 7(A/p) > s,
entonces 7(A) > s+ 1.

Si 7(A/p) = s entonces existe {ai,...,a;} C A de forma que {@; = a; +p | i = 1,...,s}
es algebraicamente independiente. Ademés, si tomamos 0 # a € p, entonces {ay, ..., as, a} es
algebraicamente independiente. En caso contrario existiria 0 # F' € K[Y7, ..., Ys, Ysi1] tal que
F(ay,..,as,a) = 0 por lo que reduciendo médulo p obtenemos F(ay,...,a5,0) = 0 y al ser
{@; | i =1,..., s} algebraicamente independiente, deducimos que F' (Y7, ..., Y;,0) = 0 y por tanto
Ys1|F, pero si tomamos F irreducible, entonces F' = Y1 y a = 0, contradiccion.

Consideremos ahora 0 = pg C - - - C p; una cadena de ideales primos de K |[Xj, ..., X,,|. Por el

=

resultado anterior sabemos que:

<K[X1,...,Xn]> (K[Xl,...,Xn]> (K[Xl,...,Xn]>
n>r|l————|>r|————| > ->7|——— ] >0
Po P1 P+

Luego n > t, y por tanto dim(K(Xjy, ..., X)) < n. O
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Proposiciéon 1.5.1. Sea A un anillo local con inico ideal maximal m. Entonces:

dim(A) = ht(m)

Demostracion.

Supongamos que ht(m) = n. Entonces no puede existir otro ideal primo, p # m, con altura
ht(p) > n, pues en caso de existir, debe de estar contenido en un ideal maximal, y como m es
el tnico ideal maximal de A, p € m, de forma que n < ht(p) < ht(m) = n, contradicciéon. Por
tanto, todo ideal primo de A tiene altura menor o igual que ht(m) = n, luego dim(A) =n. O

Proposicién 1.5.2. Sea A un anillo y sea p C A ideal primo de A. Entonces:

ht(p) = dim(A,)

Demostracion.

Supongamos que dim(A,) = n. Sabemos por el Lema 1.3.1 que A, es un anillo local con ideal
maximal pA,. Luego dim(A,) = ht(pA,) = n, por lo que existe una cadena ascendente saturada
de ideales primos de A, de la forma:

QEq S S dn=0pA4,

En primer lugar, por la propiedad 1.3.1 sabemos que existe una correspondencia manteniendo
el orden entre los ideales primos de A que no cortan a A \ p y los ideales primos de A,, luego
contrayendo los ideales de la cadena anterior obtenemos una cadena ascendente saturada de
ideales primos de A de longitud n que acaba en p, por lo que ht(p) > n. En segundo lugar,
si existiese en A una cadena ascendente saturada de ideales primos con longitud mayor que
n y terminada en p, sus ideales extendidos determinan otra cadena ascendente y saturada de
ideales primos de A, con longitud mayor que n, lo cual es imposible. Por tanto, ht(p) =n. O

Lema 1.5.1. En un dominio de factorizacion unica, todo ideal primo con altura 1 es principal.

Demostracion.

Sea A un dominio de factorizacién tinica y sea p C A un ideal primo con ht(p) = 1. Como p tiene
altura 1, y todo dominio de factorizacion tinica es dominio de integridad, entonces p # 0, luego
tiene al menos un elemento no nulo 0 # x € p. Como A es un dominio de factorizaciéon tunica,
podemos expresar x de forma tnica como producto de irreducibles, es decir, x = aias...a,, y
como p es primo, alguno de estos irreducibles debe estar a su vez en p; podemos suponer sin
perder generalidad que a; € p. Nuevamente, por ser A dominio de factorizacién tunica, todos
sus elementos irreducibles tienen como unicos divisores el uno y a si mismos, por lo que (a)
es un ideal primo. Teniendo todo lo anterior en cuenta, podemos construir la siguiente cadena
ascendente de ideales primos:

0C (a1) Cp

Por tanto, teniendo en cuenta que ht(p) = 1, se deduce que (a;) = p, luego, p es principal. [

Lema 1.5.2. Sea A un dominio de integridad en el que todo ideal primo es principal. Entonces
A es un dominio de ideales principales.
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Demostracion.

Sea J el conjunto de ideales de A que no son principales. Si J fuese no vacio, se trataria de un
conjunto parcialmente ordenado mediante la relacién de inclusiéon de conjuntos. Consideremos
(1;); una cadena de ideales de J y consideremos I = LlJ]z Si I = (x), entonces x € I; para algiin
indice j, luego I = () C I; = (x) = I = I;, por lo que I; es principal, contradiccién. Como
I no es principal, se trata de una cota para todos los elementos de J, y aplicando el lema de
Zorn, existe un elemento maximal M en J.

M no puede ser ideal primo pues entonces seria principal. Por tanto, existen elementos a,b € A
tales que ab € M pero a,b ¢ M. Asi, M C (M,a) y M C (M,b), y como M es elemento
maximal de J, tanto (M, a) como (M,b) son principales. Supongamos que (M, a) = («) y que
(M,b) = (). De igual forma, M C (M : a), luego (M : a) = (). Asi, M = (M,a)(M : a),
luego es principal por ser producto de ideales principales. Pero esto es una contradicciéon, pues
M es no principal. Por tanto J debe de ser vacio. ]

Teorema 1.5.2. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun dominio de ideales principales y no es cuerpo.

(b) A es un dominio de factorizacion unica de dimension 1.

Demostracion.

(a)=(b) Como A es dominio de ideales principales, es un dominio de factorizacién unica.
Nuevamente, como A es dominio de ideales principales y no es cuerpo, todos los ideales primos
no nulos de A son maximales y por tanto, A tiene dimension 1.

(b)=(a) Para todo ideal primo de A, p C A, se tiene que ht(p) < 1. Si ht(p) = 0, entonces
p = 0, mientras que si ht(p) = 1, sabemos que p es principal por el Lema 1.5.1. Por tanto, todo
ideal primo es principal, y como todo dominio de factorizacién tinica es a su vez un dominio
de integridad, por el Lema 1.5.2, concluimos que A es un dominio de ideales principales, que al
tener dimension 1 no puede ser un cuerpo. O]
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Capitulo 2

Espacios topologicos

2.1 Preliminares de topologia.

En este capitulo fundamentaremos los conceptos topoldgicos que posteriormente apareceran
de manera natural al estudiar el espectro de un anillo como espacio topolégico. De este breve
repaso teodrico, se resaltan los conceptos de cuasi-compacidad, irreductibilidad y conexién. Ter-
minaremos este capitulo estableciendo diversos axiomas de separacion, algunos de los cuales no
seran utilizados posteriormente pero suponen una posible via de ampliacion de este trabajo.

Definiciéon 2.1.1. Un espacio topoldgico es un par (X, .7), donde X es un conjunto y .7
es una familia de subconjuntos de X verificando simultaneamente:

(i) 0, X € 7.
(ii) Dada una subfamilia, {O; | i € I} C .7, entonces 'LeJJOi € 7.

(iii) Dados dos elementos O1, 0, € 7, entonces O N O € 7.

Z se conoce como la topologia de (X,.7). Los elementos del conjunto 7 se les llaman
conjuntos abiertos del espacio topologico (X, .7).

Un subconjunto F' C X se dice que es un cerrado del espacio topolégico (X, 7 ) si X\ F € .
Denotamos por .# al conjunto de todos los conjuntos cerrados. Las propiedades elementales de
los abiertos inducen las siguientes propiedades elementales en los cerrados:

(i) 0,X € 7.
(ii) Dada una subfamilia, {F; | i € I} C .#, entonces 'ﬂIFZ- € 7.
1€
(iii) Dados dos elementos Fi, F; € %, entonces Fy; U Fy € Z.

Se puede definir equivalentemente la nocién de espacio topolégico a partir de las propiedades
elementales de los cerrados y obteniendo las de los abiertos como consecuencia.

Definicién 2.1.2. Sea X un conjunto y sean .77 y 5 dos topologias en X. Se dice que la
topologia 77 es més fina que % si % C 7.

Sea X un conjunto y sea P(X) el conjunto de partes de X. El espacio topolégico (X, P(X)) se
llama espacio topolégico discreto, y P(X) se llama topologia discreta del conjunto X.
Cabe resaltar que la topologia discreta es la topologia mas fina sobre un conjunto dado.

Definicién 2.1.3. Sean X e Y espacios topoldgicos. Una aplicacién f : X — Y se dice que
es continua si para todo abierto O C Y se tiene que f~}(0) C X es abierto.
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Equivalentemente, f es continua si f~!(C') C X es cerrado para todo cerrado C' C X.
Un homeomorfismo es una funcién continua con inversa continua

Definicion 2.1.4. Una base de la topologia de un espacio topolégico (X, 7)) es un subcon-
junto B C .7 tal que todo abierto se puede expresar como unién de elementos de B. Esto es,
para todo abierto O € .7 existe {B; € B|i € I} tal que O = ngi.

Definicién 2.1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea € X. Un subconjunto U C X se
dice que es entorno de z si existe un abierto O € 7 tal que x € O C U.

Observacién. Un conjunto es abierto si, y solo si, es entorno de todos sus puntos.

Definicién 2.1.6. Sea (X, .7) un espacio topoldgico y sea A C X un subconjunto. Se llama
topologia inducida en A por 7 a la familia 94 = {ONA| O € Z}. En estas condiciones
se dice que (A, J4) es subespacio topolégico de (X, 7).

El conjunto de los cerrados de (A, J4) es Fa ={FNA|F € .%}. Asuvez, siB es base de la
topologia .7, entonces el conjunto Bjy = {BNA | B € B} es una base de la topologfa inducida
4. Ademds, las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) Sea O C A.Si O € 7, entonces O € J,.
(2) Sea FC A. Si F € .7, entonces I' € Z|4.
(3) Sea Ae Ty O e Ja Entonces O € 7.

(4) Sea Ae Ty F € %, Entonces F € Z.
Definicién 2.1.7. Sea (X, .7) un espacio topolégico, A C X un subconjunto y x € X. Se dice
que x es un punto adherente del conjunto A si todo entorno de x tiene interseccién no vacia

con el junto A. El conjunto de todos los puntos adherentes de A se llama adherencia o
clausyradg A y se denota como A.

Definicidén 2.1.8. Un espacio topolégico (X, .7) es irreducible si satisface simultdneamente
las siguientes condiciones:

(i) X #0.
(ii) Si 01,04 € T con O; N Oy =, entonces o bien O = ) o bien Oy = .

Esto es, si dos subconjuntos abiertos no vacios cualesquiera tienen interseccion no vacia.

Definicién 2.1.9. Sea (X, .7) un espacio topologico. Un subconjunto A C X se dice que es
irreducible si el subespacio topoldgico inducido (A, Fja) es irreducible.

Proposicién 2.1.1. En todo espacio topoldgico (X, T) se verifican los siquientes enunciados:
(1) Si AC X es un subconjunto irreducible, entonces A es irreducible.

(2) Todo subconjunto irreducible estd contenido en un subconjunto irreducible mazimal.

Definicién 2.1.10. En todo espacio topolégico (X,.7), los subconjuntos irreducibles maxi-
males son cerrados y se denominan las componentes irreducibles del espacio topologico

(X, 7).

Definiciéon 2.1.11. Definimos la dimensién de Krull de un espacio topolégico (X, .7)
como el supremo de las longitudes de cadenas de subconjuntos cerrados irreducibles de X.

Definicién 2.1.12. Un espacio topoldgico (X, .7) se dice que es conexo si la tnica particiéon
por conjuntos abiertos de X es la particion trivial. Esto es, si existen dos subconjuntos abiertos
01,0, € T talesque O, N0y =0y O, U0y = X, entonces O; =0y Oy = X. v Vicewvae.
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2.2. AXIOMAS DE SEPARACION.

Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es disconexo si no es conexo.

Un espacio topolégico (X,.7) se dice que es totalmente disconexo si dados dos puntos
distintos cualesquiera z,y € X existen subconjuntos abiertos x € O, y y € O, tales que

0,N0, =0y 0O, U0, =X.

Noétese que un espacio topologico (X, .7) es conexo si, y solo si, los tinicos conjuntos abiertos y
cerrados al mismo tiempo son X y (.

Definicién 2.1.13. Un espacio topoldgico (X, .7) se dice cuasi-compacto si para cualquier
familia de subconjuntos abiertos {O; | i € I'} cuya unién sea el espacio total, }UIOZ- = X, existe
1€

un subconjunto finito, J C I, de forma que ,LGJJO]- = X.
J

Equivalentemente, se dice que un espacio topolégico X es cuasi-compacto si para cualquier
familia de subconjuntos cerrados {C; | i € I} cuya interseccién es vacia, existe una subfamilia
finita {C} | j € J} con interseccién vacia.

Lema 2.1.1. La union y la interseccion de dos conjuntos abiertos cuasi-compactos son también
cuasi-compactos.
Demostracion.

Sean Y1,Ys, € X conjuntos abiertos cuasi-compactos, por lo que podemos expresarlos como
union finita de abiertos; Y; = U;(O; N'Y;). Por tanto, su unién es:

Y1UYs = (U;(0; N Y1) U(U;(0; NY2)) = U;(0; N (Y1 U Y))
De igual forma, su interseccion es:

YinYs, =(U;(0;NY1)) N (U;(0; N Y2)) = U;(0; N (Y1 N Y2))

2.2 Axiomas de separacion.

Definicion 2.2.1. Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es Ty o de Kolmogorov si para
dos puntos distintos cualesquiera z,y € X, con x # y, existe un abierto O C X de forma que
obienz €Oey¢ O,obienx ¢ OeycO.

Definicién 2.2.2. Un espacio topoldgico (X, .7) se dice que es T} o de Fréchet si para cua-
lesquiera dos puntos distintos z,y € X, x # y, existen subconjuntos abiertos de cada punto
que no contienen al otro, esto es, existen abiertos O, 3 'y O, 3 y tales que y ¢ O, y = ¢ O,

Proposicién 2.2.1. Un espacio topolégico (X, T) es Ty <= Vx € X, el conjunto {x} es
cerrado.
Demostracion.

=) Si el conjunto {z} no es cerrado para todo z € X, entonces X \ {} no es abierto para un
cierto x € X, por lo que existe un punto y € X \ {z} para el cual no existe ningtin abierto tal
que y € O, C X \ {z}, luego el tnico abierto que contiene a y es el espacio total X. Como X
es T1, debe existir un abierto conteniendo a y pero no a x, lo cual supone una contradiccion.
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<) Si para todo « € X el conjunto {z} es cerrado, entonces para cada par de puntos distintos
x,y € X se tienen que X \ {z} y X \ {y} son abiertos cumpliendo las condiciones de espacio
topolédgico de Fréchet. O]

Proposicién 2.2.2. Un espacio topologico (X, T ) es Ty si, y solo si, todo subconjunto finito
de X es cerrado.

Demostracion.

=) Si (X,.7) es T1, entonces {x} es cerrado para todo x € X. Como todo conjunto finito
A estd compuesto por un ntmero finito de elementos, se puede expresar como unién finita de
cerrados:

A={xy,..,x} = N {z;}

1<i<n
<) Para todo = € X, el conjunto {z} es finito, luego es cerrado. Por tanto (X, 7 ) es T;. [

Corolario 2.2.1. Un espacio topoldgico (X, T) es Ty si, y solo si, todo subconjunto A C X
cumpliendo que X \ A es finito, es abierto.

Definicién 2.2.3. Un espacio topolégico (X, .7) se dice Ty o de Hausdorff si para cualesquiera
dos puntos distintos =,y € X, x # y, existen abiertos de cada punto cuya interseccion es vacia,
esto es, existen abiertos O, 3z y O, 3 y tales que O, N O, = .

Proposicién 2.2.3. Sea f : X — Y una aplicacion continua entre dos espacios topologi-
cos X eY. Si X es cuasi-compacto e Y es Hausdorff, entonces f es cerrada, es decir, lleva
subconjuntos cerrados de X en subconjuntos cerrados de 'Y .

Definicion 2.2.4. Un espacio topologico (X,.7) se dice que es TQ% o de Urysohn si para
cualesquiera dos puntos distintos z,y € X, con x # y, existen entornos cerrados C, y Cy, (de z
e y respectivamente) tales que C, N Cy, = 0.

Definiciéon 2.2.5. Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es completamente 75 o com-
pletamente de Hausdorff si para cualesquiera dos puntos distintos z,y € X, x # y, existe
una funcién continua f : X — [0,1] con f(z) =0y f(y) = 1.

Definicién 2.2.6. Un espacio topolégico (X,.7) se dice que es T3 o espacio de Hausdorff
regular si para todo x € X y para todo subconjunto cerrado C' C X tal que z ¢ C, existen
abiertos O, > x y O¢ 2 C tales que O, N O¢ = 0.

Definicién 2.2.7. Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es Tgé, de Tychonoff o comple-
tamente regular si para todo x € X y para todo subconjunto cerrado C' C X tal que z ¢ C,
existe una funcién continua y acotada f : X — R tal que f(z) =1y f(C)=0.

Definicién 2.2.8. Un espacio topoldgico (X, .7) se dice que es normal si para cualesquiera
dos subconjuntos cerrados, C;,Cy C X, con interseccién vacia, C; N Cy = (), existen abiertos
Oc, 2 C1y Og, 2 Cs tales que O¢, N O¢, = 0.

Un espacio topoldgico que sea simultaneamente 77 y normal, se dice que es Ty. Ademas, ser T}
es equivalente a ser normal y de Hausdorff.

Definicion 2.2.9. Un espacio topoldgico (X, .7) se dice que es completamente normal si
todo subconjunto abierto es normal (como subespacio topoldgico inducido).

Un espacio topoldgico que sea simultaneamente 77 y completamente normal se dice que es T5.
Ademas, ser T es equivalente a ser completamente normal y Tj.
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2.2. AXIOMAS DE SEPARACION.

Definicién 2.2.10. Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es perfectamente normal si
para cualesquiera dos subconjuntos cerrados, C;,Cy C X, con interseccién vacia, C, N Cy = (),
existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f~1(0) =C; y f~1(1) = Cy.

Un espacio topologico que sea simultaneamente 7 y perfectamente normal se dice que es Tg.
Ademas, ser Ty es equivalente a ser perfectamente normal y T}.
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Capitulo 3

mleoM“’l’ com

Espectro de un anillo

w,wv

Dado un espacio topoldgico X, existe ury/problema en algebra conmutativa pei determinar
cuando existe un anillo A tal que X sgd homeomorfo a Spec(A) con la topologia de Zariski.
Para resolver este problema, el paso prgvio es realizar un catalogo de las propiedades que cumple
Spec(A) como espacio topoldgico se&én las propiedades algebraicas de A. Esta labor ha sido
realizada por Hochster en numerosos trabajos, entre los que destaca [6].

Nos vamos a restringir a considerar Spec(A) tnicamente con la topologia de Zariski, pero es
también posible considerar otras topologias en Spec(A) para las cuales el problema planteado
por Hochster también se puede estudiar. Ejemplos de estas topologias pueden ser:

1. “Etale topology”.
2. “Patch topology™.
3. “Constructible topology”.

En este capitulo demostraremos que el espectro de un anillo junto con la topologia de Zariski
es un espacio topologico y veremos sus propiedades generales. Posteriormente, estudiaremos
bajo qué condiciones el espectro es irreducible y la relacién entre la conexion del espectro como
espacio topoldgico y la existencia de idempotentes no triviales. Por tltimo, nos centraremos en
el estudio de anillos 0 dimensionales relacionandolos con los anillos regulares.

3.1 Topologia de Zariski.

Definiciéon 3.1.1. El conjunto de todos los ideales primos de un anillo A se llama espectro
de A, y se denota Spec(A).

A su vez el conjunto de todos los ideales maximales de A se llama espectro maximal de A,
y se denota Max(A).

. GUIW\IAV‘\.OS
Proposicién 3.1.1. Sea un anillo A y un %Mﬂm de dicho anillo S C A. Los idestes de

la forma V(S) = {p € Spec(A) | S C p} son los cerrados para la topologia de Zariski en
Spec(A). La familia de todos los cerrados de esta topologia es
wd ot
Jo. lo

Observacién. Cabe resaltar que V(S) = V((S)). M”r deﬂl dkﬁ& fﬂ’
decit 2 7
27 \ weipto » M
\)U?l/\:L) /?699&[(0/4324,,; F‘\W‘f | b”’l"”}wp



CAPITULO 3. ESPECTRO DE UN ANILLO

Demostracion.

(1)0 €%, pues V(A) = 0.

(2) Spec(A) € €, pues V(0) = Spec(A)
(3) La unién finita de cerrados es un cerrado. Basta con probar que dados dos subconjuntos

S1,59 C A, se tiene que:
V(1) UV(Sy) = V(1N Sy) = V(515,)! v Ji
Ve

QMM M\”W\°
Procederemos por doble inclusion: ‘)

Sipe V(S;)UV(S,), entonces o bien Sy C ien So C p. En cuglquier caso, Sy NSy Cp,y
a su Vez,(Sh 5\ C gﬂ(L?Q‘C ~F5 decir, se tiene la cadena de inclyél

V(S UV(S) € Vis\nB)e v

Sip € V(S5152), entonces S155 C p y por la Proposicién 1.1.6, o bien S; C p o bien Sy C p, de
lo que se deduce que o bien S1.5, C SN S, C S C p o bien 519 C S1NSy C Sy C p. Teniendo
esto en cuenta, concluimos V(515;) C V(S; N Sy) C V(S1) UV (Sy).

(4) La interseccién (posiblemente infinita) de cerrados es un cerrado.

Basta probar que dada una familia cualquiera {S; | i € I'} de subconjuntos de A:

NV(S) = V(X S)

el icl

Procedemos por doble inclusion:

Recordamos que Y ,c; S; es el menor ideal que contiene a todos los ideales .S;, con ¢ € I. Por
este motivo, si p € V(X,c;5:), entonces > ;c; S; € p, y por tanto S; C p Vi € I, es decir,
pe ‘Q]V(S")' Se sigue por tanto que V(X;c; 5;) C -QIV(Ii)'

Sip € V(S;), entonces, S; C p para cada indice i € I. Como el menor ideal que contiene a
i€l
todos estos ideales es > ;<7 S;, se tiene que Y ;7 S; C p, y por tanto, p € V (X Si). O

Dado un anillo A, podemos obtener los abiertos de la topologia de Zariski como el conjunto
T ={X(9) |S C A}, siendo X(S) = Spec(A) \ V(5).
De la definicion de los cerrados de la topologia de Zariski nace el siguiente concepto:

Definicién 3.1.2. Sea A un anillo y sea a C A un ideal. Se dice que un ideal es primo minimal
sobre el ideal a si es el menor de los ideales primos conteniendo a a.

Se pueden caracterizar los elementos invertibles y nilpotentes a través de los abiertos de la
topologia de Zariski.

Proposicion 3.1.2. Sea A un anillo y sea a € A un elemento de dicho anillo. Entonces:
(1) X(a) =0 si, y solo si, a € Nil(A).
(2) X(a) = Spec(A) si, y solo si, a es invertible.

INétese que se estd cometiendo un abuso de notacién, realmente deberfamos escribir V' ((S1)(S2)) en lugar
de V(5152), pues estamos identificando subconjuntos de un anillo A con los ideales de A generados por dichos
subconjuntos. Sin embargo esta notacién no causa ninguna ambigiiedad debido a que V(S) = V((5)).
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3.1. TOPOLOGIA DE ZARISKI.

Demostracion.

(1) Si X(a) = 0 entonces a € p para todo p € Spec(A), luego a € Nil(A) por la Propo-
sicién 1.4.2. Por otro lado, si a € Nil(A) entonces por el Corolario 1.4.1, a € p para todo
p € Spec(A), lo cual implica que X (a) = 0.

(2) Si X(a) = Spec(A) entonces a ¢ p para todo p € Spec(A), lo cual junto con el Co-

rolario 1.1.2, implica que a es invertible. Por otro lado, si a es invertible, es inmediato que
X (a) = Spec(A). O

Proposicion 3.1.3. Sea A un anillo y sea a un ideal de A. Entonces V(a) = V(rad(a)).

Demostracion.

Cémo a C rad(a), es claro que V(rad(a)) € V(a). Por otro lado, como vimos en la Proposi-
ci6on 1.1.2, p : A — A/a mantiene el orden dado por la inclusién entre los ideales de A que
contienen el ideal a y los ideales de A/a. Asi, si tomamos p € V(a) obtenemos que 0 C p(p).
A su vez, se demuestra que p(p) es un ideal primo, lo cual junto con el Corolario 1.4.1 implica
que p(rad(a)) = Nil(A/a) C p(p). Por tanto:

p(a) € p(rad(a)) € p(p) = a C rad(a) C p

Luego si p € V(a), entonces p € V(rad(a)), es decir, V(a) C V(rad(a)). O
Corolario 3.1.1. Sean a y b ideales de un anillo A. Son equivalentes:
(a) rad(a) = rad(b).
(0) V(a)=V(b).
Lema 3.1.1. Para todo anillo A se tiene que B = {X(a) | a € A} es una base de la topologia
de Zariski.

Q'\WI\‘\\\ CMUR (COm Xl.aw\ "L CW’]"W\G X [OA)
Demostracion.

Un conjunto es base de una topologia cuando todo abierto puede expresarse como union de
elementos de dicho conjunto. Es facil por tanto demostrar que % es base, pues todo ideal a C A
se puede expresar como a = {aA | a € a}, y por tanto:

X(a)=X (D {ad]aca})=U{X(a)|ac a}

[]

Anteriormente se ha visto que si f: A — B es un homomorfismo de anillos y ¢ C B es un
ideal primo de B, entonces f~'(q) es un ideal primo de A. Es natural por tanto establecer
una aplicacién entre los correspondientes espectros de estos anillos; f* : Spec(B) — Spec(A)

donde f*(q) = f~(q).

Lema 3.1.2. Dado un homomorfismo de anillos f : A — B, la aplicacion anteriormente
definida f* : Spec(B) — Spec(A) es continua.

Ademds, para todo elemento a € A, se tiene que (f*)"1(X(a)) = X(f(a)).

Demostracion.
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Consideremos V' (a) un cerrado de Spec(A). Entonces:

(f)7'(V(a)) = (f)~'({p € Spec(4)) | a C p})
= {q € Spec(B) | f*(¢q) € {p € Spec(A), con a C p}}
= {a € Spec(B) [a C [*(a)}
= {q € Spec(B) | a C f7H(a)}
= {q € Spec(B) | f(a) € q}
=V (f(a))

[
Corolario 3.1.2. Sea A un anillo y a € A un elemento. Entonces el homomorfismo canonico
Az, a0 A — Aq induce un homeomorfismo A5, 4 : Spec(Aq) — X (a).
Demostracion.

Por un razonamiento analogo al realizado en la demostracion del Lema 3.1.2 se prueba que
(A5, 1) " es continua y que A, 4 (X (%)) = X(a).

Veamos de forma constructiva que Ag' 4 : Spec(4,) — X (a) definido como A5! 4(q) = q¢, con
inversa Ay, 4(p) = p° es un isomorfismo:

En primer lugar, dado un elemento xy € p € Spec(A), entonces se tiene:
© As,alzy) =4 € As, a(p).
o Por ser p ideal primo de A, o bien x € p, o bien y € p, de lo que se deduce que: o bien
£ € Ag,,a(p) o bien ¥ € A, a(p).

Sia ¢ p, se tiene que (Ag, a(p)) = p© € Spec(A4,).

En segundo lugar, dado un elemento % - o = 2 € q € Spec(4,), entonces se tiene:
« 2¢q(sinolofuese, -1 =1¢€q=q=(1), lo cual contradice que q € Spec(4,)).

e eq= )‘ii,A(xy) € )\ii,A(CI) = 1y € A%, 4(9).
o Por ser q ideal primo de A,, o bien =% € g, o bien 7 € q, de lo que se deduce que: o bien
r € A5, 4(q), o bien y € A5, 4(q).
Como ¢ ¢ q, se tiene que A3, 4(q) = Ag! 4(q) = q° € Spec(A).

Por lo tanto, A5, 4 es una aplicacién biyectiva (por la Proposicién 1.2.1), continua y su reciproca
es continua, por lo que se trata de un homeomorfismo. O

Corolario 3.1.3. Sea A un anillo y sea a C A un ideal de dicho anillo. El homomorfismo dado
por la proyeccion candénica p: A — A/a induce un homeomorfismo p* : Spec(A/a) — V(a).

Demostracion.

Por un razonamiento analogo al realizado en la demostracion del Lema 3.1.2 se prueba que
(p*)~! es continua y que p*(V[0]) = V(a). Por otro lado, la Proposicién 1.1.2 nos asegura que
la aplicacion p una biyeccion entre los ideales de A que contienen al ideal a y los
ideales de A/a, y por consiguiente, la aplicaciéon inducida p* también.

Por lo tanto, p* £s una aplicacién biyectiva, continua y su reciproca es continua, por lo que se
trata de un hopleomorfismo. O
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Utilizando conjuntamente este corolario y la Proposicion 3.1.2 obtenemos:
Corolario 3.1.4. Spec(A) y Spec(A/Nil(A)) son homeomorfos para todo anillo A.

Lema 3.1.3. El espacio topoldgico Spec(A) con la topologia de Zariski es cuasi-compacto.

Demostracion.

Sea {X(a;) | ¢ € I} una familia de abiertos cuya unién sea Spec(A). Entonces,

UX(a) =X (Z az-> — Spec(A)

tel icl

Por tanto, 37;c;a; = A y podemos expresar 1 = 37, a; donde a; € a; para un conjunto de

indices J C I finito. Asi, X(3;c;a;) = X(A) = Spec(A). O
N U‘.X(.Mj)

Corolario 3.1.5. FEl espacio topoldgico Spec(A) con la topologia de Zariski tiene una base de

la topologia fformada por subconjuntos abiertos cuasi-compactos. Ademds, todo abierto X (a)

es cuasi compacto si, y solo si, es union finita de abiertos cuasi-compactos de esta base.

Demostracion.

Por un lado, en el Corolario 3.1.2 probamos que X (a) = Spec(A), luego X (a) es cuasi-compacto
para todo elemento a € A. Por otro lado, en el Lema 3.1.1 se prueba que {X(a) | a € A} es
una base de la topologia.

Para la segunda parte del corolario, tan sélo hay que tener en cuenta que la unién finita de

conjuntos cuasi-compactos es eempacta y que X(a) = U{X(a) | a € a}. O
cumn - Compoct

Corolario 3.1.6. Sea A un anillo y ¥ C A un subconjunto multiplicativo. El homomorfismo

Apa t A — B7MA induce un homeomorfismo A, 4 : Spec(X7'A) — (X)), donde # (X) =

{p € Spec(A) | pNXE =0} es cuasi-compacto.

Demostracion.

Por un razonamiento analogo al realizado en la demostracion del Lema 3.1.2 se prueba que
(A5 4) 7" es continua y que Aj 4 <X (%)) = X(a).

Por la Proposicion 1.2.1, sabemos que existe una biyeccion entre los ideales contraidos y los
ideales extendidos. Veamos esta biyeccién detenidamente:

Los ideales q € Spec (X7'A) no pueden contener ningin elemento de la forma T conx €3,

dado que, en caso contrario, 7 - % = 1 € g, llegando por tanto a la contradicciéon q = L~ 1A.

Asi, g° = A35'4(q) € Spec(A) y no contiene ningtin elemento de X.

De igual forma, todo ideal primo p € Spec(A) que no contenga ningin elemento de ¥ se puede
extender a p¢ = pu 1A = {% eX'Alaep,se Z}.

Luego, existe un homeomorfismo entre Spec(X71A) y {p € Spec(A) | pNX =0} = # (D).

Ademas, es claro que (X)) = N{X(s) | s € X}, por lo que es interseccion de abiertos cuasi-
compactos, y de esta forma debe de ser necesariamente cuasi-compacto, aunque no tiene por
qué ser abierto.

Por ultimo, cabe resalta que el conjunto .2 (X) es cerrado bajo generalizaciones, esto es,
todo ideal primo p C q, donde q € J# (X), cumple a su vez que p € F# (2). O
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CAPITULO 3. ESPECTRO DE UN ANILLO

Lema 3.1.4. Para todo anillo A, se tiene que Spec(A) es Tp.

Demostracion.
Consideremos dos ideales distintos p,q € Spec(A), con p # q. Si p C g, entonces existe a € q
tal que a ¢ p, luego p € X (a) pero q ¢ X(a). Si p € q, entonces p € X(q) pero q ¢ X(q). U

Proposicion 3.1.4. En todo anillo A, las siquientes afirmaciones se cumplen:
(1) Sean a,b C A dos ideales de A tales que a C b. Entonces V(b) C V(a).

(2) Para todo ideal primo p € Spec(A) se tiene que {p} = V(p).
(3) Un ideal primo m € Spec(A) es mazimal si, y solo si, {m} es cerrado.
(4) Para todo subconjunto Z C Spec(A), la clausura de Z es:

Z ={peSpec(A)| N{q|ge Z} Cp}={peSpec(Ad) | NZ Cp}=V(NZ)

(5) Para todo subconjunto abierto X (a) se tiene que X (a) = V(NX(a)).

Demostracion.
(1) Se deduce de forma inmediata de la definicion de los cerrados de la topologia de Zariski.
(2 ) Procedemos por doble inclusién:

Si q € {p}, entonces todo entorno U de q cumple que U N {p} # (). Distinguimos ahora dos
casos; que p C gy que p € q. En el primer caso, q € V(p) por definicién. En el segundo caso,
X(p) es un abierto para el cual p ¢ X(p) y q € X(p), pero entonces X (p) es entorno de q y
por tanto (p) € X (p) llegando asi a una contradiccién.

Siqe V(p) = {t € Spec(A) | p C t}, entonces p C q. Si supongamos que q ¢ {p}, entonces
existe un entorno U de q tal que UN{p} = 0, y por tanto, debe existir un abierto X (a) (donde
a C A es un ideal) de forma que q € X (a) CU y que X(a) N {p} = 0. Asi:

p¢g X(a)=aCp
geX(a)=adq

Luego llegamos a la contradiccion p ¢ gy la tnica hipétesis realizada debe ser falsa, es decir,
q € {p}
(3) Se deduce de forma inmediata de la afirmacién ( 2 ) anterior.

(4) Como para todo q € Z se tiene que {q} = V(q), se tiene que:

Z=U{{a} lacZ}=u{{a} lac Z} =U{V(q) |qec Z} =V(NZ)

3.2 Puntos genéricos. Espectro irreducible.

Debido a los resultados Corolario 3.1.3 y Corolario 3.1.4, es logico plantearse cuando existe un
ideal a tal que V' (a) = Spec(A). Para ello, primeramente realizamos la siguiente definicién:

Definicién 3.2.1. Sea A un anillo. Se dice que un ideal primo p € Spec(A) es un punto
genérico del espectro de A cuando V(p) = Spec(A).
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3.2. PUNTOS GENERICOS. ESPECTRO IRREDUCIBLE.

Lema 3.2.1. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Spec(A) es irreducible.

(b) X(a)NX(b) # 0 para cualesquiera abiertos basicos no vacios X (a), X (b) C Spec(A).
(¢) Nil(A) es un ideal primo (y por tanto se trata del unico ideal primo minimal de A).
(d)

Spec(A) tiene un punto genérico.

Demostracion.
(a)<(b) Es consecuencia inmediata de la definicién de espacio topoldgico irreducible.

(a)=(c) Supongamos que existen a,b € A\ Nil(A4) de forma que ab € Nil(A). Es claro que
a y b son no invertibles, luego por la Proposicién 3.1.2, sabemos que X (a), X (b) # Spec(A).
Sip € X(a) N X(b), entonces a,b ¢ p, pero como ab € Nil(A), existe n € N de forma que
(ab)™ =0 € p, por lo que o bien a € p o bien b € p, lo cual es una contradiccion.

(¢)=(a ) Supongamos que existen dos abiertos basicos no vacios X (a), X (b) C Spec(A) tales
que X (a)NX(b) = (). Para cada p € X(a) se tiene que b € p y viceversa. Por tanto a,b ¢ Nil(A).
Como Nil(A) esta contenido en todo ideal primo de A, se deduce que a,b ¢ Nil(A) y como por
hipétesis el nilradical es primo, entonces ab ¢ Nil(A). Asi, Nil(A) € X (ab) = X (a) N X (b) = 0,
lo cual es una contradiccion.

(¢)<(d) Es claro que p € Spec(A) es un punto genérico si, y solo si, p = Nil(A). O

Lema 3.2.2. En todo anillo A se cumplen los siguientes enunciados:
(1) Sea Y C Spec(A) un subconjunto cerrado de la topologia de Zariski. Se tiene que Y es
irreducible si, y solo si, existe p € Spec(A) tal que Y =V (p).

(2) Las componentes irreducibles de Spec(A) son los subconjuntos cerrados de la forma V (p)
con p un ideal primo minimal.

Demostracion.

(1) Utilizando conjuntamente el Lema 3.2.1 y el Corolario 3.1.3, obtenemos que un subconjunto
cerrado Y = V/(a) es irreducible si, y solo si Spec(A/a) es irreducible, lo que a su vez implica
que Nil(A/a) = p(rad(a)) es un ideal primo. De esta forma, rad(a) € Spec(A) y es tal que
Y =V(a) = V(rad(a)).

(2)SiY C Spec(A) es una componente irreducible, entonces es un cerrado y existe p € Spec(A)
tal que Y = V(p). Si p no fuese primo minimal, existiria otro ideal primo q C p de forma que
V(p) C V(q), lo cual es una contradiccion con la maximalidad de Y = V(p).

Si p C A es un ideal primo minimal, entonces V(p) es irreducible. Si V(p) no fuese una
componente irreducible, existe otro ideal primo q de forma que V(p) C V(q), luego q C p, lo
cual es una contradiccién con la hipotesis de que p sea ideal primo minimal. O]

Corolario 3.2.1. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) A es de dimension n.

(b) Spec(A) es de dimension n

Demostracion.
(a)=(b) Sea p, C pp—1 C --- C Ppo una cadena ascendente saturada de ideales primos
de longitud n en A. Entonces V(py) C V(p1) C --- C V(n) es una cadena ascendente de

subconjuntos cerrados de Spec(A), que ademas son irreducibles por el Lema 3.2.2.
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Si existiese una cadena ascendente saturada més larga de subconjuntos cerrados irreducibles
V(go) € V(q1) C -+ - C V(qm), entonces q,, C Pr_1 C - -+ C (o serfa una cadena de ideales
primos de A de longitud mayor que n, lo cual es imposible.

(b)=(a) Analogo al razonamiento anterior. O

3.3 Elementos idempotentes. Espectro conexo.

Definicién 3.3.1. Un elemento e € A se dice idempotente si €2 = e.

Proposicién 3.3.1. Sea A un anillo. Entonces, para todo subconjunto Z C Spec(A) los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(a) Z es un subconjunto cerrado y abierto simultdneamente.

(b) Z=V(e) = X(1—e) para algin elemento idempotente e € A.

Demostracion.

(a)=(b) SiZ C A es abierto y cerrado simultdneamente, deben existir ideales a,b C A tales

que Z = V(a) = X(b). De lo que se deducen:

(1) V(@)nV(b) =0, luego V(a+b)=0ya+b=A.

(2) V(a)UV(b) = Spec(A), luego V(ab) = Spec(A) y ab C Nil(A).

Por tanto, existen a € a y b € b tales que a +b =1y ab = 0, lo que implica a? = a. Ademas,

se tiene que V(a) =V (a):

(1) Sipe V(a), entonces a € p, y por tanto p € V(a)

(2) Sip € V(a), entonces a € p. Sisuponemos que p ¢ V(a) = X (b), entonces p € V(b). luego
b € p. Asi llegamos a que 1 =a+ b € p, por lo que p = A, lo cual es una contradiccion
pues p es primo.

Teniendo todo en cuenta, Z = V(a) = V(a) donde a es un elemento idempotente de A.

(b)=(a) Sea e € A un elemento idempotente. Bajo esta condicién V' (e) = X (1 —e), es decir,
se trata de un subconjunto abierto y cerrado simultaneamente. O]

Lema 3.3.1. En todo anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Spec(A) es disconexo.

(b) A tiene elementos idempotentes distintos de 0 y 1.

(¢) A es el producto directo de dos anillos.

Demostracion.

(a)=(b) Si Spec(A) es disconexo, entonces existe una particién no trivial {Oy, Oy}, donde
07 y O4 son abiertos y cerrados al mismo tiempo y debe existir un elemento idempotente e € A
tal que O; =V (e) y Oz = V(1 —e). Ademas, e tiene que ser distinto de 1 y de 0 pues en caso
contrario la particion {V(e), V(1 — e)} seria trivial.

(b)=(c) Siee€ Aesun elemento idempotente distinto de 1 y de 0, entonces todo elemento
a € A se puede expresar como a = ae+a(l —e). Asi, A= Ae+ A(l—e)y AeNA(1 —e) = 0.
Ademés, Ae y A(1 — e) son anillos con elementos neutros e y (1 — e) respectivamente. Asi,
podemos expresar A como producto directo de dos anillos; A = Ae x A(1 —e).
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(¢)=(a) Consideremos B y C anillos tales que A = B x C. Entonces todos los ideales
primos de A son de la forma pg x C' 6 B X pe donde pp y po son ideales primos de B y
de C respectivamente. Asi, Spec(A) = Spec(B) U Spec(C'). Ademés, si llamamos O y O¢
a los elementos cero de B y de C' respectivamente y 15 v 1o a los elementos uno de B y
de C respectivamente, entonces X (14,05) v X (04, 1) conforman una particién no trivial de
Spec(A), por lo que es un espacio topolégico disconexo. n

3.4 Anillos de dimensién 0. Anillos regulares.

Proposicién 3.4.1. En todo anillo A, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Spec(A) es T;.

(b) A tiene dimension 0.

Demostracion.

(a)=(b) Dado un ideal primo p € Spec(A), el conjunto {p} es cerrado, luego p es maximal.
(b)=(a)Siqée {p}, entonces p C qy como la dimensién de A es 0, p es maximal y por tanto
q = p. Luego para todo p € Spec(A), se tiene que {p} = {p} es un cerrado. O
Proposiciéon 3.4.2. En todo anillo A, las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Spec(A) es Ts.

(b) A tiene dimension 0.

Demostracion.
(a)=-(b) Es suficiente recordar que todo espacio T3 es Tj.

(b)=(a) Como A es de dimensién 0, Spec(A) es T;. Consideremos dos ideales primos distintos
p,q € Spec(A), con p # q. Es claro que q ¢ {p} = V(p), por lo que debe existir a € A tal que
q € X(a) y tal que p ¢ X(A). En A, se tiene que para cualquier ¢ € pAp = Nil(A4,) debe
existir n € N tal que % = 0, y por tanto existe s € A\ p tal que a"s = 0. Como a ¢ q, debe
ocurrir que s € q. Por tanto, p € X(s) y q ¢ X(s). Veamos que tienen interseccién vacia:

X(a)NX(s)=X(a")NX(s) =X(a"s) = X(0)=10
]
Definicién 3.4.1. Sea A un anillo. Decimos que a € A es un elemento regular (en el sentido
von Neumann) si existe un elemento b € A tal que a = a?b.

Si todos los elementos de A son regulares, diremos que A es un anillo regular.

Definicién 3.4.2. Sea A un anillo. Decimos que a € A es un elemento m-regular si existe
n € N tal que a” es regular.

Si todos los elementos de A son m-regulares, entonces decimos que A es un anillo w-regular.

Observacién. Si a = a?b, entonces a®> = aa’b = a’ab = a’ab?, luego ab es idempotente.
Ademds, todo elemento regular es w-reqular, y todo anillo reqular es m-regular.

Ejemplos.
(1) Es claro que el producto directo de anillos regulares es un anillo regular.
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(2) Si A esun anillo regular y p C A es un ideal p%o, entonces el anillo cociente A/p es un 7
anillo regular. '

(3) Si A es un anillo regular y f : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces Im(f)
es un anillo regular.

(4) Todo cuerpo es un anillo regular, y todo producto de cuerpos es un anillo regular.

(5) Todo anillo booleano, esto es, en el que todos sus elementos son idempotentes, es un
anillo regular. Por ejemplo, dado un conjunto cualquiera, su conjunto de partes con las
operaciones suma y producto definidas como la diferencia simétrica y la interseccion de
conjuntos respectivamente, conforman un anillo booleano que es por tanto, regular.

Teorema 3.4.1. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
a) A es reqular.
b) A es un anillo reducido de dimension 0.

Toda localizacion Ay en un ideal maximal m C A, es un cuerpo.

(
(
(¢)
(d) Todo ideal de A es un ideal radical.
(e)

e) A es reducido y todo ideal finitamente generado de A estd generado por un elemento
idempotente.
Demostracion.

(a)=(b) Sia € A es nilpotente, existe un natural n € N tal que a" = 0, y al ser A regular,
también debe existir b € A tal que a = a?b. Asi, a = a®b = a®0* = - - - = a"b""! = 0, es decir,
Nil(A4) = 0.

Por otro lado, todo anillo regular es w-regular, por lo que tiene dimension 0.

(b)=( ¢ ) Para todo ideal maximal m C A, se tiene que A, es un anillo local con ideal maximal
mA y ademaés Nil(A4,) = 0, por lo que se trata de un cuerpo.

(¢ )=(a) Para todo elemento a € A, se tiene que a?A C aA, y para todo ideal maximal m C A
se tiene que a?A, = aAy. Por lo tanto a?A = aA y debe de existir b € A tal que a = a?b.

(c¢)=(d) Basta aplicar el Lema 1.4.3.

(d)=(a) Si todo ideal es radical, (z*) es radical para todo elemento = € A. Pero si (z?) es
radical, entonces = € (x?) y por tanto existe un elemento b € A tal que z = 22b.

(a)=(e) Sea a = (a,b) un ideal de A. Como A es regular, a = a’x y b = b*y para algunos
elementos z,y € A. El elemento e = ax + by — axby es idempotente y ademés (a,b) = (e).

(e )=(b) Supongamos p; C py dos ideales primos de A. Si tomamos un elemento idempotente
e € py \ p1, entonces e(1 —e) € 0 € py, y por tanto 1 — e € p; C ps. Pero esto es imposible
porque entonces ps = A. O

Lema 3.4.1. Sea A un anillo tal que A/Nil(A) es regular, entonces A es m-regular.

Demostracion.

Si a € A entonces [a] € A/Nil(A) es regular y existe b € A tal que [a] = [a]?[b] = [a?}]. De esta
forma, (a — a®b) € Nil(A), por lo que existe n € N tal que (a — a®b)" = 0. Luego existe ¢ € A
tal que a”® — a" e =0, y a” = a"*'¢, lo que a su vez nos permite realizar el siguiente calculo:

a" =a" e =a"ac=a"tat ="’ = =a
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Luego a es m-regular O
Corolario 3.4.1. Todo anillo A de dimension cero es mw-reqular

Demostracion.

A/Nil(A) es un anillo reducido de dimensién cero, por lo que es un anillo regular. Aplicando el
Lema 3.4.1, A es m-regular. m

Lema 3.4.2. Sea A un anillo y sean X (a) y X (b) abiertos bdsicos de la topologia de Zariski.
Si X (a) C X(b), entonces existe n € N tal que a™ € (b).

En particular, si a es un elemento idempotente, entonces a € (b).

Demostracion.

Supongamos que para todo n € N se tiene que a™ ¢ (b). Entonces el conjunto de ideales
F'={cC A|(b) Cc, a” ¢ cVn € N} es no vacio, pues (b) € I'. Este conjunto estd ordenado
parcialmente y si consideramos {¢; |;4 € I} un conjunto de ideales de I' que conforman una
cadena ascendente, entonces U;esc; es un ideal cumpliendo simultdneamente que a” ¢ Uesc;
y que (b) C Userc;, por lo que Ujere; € T es una cota superior para toda cadena ascendente.
Aplicando el lema de Zorn, debe existir un elemento maximal en I', que notaremos por .

Si el ideal p no fuese primo, existiria zy € p de forma, que z,y ¢ p y por tanto, p+(x), p+(y) ¢ I.
Asi, existirian naturales ny, ny € N tales que a™ € p+(x) y a™ € p+(y) pero esto es imposible,
pues entonces a™ " = a™a™ € (p+ ())(p + (y)) C p.

Hemos encontrado un ideal primo tal que p € X (a) perop ¢ X (b), lo cual contradice la hipdtesis

X(a) € X(b). O
Lema 3.4.3. Todo anillo w-reqular es de dimension cero, y por tanto su espectro es Ty y T5.

Demostracion.

Sea A es un anillo m-regular y sea p C A un ideal primo. Para todo a € A\ p, existe n € Ny
b e Atal que a" = a*by a® € A\ p. El elemento e = a™ es idempotente y (a™) = (e), por
lo tanto, 1 —e € p. Asi, A=p+(e) =p+ (a") C p+ (a) y en consecuencia, p C A es ideal
maximal. Como todo ideal primo es maximal, A tiene dimensién 0. [

Teorema 3.4.2. Sea A un anillo. Las siguiente afirmaciones son equivalentes:

(a) A es de dimension 0.
(b) A es m-reqular.

(¢) Spec(A) tiene una base de la topologia formada por conjuntos abiertos y cerrados a la vez.

Demostracion.
(a)<(b) Aplicamos el Corolario 3.4.1 y el Lema 3.4.3.

(b)=(c) Para todo X(a) y para todo a € a existen n € Ny b € A tales que a™ = a*"b, por
tanto e = a™b es idempotente y (a™) = (e). Asi, X(a) = X(e) = V(1 — ¢e) por lo que X(a)
es abierto y cerrado. Por ultimo tenemos en cuenta que podemos expresar todo abierto como
X(a) =U{X(a) | a € a}.
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(¢)=(b) Para todo a € A consideramos X (a) = U{X(a;) | i € I} = X (Z;cr ), que es
unién de subconjuntos basicos de la topologia abiertos y cerrados al mismo tiempo. Llamamos
a =X (Ties o)

Se tiene que a € rad(a), porque en caso contrario existe un ideal primo p tal que a Cpy a ¢ p,
por lo que p € X(a) = X(a), contradiccién. Luego existen ideales a;,, a;,,...,a;, y n € N tales
que a" € Z§:1 a;,. Por tanto:

X(a) = X(a") C X (i aij) — U\, X(a;,) € X(a) = X(a)

Y X(a) es abierto y cerrado simultaneamente por ser unién de abiertos y cerrados al mismo
tiempo. Por tanto existe un elemento idempotente e € A tal que X(a) = V(e) = X(1—e) y por
el Lema 3.4.2 existe m € N tal que a™ € (1 —e)A. Como 1 —e € (a), se tiene que a™ = (1 —e)b
y 1 — e = ac para algin ¢ € A, por tanto:

a™ = (1—e)b=(1—e)*"b=(ac)*b=a*"c*"b

Es decir, a es un elemento m-regular. Como esta construccién se ha realizado para un elemento
a € A cualquiera, A es un anillo 7m-regular. n

Corolario 3.4.2. Sea A un anillo. Spec(A) es Ty si, y solo si A/Nil(A) es un anillo regular.

Demostracion. Basta tener en cuenta que Spec(A) es homeomorfo a Spec(A/Nil(A)) y que
Spec(A) es Ty si y solo si, A es de dimensién 0. O

Proposicién 3.4.3. Sea A un anillo de dimension 0. Entonces todo ideal a finitamente gene-
rado cumple que Ann(a) # 0.

Demostracion.

a C p para algin ideal primo p, que es maximal y minimal por ser A de dimensién 0. Si
a C Nil(A), entonces 0 # a”' C Ann(a) para algtin n > 2. Si por el contrario a ¢ Nil(A),
entonces al considerar la proyeccién canénica p : A — A/Nil(A) obtenemos que p(a) C p(p).
De esta forma, existe z € A\ Nil(A4) tal que p(z)p(a) = p(0), por lo que za € Nil(A). Asi,
0+ z"a"!' ¢ Ann(a). O

Observacion. Todo anillo de dimension 0 es w-regular y por tanto para todo a € A existe un
natural n y un elemento b € A tal que a® = a**b. De esta forma, por el resultado anterior,
podemos tomar 0 # y € Ann(a), y asi, a" = a*b+ 0 = a®b + a"y = a"(a"b + y), luego
1=a"b+y € (a) + Ann(a). Es decir, en un anillo de dimension 0, para todo elemento a € A
se tiene que (a) + Ann(a) = A.

Proposicion 3.4.4. Todo anillo de dimension cero es un anillo total de fracciones.

En particular, todo anillo reqular es un anillo total de fracciones.

Demostracion.

Sea A un anillo de dimensién 0, entones todo ideal primo p C A es minimal y maxjmal)y por

tato el localizado A, es un anillo local con un tnico ideal primo, que es pA,. Asi, Ni (A£ pA,
L/pA, es un dominio de integridad. Por tantgntodo elemento de pA, es nilpgtertt¢ y por

tarto divisor de cero. Ademas, todo elemento de @\ pA, no es divisor de cero.
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Por un lado, todo elemento divisor de cero en el localizado es a su vez un divisor de cero en A,
por lo que U{p | p € Spec(A)} es el conjunto de todos los divisores de cero del anillo A. De esta
forma, 3o = A\ U{p | p € Spec(A)} y Ag,.a es inyectiva. Por otro lado, como todo elemento
no invertible esta contenido en un ideal maximal, se tiene que X es el conjunto de todos los

elementos invertibles, por lo que todo elemento de ¥;'A se puede expresar como § = %71 =
A5, a(as™). De esta forma, As,,4 €s sobreyectivo y A es un anillo total de fracciones. O

Observaciéon. Dado un anillo A, siempre es posible construir el siguiente homomorfismo:
f:A—TI{A/p | p € Spec(A)} definido para componente como f(a) = (a+ p);

Sea f, : A — A/p la proyeccion candnica y sea B, : II{A/p | p € Spec(A)} — A/p definido
como By((a+1p);) = a+p. Por la propiedad universal del anillo producto (1.1.3), f es el unico
homomorfismo tal que f, = B, o f.

A—L11{A/p | p € Spec(A)}

\ lﬁp

Alp

Este homomorfismo f no tiene por qué ser inyectivo ni sobreyectivo. Sin embargo, Spec(A) es
homeomorfo a Spec(A/Nil(A)) y para A/Nil(A), el homomorfismo f que acabamos de definir

stempre es inyectivo.

En el caso de que A sea reqular, tenemos asequrada la inyectividad de f, y ademds, como
todo ideal primo es maximal, A/p es un cuerpo. Luego todo anillo reqular estd inmerso en un
producto de cuerpos. Es mds, si A se tratase de un anillo tfeuglpr y semilocal, entonces por el
teorema esto chino (1.1.4), f es ademds sobreyectiva, pdr lg/ que A es un producto finito de
cuerpod. [ Des|esta forma obtenemos el siguiente resultado:

Proposteion 3.4.5. Si A es un producto directo finito de cuerpos, entonces Spec(A) es finito
y la topologia de Zariski coincide con la topologia discreta.

El reciproco de este resultado no es, en general, cierto. La siguiente definicién nos permitira
clasificar a los anillos en los que la topologia de Zariski coincide con la topologia discreta.

Definicién 3.4.3. Sea A un anillo. Un ideal primo p C A se dice que es un ideal “strongly
prime” cuando para cualquier familia de ideales {a; | i € I} tales que N;cra; C p, existe un
indice ¢ € I tal que a; C p.

Un anillo se dice que es “strongly zero—dimensional” si todo ideal primo es “strongly prime”.

Lema 3.4.4. Todo ideal “strongly prime” es maximal.

Demostracion.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que A es un dominio de integridad y que 0 C A es
un ideal “strongly prime”. Por tanto, si la interseccién de una familia de ideales es 0, uno de
ellos tiene que ser 0, luego existe un tnico ideal minimal principal distinto de 0, que denotamos
(a). Asi, para todo elemento 0 # b € A, se tiene que ab # 0y que (a) C (ab), luego existe z € A
tal que a = abzx, lo que implica que 1 = bx. De esta forma, todo elemento de A distinto de 0 es
invertible, por lo que A se trata de un cuerpo. O

Proposicién 3.4.6. Sea A un anillo y sea p C A un ideal primo. Los siguientes enunciados
son equivalentes:
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(a) p es “strongly prime”.

(b) Para cualquier familia de ideales {a; | i € I} se tiene que (Mier®;)p = Nicr(a;),

Demostracion.

(a)=-(b) Por un lado, siempre se cumple que (N;a;), C N;(a;),. Por otro lado, si p es primo
y 7 € N(a;)p, entonces para todo indice ¢ se tiene que § € (a;), y por tanto (a; : ) € py
Ni(a; : 2) € p. Por tanto T € (M;a;)p.

(b)=(a) Sina; C p, entonces (N;a;), C pA, y por tanto N;(a;), € pA,. Como pA, C A, es
un ideal maximal, existe algin indice ¢ para el cual (a;), C pA, y por tanto a; C p. [

Corolario 3.4.3. En todo anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A es “strongly zero—dimensional’.

(b) Para cualquier familia de ideales {a; | i € I} y para todo ideal primo p C A se tiene que
(Nierai)p = Nier(ai)y

Proposicion 3.4.7. Si un anillo A tiene infinitos ideales maximales, entonces existe un ideal

mazximal conteniendo la interseccion del resto de ideales maximales.

Demostracion.

Supongamos que no existe un ideal maximal conteniendo a la interseccion del resto de ideales
maximales. El siguiente conjunto es un ideal propio de A:

a = {z € A |z no pertenece a un nimero finito de ideales maximales }

Ademas, para cada ideal maximal m’ se cumple que Ny wm C a, luego por hipétesis, a € m'.
Es decir, el ideal propio a no esté contenido en ningin ideal maximal, contradiccion. ]

Proposicién 3.4.8. En todo anillo A son equivalentes:
(a) A esun anillo “strongly zero—dimensional”

(b) A es de dimension 0 y no existe un ideal maximal conteniendo la interseccion del resto
de ideales mazximales.
Demostracion.

(a)=(b) Si A es “strongly zero-dimensional”, entonces todo ideal primo es “strongly prime”,
y por tanto maximal. Es decir, todo ideal primo de A es maximal, luego A es de dimension 0.

Por definicién de anillo “strongly zero-dimensional”, no puede ocurrir que Nyzmm C m'.

(b) Supongamos que M;a; C m, entonces rad(N;a;) € rad(m) = m, y por tanto,
N, rad . Pero rad(a;) es interseccion de ideales primos, que al ser A de dimensién 0,
son es. Asi, para algin indice i se tiene que a; C rad(q;) C m. ]

Corolario 3.4.4. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun anillo “strongly zero—dimensional’”.

(b) A es un anillo semilocal de dimension 0.

Proposicién 3.4.9. Si A es un anillo “strongly zero—dimensional”, entonces Spec(A) es finito
y la topologia de Zariski en Spec(A) es discreta. Ademds, A/Nil(A) es un anillo reqular isomorfo
a un producto finito de cuerpos.
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Demostracion. A es un anillo semilocal de dimensién 0, por lo que para todo ideal p € Spec(A)
se tiene que {p} es un subconjunto cerrado, y Spec(A) es un conjunto finito. Por tanto todo
subconjunto de Spec(A) es cerrado.

Por otro lado, como A es semilocal de dimensién 0, entonces A/Nil(A) es un anillo regular
semilocal, por lo que es isomorfo a un producto directo finito de cuerpos. O

3.4.1 Espectro “strongly zero—dimensional”. Anillos “clean”.

Definicién 3.4.4. El espectro de un anillo se dice que es “strongly zero—dimensional”
(SZD) si para todo cerrado V(a) C Spec(A) y para todo abierto X (b) C Spec(A) tales que
V(a) € X(b), existe un subconjunto V'(e) C Spec(A) abierto y cerrado al mismo tiempo, tal
que V(a) C V(e) C X(b).

Observacién. FEl que un anillo A sea “strongly zero—dimensional” implica que Spec(A) con la
topologia de Zariski sea un espacio topologico SZD. Pero el reciproco no es cierto, por ejemplo,
un producto directo de infinitos cuerpos tiene un espectro SZD, pero no es un anillo “strongly
zero—dimensional”.

Observacién. Ndétese que si Spec(A) es SZD, entonces V(a) C V(e) = X(1 —e) C X(b).
Ademds, V(a+b) =V(a)NV(b) =0, porlo quea+b=A= Ae+ A(1 —e) donde e € a y
(1 —e) € b. Esta idea nos servird posteriormente para caracterizar este tipo de anillos.

Proposicién 3.4.10. En todo anillo A son equivalentes:
(a) Spec(A) es SZD y 1.
(b) Spec(A) es de dimension cero.

Demostracion.
(a)=-(b) Basta aplicar simultaneamente la Proposicién 3.4.1 y el Lema 3.1.3.

(b)=(a) Como Spec(A) tiene dimensién 0, es 77 y tiene una base de la topologia formada por
conjuntos abiertos y cerrados al mismo tiempo, {V'(e;) | @ € I'}. Consideremos un subconjunto
cerrado V' (a) y un abierto X (b) tales que V(a) C X (b). Podemos expresar dicho abierto como
unién de elementos de la base, X (a) = Ujc;V (e;), y por tanto V(a) = Ujes(V(a) NV (e;)) vy
Spec(A) = (UjesV(e;)) U (Spec(A) \ V(a)). Como para todo anillo se tiene que su espectro es
cuasi-compacto, deben existir ji, ..., j; € J tales que:

Spec(A) = (Ui V (e),)) U (Spec(A) \ V(a)

Luego V(a) C UL_,V(ej,) € X(b), siendo Uj,_,V(e;,) abierto y cerrado por ser unién finita de
abiertos y cerrados. O

Proposicién 3.4.11. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Spec(A) es SZD.

(b) Para cualesquiera subconjuntos cerrados disjuntos V(ay),V(az) C Spec(A), existe un sub-
conjunto abierto y cerrado V (e) C Spec(A) tal que V(ay) CV(e) y V(az) NV(e) = 0.

(c¢) SiSpec(A) = X(a1)UX(az), entonces existen V(eq), V(

ey) C Spec(A) abiertos y cerrados
al mismo tiempo, tales que V(e;) C X(a;), V(er)NV(ex) =0

y V(e1) UV (ey) = Spec(A).
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Demostracion.

(a)=(b) SiV(ay)y V(az) son disjuntos, entonces V' (a;) C (Spec(A) \ V(az)). Por hipdtesis
Spec(A) es SZD, por lo que existe V(e) abierto y cerrado simultdneamente tal que V(a;) C
Vi(e) € (Spec(A) \ V(az)).

(b)=(a) Dado un cerrado V(a;), siempre podemos encontrar un abierto X(az) tal que
V(a;) € X(az). De esta forma, V(a;) y (Spec(A) \ X (az)) son cerrados disjuntos, luego por
hipétesis, existe un abierto y cerrado V (e) tal que V'(a;) C V(e) y V(e)N(Spec(A)\ X (az)) = 0.
ASi7 V(Cll) g V(@) Q X(Clg).

(b)=(c) SiSpec(A) = X(a,)UX(ay), entonces (Spec(A)\ X (a;)) N (Spec(A)\ X(az)) =0,y
existe V'(e1) abierto y cerrado tal que (Spec(A)\ X (az)) C V(el) V(e1)N(Spec(A)\X (a;)) = 0.
Por lo tanto, Spec(A) \ X(a;) C X(az) y V(e1) € X(a;). Luego

—

Spec(A) = V(ey) U (Spec(A) \ V(e)) = V(er) U X(ay)

Es decir, Spec(A) = V(e1) U X(az) v V(e1) N X(az) = 0. Asi, por hipétesis, debe existir un
subconjunto abierto y cerrado V' (ez) tal que (X'\V(e1)) C V(ea) y (Spec(A)\ X (a2))NV (e2) = 0.
Por tanto, (Spec(A)\ V(ea)) \ V(e1) v V(ez) C X(az). Es decir, Spec(A) = V(ez) U (Spec(A) \
V(es)) = V(ez) U V(ep). El conjunto V(ez) = V(ez) \ V(e1), junto con V(ep), son conjuntos
abiertos y cerrados en las condiciones pedidas.

(¢)=(a) Dado V(a) C X(b), como Spec(A) = X (b)U (Spec( )\ V(a)), existen V(e1), V (e2)
abiertos y cerrados al mismo tiempo tales que V(e;) C X(b), V(ea) C (Spec(A4) \ V(a)),
V(e1) UV (eg) = Spec(A) y V(er) NV (ez) = 0. Por lo tanto, V(a) = (V(e1) UV (ez)) NV (a) =
(V(er) NV(a)) U (V(e2) NV (a)) =V(e)NV(a)y ademas V( ) C V(e) C X(b). O

Definicién 3.4.5. Un anillo se dice que es “clean” si cada uno de sus elementos se puede

€ (A/a)

Si los idempotentes se elevan médulo cualquier ideal se dice que A es un anillo “exchange”
Proposicién 3.4.12. todo anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun anillo “exchange”.

(b) Para todo elemento a € A existe un idempotente e € A tal quee € Aa y1l—e € A(1—a).

Demostracion.

(a)=(b) Dado a € A, podemos considerar el ideal a = (a — a?)A, y como [a] € (A/a) es
idempotente, por hipdtesis existe e € A idempotente tal que [e] = [a]. Por tanto, e —a € a, y

e € Aa. Por otro lado, se tiene que e — a = (a — a®)k para algin k € A, de lo que se deduce
l—e=1-(a—a*)k—a=1+a*k—ak—a=(1—a)(l—ak) e (1-a)A.

(b)=(a) Para todo ideal a C A, consideramos un idempotente [a] € (A/a). Como por
hipétesis existe un idempotente e € A tal que e € Aay 1 —e € (1 — a)A, se tiene que
e—a=-e(l—a)—a(l —e). Luego e — a es suma finita de productos de aA y de (1 —a)A, es
decir, e — a € aA(1 —a)A = (a — a®)A. Por tanto, [a] = [e] en A/a. O

Proposicién 3.4.13 ([13]). WO anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun anillo “clean’”.

(b) A esun anillo “exchange’.
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Demostracion.

(a)=(b) Para todo a € A existe una descomposicién a = u + e donde u es un elemento
invertible y e idempotente. Dado un ideal a, si [a] € (A/a) es idempotente, entonces a —a? € a,
por lo que:

a>—a=u+e?—(ute)=uw+2uete—u—e=ulut+2e—1)=ula+e—1) (3.1

Asi, [a) = [1 —¢], con 1 — e € A idempotente.

(b)=(a) Para todo a € A existe un idempotente e € Aa tal que 1 —e € A(1 —a) y e € Aa.
Por lo tanto, e = ak para algin k € Ay e = ¢? = ake, por lo que podemos tomar k = ke
sin pérdida de generalidad. De igual forma, existe h € A tal que h = hey 1 —e = (1 — a)h.
Teniendo en cuenta que e(1 — e) = 0, se deduce que hke(l —e) = hk = 0. Luego:

(k—h)(a—(1—e)) = ka—k(1—e)—ha+h(1—e) = ka—ha+h—k(1—e)—he = 1+(1—e)—kh =1
Asi, u = a — (1 — e) es invertible y podemos expresar a = u + (1 — e). O

Teorema 3.4.3. En todo anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun anillo “clean’”.

(b) Spec(A) es SZD.

(c¢) A esun anillo “exchange’.

Demostracion.

(b)=(a) Utilizamos la caracterizacién de espectro SZD dada en el apartado ( ¢ ) de la Pro-
posicion 3.4.11. Sean a;,a; C A ideales tales que Spec(A) = X(a;) U X(az) = X(a; + ap),
entonces a; + ay = Spec(A) y hay elementos a € a; y b € ay tales que a +b = 1. Como A es
“exchange”, existe algin idempotente e € Aa tal que 1 —e € A(1 — a) = Ab. Ademaés se tiene
que X(e)NX(1—e)=0y que X(e) UX(1—e)=Spec(A)

(b)=(a) Volvemos a aplicar la caracterizacion de espectro SZD dada en el apartado (¢ )
de la Proposicién 3.4.11. Dado a € A, tenemos que X(a) U X(1 —a) = Spec(A), y existe
un idempotente e € A tal que X(e) C X(a) y X(1 —e) € X(1 — a) por tanto e € Aa y
1 —ee A(1 —a). Asi, A es un anillo “exchange”.

(a)<(c) Es la Proposicién 3.4.13. O
Corolario 3.4.5. Todo anillo w-reqular es un anillo “clean”.

Demostracion. Todo anillo w-regular es de dimensién 0, por lo que su espectro es SZD y Tj.
Por lo tanto se trata de un anillo “clean”. O]

Gracias al Teorema 3.4.3 podemos dar una condicién mas débil para caracterizar los anillos

Proposicién 3.4.14. En todo anillo A los siguientes enunciado son equivalentes:
(a) A esun anillo “clean’.

(b) Los idempotentes se elevan mddulo cualquier ideal radical.

Demostracion.

(a)=(b) Es evidente.
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(b)=(a) Veamos que Spec(A) es SZD. Dados dos ideales a,b C A, tales que V(a)NV (b) = 0,
se tiene que a4+ b = A, luego existen a € a y b € b tales que a+b = 1. Ademas, como para todo
ideal ¢ C A se cumple que V(c) = V(rad(c)), podemos asumir que a y b son ideales radicales.

Por otro lado, ab = a(1 — a) € aN b, luego [a] es idempotente en A/(a N b), por lo que existe
un idempotente e € A tal que e —a € aNb y por tanto e € a. De igual forma, se tiene que
b)=[1—a]=[1—¢ € A/(anb), porloquel—eechb.

Teniendo todo lo anterior en cuenta se deduce que V(a) C V(e) y V(b) C V(1 —e), y por el
apartado (b ) de la Proposicién 3.4.11, se concluye que Spec(A) es SZD. ]
Definicion 3.4.7. Un anillo se dice que es de Gelfand si todo ideal primo esta contenido en

un unico ideal maximal.

Si A es un anillo de Gelfand, entonces existe una aplicacién p : Spec(A) — Max(A) que lleva
cada ideal primo p en el ideal maxipralque lo contiene p C m

Teorema 3.4.4 ([3, Theorem 2.1))
(a) A esun anillo de Gelfand.

(b) La aplicacion p es continua y cerrada.

g anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:

(¢ ) Spec(A) es un espacio topoldgico normal (no necesariamente Ty).

Ademds, para todo anillo de Gelfand, Max(A) es un espacio topolégico Ty.

Demostracion.

(a)=(b) Sea F un conjunto cerrado en Max(A) con la topologia inducida. Consideremos los
conjuntos F' = NF e [ = N{p € Spec(A) | u(p) € F}. Probaremos que pu~*(F) es cerrado en
Spec(A). Concretamente veremos que V(I) = p~1(F), esto es, si p € Spec(A) tal que I C p,
entonces pu(p) € F.

En primer lugar, veamos que si tomamos q € Spec(A) de forma que ¢ C B = U{m | m € F}
entonces p(q) € F. En efecto, bajo estas condiciones q+ F C B, por lo que existe m € Max(A)
tal que g+ F C m. Como F' C my F es cerrado en Max(A), m € F y como q C m, se tiene

que p(q) = m.

En segundo lugar, vamos a probar que si tomamos p € Spec(A), tal que I C p, entonces debe
existir un ideal primo q contenido en p de forma que q C B, lo cual implica que p(p) € F. Sean
S=A\B, T=A\p,s€SyteT. Comol Cp,existe un ideal primo p’ tal que u(p’) € F
tal que t € p' y s ¢ p’, luego ts ¢ p’. Entonces ts ¢ I y el conjunto ST = {ts | s € S, t € T}
no corta a I, por lo que existe un ideal primo q conteniendo a I disjunto de T'S. Asi, q C By

qCp.

Ademas, si A es de Gelfand, entonces Max(A) es de Hausdorff. En efecto, si m,m’ € Max(A),
entonces el conjunto S = (A\ m)(A\m') debe contener al 0, pues en caso contrario existirfa un
ideal primo p tal que p NS = (), lo cual implica que p C (m N m’). Asi, deben existir entornos
abiertos de m y m’ disjuntos en Spec(A), y por tanto también en Max(A). Nétese que como
es una aplicacién continua entre un espacio cuasi-compacto y un espacio 15, por lo que es una
aplicacion cerrada, es decir, lleva cerrados en cerrados.

(b)=(a) Sea m un ideal maximal. Entonces u~*(m) = {p € Spec(A) | p C m} = B, es
cerrado en Spec(A). Por tanto, si un ideal primo p es tal que (NP,) C p, entonces p C m. Es
decir, todo ideal primo estd contenido en un tnico ideal maximal.
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(a)=(c) Max(A) es de Hausdorff y es cuasi-compacto. Ademads, p es cerrada y lleva cerrados
disjuntos de Spec(A) en cerrados disjuntos de Max(A).

(c¢)=(a) Sean m,m’ ideales maximales distintos. Entonces {m} y {m'} son cerrados disjuntos
de Spec(A). Por lo tanto existen elementos a ¢ my o’ ¢ m’ tales que X (a)NX(a') = X (ad') =0,
es decir, aa’ € Nil(A). Luego m N m’ no puede contener ideales primos, es decir, un ideal primo
no puede estar contenido en dos ideales primos distintos. O

Proposicién 3.4.15 ([1, Corollary 4]). Todo anillo “clean” es de Gelfand.

Demostracion. Si p un ideal primo, entonces A/p es un dominio de integridad “clean”, por
lo que no contiene idempotentes no triviales y todo elemento distinto de 0 es invertible o se
puede expresar como u + 1 para algin elemento invertible u € A. Si tomamos un elemento no
invertible a € A/p, entonces para todo x € A/p se tiene que ax es no invertible, por lo que
debe existir un elemento invertible u € A/p tal que ax = u + 1. Asi, 1 — az es invertible, y
por la Proposicién 1.4.3, se tiene que a € Rad(A). Ademés, (A/p) \ Rad(A/p) es el conjunto
de todos los elementos invertibles de A/p, por lo que se trata de un anillo local. O]

Teorema 3.4.5. En todo anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A esun anillo “clean’”.

Demostradjon.
(a)<(b) Ya demostrado en el Teorema 3.4.3.

(c)e(d) Si A es de Gelfand entonces Max(A) es Ty y por tanto T3. El resultado es claro al
aplicar la Proposiciéon 3.4.10.

(b)<(d) SiSpec(A) es SZD, por la Proposicion 3.4.11 se tiene que Spec(A) es normal, y por
tanto, Max(A) también lo es. Aplicando el Teorema 3.4.4, se deduce que A es de Gelfand.

(d)=(b) p:Spec(A) — Max(A) es continua y Max(A) es SZD, luego Spec(A) es SZD. O

Ejemplos.
(1) Todo cuerpo es un anillo regular, por lo que es m-regular y equivalentemente “clean”, por
lo que ademas es de Gelfand.

(2) Z/(6) es de dimensién 0, luego es m-regular y por tanto “clean” y de Gelfand.

(3) Todo anillo local es de Gelfand. Por ejemplo, Z/(4) es local, por lo cual es de Gelfand.

(4) Todo producto de cuerpos es de Gelfand.

(5) Aplicando la Proposicién 1.1.6, se obtiene que todo anillo con un niimero finito de ideales
primos es “strongly zero—dimensional”, por tanto de dimensién 0 y por tanto de Gelfand.
En particular, todo anillo finito es un anillo de Gelfand.
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Conclusion

Un anillo es una estructura algebraica que, originalmente, tiene un significado aritmético de-
rivado del anillo Z de los niimeros enteros y los anillos de enteros algebraicos, esto es, las
clausuras enteras de Z en las extensiones finitas de Q. En este contexto, los ideales primos son
fundamentales para construir, primero los nimeros (factorizaciéon tnica de enteros) y después
los ideales (factorizacién de ideales en dominios de enteros algebraicos). Otro desarrollo del
algebra conmutativa se produce al parametrizar los espacios algebraicos mediante anillos de
polinomios. Nuevamente, los ideales primos son las piezas indescomponibles con las que formar
los conjuntos algebraicos (conjuntos de ceros de sistemas de polinomios). Ahora, mediante los
ideales primos, aparece un aspecto geométrico y por tanto una nugva 1

permite una representacion grafica de anillos. Estas dos tendenicias no gon excluyentes sino que
al contrario se complementan formando una nueva teoria aritwético-geométrica con amplias

En este trabajo nos centramos e @/ aspecto muy particular de la geometria algebraica sobre
el espectro de un anillo: los axio separacion. Esto se debe a que los anillos con espectros
verificando estos axiomas son sgngillos (son anillos de dimensién 0) y ademads, el estudio y

clasificacion de los mismos es un problema de relevante actualidad.

Otras aproximaciones al estudio del espectro de un anillo como espatio topoldgico son también

posibles y fructiferas, pero exceden los objetivos planteados péra esta memoria. Entre ellas

se encuentran las caracterizaciones de los espacios topologieds que son espectro primo de un
2 44

anillo, otras topologias diferentes de la topologia de Zarfski (“patch topology”, “constructible
topology”, etc) o la construccién de haces sobre eLeSpectro Spec(A).
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