FUNDAMENTOS DE BloLoGiA ApLicADA I - (LpO. EN BioLoGia. CUuARTO CURSO)
Relacion de ejercicios N> 1. Curso 2007-2008.

1. Considera la ecuacion en diferencias

Tpa1 = azp(b— zy)

donde a, b y ¢ son pardmetros reales. Determina los valores de estos parametros para que se
satisfaga cada una de las siguientes situaciones:

i) {1,2,3,...} es una solucion.
it) {1,1,1,1,...} es una solucion estable asintdticamente.
iii) {3,1,3,1,...} es un 2-ciclo.

. Determina, justificadamente, si las siguientes sucesiones pueden ser solucion de una ecuacion
en diferencias:

i) {1,2,4,7,...}.
i) {1,2,3,1,4,...}.
iii) {3,1,2,4,6,3,1,2,4,6,...}.

. Considera la ecuacion en diferencias
P, = P,eM2

i) Calcula las soluciones constantes de la ecuacion.

i1) Estudia la estabilidad de los puntos fijos asociados a las soluciones calculadas en el
apartado anterior.

. Considera la familia de ecuaciones en diferencias
Tnt+1 = ()\ - xn)mn
donde \ es un pardmetro real.

i) Para cada valor de X, ;cudles son los puntos fijos?
it) Para cada valor de A, scomo son los puntos fijos con respecto a la estabilidad?

i11) Realiza un estudio grdfico de la estabilidad cuando el valor absoluto de la derivada sea
wqual a 1.

. Repite el ejercicio anterior para la ecuacion en diferencias

Tpi1 = M1 —z,)x,.



6. Para una cierta especie se ha comprobado que las tasas de fertilidad y mortalidad vienen
dadas por

respectivamente.

i) Determina la ecuacion en diferencias que rige la dindmica de dicha poblacion.
it) Calcula las soluciones constantes de la ecuacion en diferencias obtenida.

iii) Estudia la estabilidad de los puntos fijos asociados a las soluciones constantes calculadas
en el apartado anterior.

i) Haz alguna interpretacion sobre el comportamiento de la especie a largo plazo a partir
de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

7. Para una determinada especie de gamos se considera que P es la proporcion de individuos
que como mdzimo pueden pertenecer a un habitat concreto (esto es, P = 0 indica que no hay
gamos, P =1 indica que no caben mds gamos). Ademds, se ha comprobado que las tasas de
fertilidad y mortalidad son, respectivamente, las siguientes:

fJP)="0-P) y m(P)=1-%+ 2P,

stendo a un numero real comprendido entre 2 y 6.

a) Comprueba, de manera justificada, que la ecuacion en diferencias que rige la dindmica
de dicha poblacion viene dada por la expresion:
a

Py = 5 Pa(l = Pp).

b) Calcula las soluciones constantes de la ecuacion en diferencias obtenida.

¢) Estudia la estabilidad de los puntos fijos asociados a las soluciones constantes calculadas
en el apartado anterior.

d) Haz alguna interpretacion sobre el comportamiento de la especie a largo plazo a partir
de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

8. Para una cierta especie se ha comprobado que las tasas de fertilidad y mortalidad vienen

dadas por
A2 AP
Py— P)— "
J(P) = s v m(P) = s

respectivamente, siendo A > 0 un parametro dependiente de las condiciones del habitat.

i) Comprueba que la dindmica de la especie viene dada por la familia de ecuaciones en

diferencias:
P2 — \P, +2)\?

P24 )2 v

i1) Determina las soluciones constantes para cada ecuacion de la familia.

A>0.

Pn+1:

i11) Para cada ecuacion de la familia, estudia la estabilidad de los puntos fijos asociados a
las soluciones constantes calculadas en el apartado anterior.

i) Haz alguna interpretacion sobre el comportamiento de la especie a largo plazo, segin los
valores de A\, a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.
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Relacion de ejercicios N> 2. Curso 2007-2008.

1. Decide si las siguientes matrices admiten inversa. En caso afirmativo, calcula dicha inversa.

3 3 -4 3 3 —4
M, = 2 -1 2 ; M, = 2 -1 2
-9 —18 26 -3 —6 10

2. Decide, en cada caso, si el vector v es vector propio de la matriz dada:

wa=( 5 0) w=(3) e=(4) w=(0)

7 3 10 1/8 -1
b)A=| 0 34 6 , =1\ 1/8 ], wv= 0
0 —6 71 3/4 0
3. Sea una matriz A € Maoys tal que A\ = 2 y Ay = —3 son sus valores propios con vectores

propios v1 = (1, =2)T y vy = (1,0)T respectivamente. Calcula A.

4. En un modelo de Leslie, X, 11 = LX,, la poblacion estd dividida en tres grupos de edad (G1,
Gs y G3). La matriz de Leslie es

0L 09 02
04 0 0
0 03 0

a) ¢Cudl es la tasa de supervivencia de Gy a Gy ?

b) ;Cudl es la tasa de supervivencia de Gy a G3?

c) sCudl es la tasa de supervivencia de Gy a G3?

d) sCudles son las tasas de fertilidad?

e) Se supone que la poblacidn inicial estd dada por Xy = (10,20,15)T. Calcula la poblacidn
tras dos periodos.

5. Una poblacion se estructura en dos grupos de edad (G y G2). La tasa de fecundidad de G,
es 1’2 y la de Gy es 2°3. Ademds, la tasa de supervivencia para Gi es 0'6. Determina la
matriz de Leslie L para esta poblacion y decide qué ocurrird con la poblacion a largo plazo.
(Sugerencia: método de las potencias)

6. La dindmica de una poblacion, dividida en cuatro grupos de edad, viene dada por la ecuacion
Xni1 = LX,, donde L es una matriz de Leslie con valor propio dominante A = 1’01 y vector

propio dominante v = (2,3,4,1)T.
a) sQué puedes decir sobre el aumento o disminucion de la poblacion total a largo plazo?
b) ;Qué puedes decir sobre la distribucion por grupos de la poblacién a largo plazo?

c) Esboza la pirdmide de edades.



7. Interpreta, desde un punto de vista bioldgico, el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias

0 03 05
Poi=| 04 0 05 |P,.
06 07 0

8. Una determinada planta puede presentar flores de uno de estos tres colores: azul (AA), verde
(Aa) y amarillo (aa). Considera el siguiente programa de polinizacion:
» Las plantas de flores azules (AA) se fecundan con polen de flores amarillas (aa).
» Las plantas de flores verdes (Aa) se fecundan con polen de flores verdes (Aa).

» Las plantas de flores amarillas (aa) se fecundan con polen de flores azules (AA).
Se pide que

a) calcules la matriz de transicion de dicho diseno.

b) sabiendo que la matriz obtenida en el apartado anterior es de probabilidad y ergddica,
Justifiques cudl serd el vector de proporcion para este experimento, esto es, qué propor-
cion de cada color se dard a largo plazo.

9. Considera el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:
0’35 0'52
Pn—H — ( 0/65 0148 ) Pn
a) Plantea una situacion real que se ajuste a esta ecuacion en diferencias.

b) Comprueba, de manera justificada, que el vector v = (4,5)T es un vector propio de la
matriz asociada al sistema.

c) Determina, de manera justificada, cudl es el valor propio asociado al vector dado en b).

d) Sabiendo que la matriz asociada al sistema es de probabilidad y ergddica, haz una inter-
pretacion, para la situacion propuesta en a), de los elementos calculados en los apartados

b)yc).

10. En una poblacion distribuida por edades se observa la siguiente evolucion del nimero de
individuos

| Anio de recuento | 1992 1997 2002 | 2007 |
Crias (0-5 anos) 4260 | 2285 | 1225 | 657
Jovenes (5-10 anos) | 2385 | 1280 | 685 | 367
Adultos (10-15 anos) | 2223 | 1190 | 640 | 343

a) Estima el valor propio dominante de la matriz de Leslie asociada al modelo de evolucion.
b) Estima un vector propio dominante de la matriz de Leslie asociada al modelo de evolu-
cion.

c) Explica, detalladamente, como calcular una matriz de Leslie compatible con la tabla.
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. Determina el retrato de fases para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales autono-
mas.

a) o' =z(7—1x) b) o' =2*7—x) c) o' =z(7—1x)? d) ' =cosx
Estudia, en cada caso, las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio.

. Reconstruye la grdfica de la soluciones de la ecuacion ' = f(x) segin el retrato de fases
dado.

y TR B
b) .'] 3?
0
c) D
0 / 8 10
[ ] [ ) [ ] [ ]

d)
Indica los puntos de equilibrio en cada caso y estudia la estabilidad de dichos puntos.

. Esboza el retrato de fases para los siguientes sistemas correspondientes a modelos de inter-
accion entre especies de tipo antagonismo.

a) a:’:(?)—ac—y)x} b) ¥r=02—-z—-yz } ) I’:(—3+3x—y)x}
y=(0+z-y)y Yy =(-1+2z-y)y y=(0+z-y)y
Realiza un andlisis de los resultados obtenidos.

. Ejercicio andlogo al anterior para los siguientes modelos de competicion.

:(3—2x—y)x} 0 x’:(3—2x—y)x}

%) y’=(3—2x—y)y} ) y=02-z—yly y = (6 -4z —2y)y

. Ejercicio andlogo al primero para los siguientes modelos de cooperacion (mutualismo).

=(—z+yz }

(1422 —vy)y

¥ =(4-2x+yz ¥=(-1—-z+yz x
2 y’=(3+x—3y)y} ) y’=(3+x—2y)y} )y

. Ejercicio andlogo al primero para los siguientes modelos.

= 2—-2)x
Dy = (1-y)y } )



