Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Sesion 4 de practicas: Espacio afin. Movimientos rigidos. Cénicas

Entre otras cosas, en esta sesién de practicas analizaremos la cénica dada por la expresion
322 — 2y + 3y + 2z — 4y +1 = 0. (4.1)

Para poder realizar las graficas de la conica, daremos por supuesto que sabemos que esta cénica
es una elipse. Si no diéramos esto por supuesto, entonces deberiamos analizarla mateméaticamente
y, posteriormente, representariamos las graficas que surgen durante el proceso de analisis.

4.1. Grafica inicial (Sesion4.11.m)

Para pintar la grafica de la cénica, despejamos la variable y en funcién de la variable x. Para
ello, consideramos que (4.1) es una ecuacién de segundo grado en y y tomamos x como pardmetro
(esto es, “constante”). Asi,
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Para que y tome valores reales, necesitamos que
1—2z—8z2 >0,

lo cual es cierto si, y sélo si, € [—0.5,0.25]. Para llegar a esta conclusién, tras haber calculado
las soluciones de la ecuacién 1 — 2z — 822 =0 (z = —0.5 y 2 = 0.25), consideramos los intervalos
] — 00, —0.5], [=0.5,0.25] ¥ [0.5, +00[ y vemos en cudles de ellos se cumple la desigualdad anterior.

Concluimos que, para representar nuestra cénica, tenemos que pintar las graficas de las funciones

242+ V1 —2r—82?

yp () 3 x € [—0.5,0.25],
242 — 1= 27— 822
ym(x) = 27 = B e [-05,0.25).

4.2. Grafica intermedia (Sesion4.12.m)

Para determinar la ecuacién reducida, expresamos matricialmente la ecuacién general (4.1) de

la cénica. @ 1) <_31 —31> G) +(2 —4) (g) +1=0.
A= <_31 _31) :

calculamos los valores propios y vectores propios de la matriz A mediante el comando eig de Octave.
Con este comando obtenemos dos matrices, Py D, de forma que

Después, considerando
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= las columnas de P son vectores propios de A;
= D es diagonal, siendo los elementos de la diagonal principal los valores propios de A.

Observemos que la matriz P obtenida es la matriz de una simetria, pues su determinante es
igual a —1. Esto puede variar si tomamos una ecuacién de partida distinta a la de nuestra practica.
Si queremos que P represente un giro tenemos dos posibilidades.

1. Tomar el producto de matrices PN con N = <_01 (1)>

2. Intercambiar las columnas de P.

Como es de esperar, las columnas de la nueva matriz también son vectores propios de A.

Si seguimos llamando P a la nueva matriz, el cambio de base dado por P nos permite eliminar
el termino en xy de la ecuacién (4.1). En efecto, con el cambio

() =C)

202 + 4yt — V2x1 — 3vV2y, +1=0. (4.2)

llegamos a la expresién

Para pintar la grafica de la nueva elipse, usaremos expresiones generales. Para ello, escribimos
a1z} + agyi + iy + loyr + 1 =0, (4.3)

donde, en nuestro caso, a1, az, ¢; son constantes positivas. Despejando y; en funcién de x; (consi-
derando almf + i1 4 ¢1 como el término independiente),

_ —12 + \/l% — 40,2((11I% + 11171 + Cl)

Y1 25 .

Ahora es necesario que l% — 4a2(a1m% + liz1 + ¢1) > 0, lo cual se verifica (razonado como en la
seccién anterior) si, y sélo si,

—l + \/l% —dajcq + a;?

p)
-l — \/l% —4dayc1 + a;iQ

el =
. 2(11

b

2a1

Concluimos que, para representar la cénica (elipse) dada por (4.2), debemos pintar las graficas
de las funciones

- —12 + \/l% — 4&2(@11’% + lll'l + Cl)
o 2(12

Yip ) f.ElE[

by — /B —day (i + it ¥
Yim = : \/ : a;Ezalxl = Cl)? z1 € I
2

4.3. Ecuacion reducida. Grafica final (Sesion4.13.m)

Operando adecuadamente en (4.2), tenemos que

va\’* 38\ 3
2(%‘1—4) —|—4<y1—2> —gzO
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De aqui, tomando xo = 21 — %, Yo = Y1 — %, llegamos a la ecuacién reducida de nuestra cénica
(elipse),
2 2
L2 Y3
5 + =1. (4.4)

El mismo camino se emplea sobre (4.3) para realizar los cdlculos en general. En efecto, operando
en (4.3),
L\? 12 L \* 12
a |z — | —a1—5 +a — | —as—5+c=0.
1( 1+2a1> 14a% 2(y1+2a2) 24a§+ 1
Por tanto, tomando la traslacién
Tg =21 + ;Tlla

_ l
y2 - yl + 2;27

2 12

p— _ S N 2 184

y notando cs = ¢; — ay 1= — a27%, llegamos a la ecuacion

1 2

2 2 _

a1x5 + asy; + co =0, (4.5)

donde, en nuestro caso, la constante co es negativa (recordemos que ap,as son positivas). Final-
mente, obtenemos la ecuacién reducida

3

(V=) (J=2)

Puesto que (4.5) y (4.6) son expresiones equivalentes, para representar la elipse en su forma
reducida podemos emplear (4.5). Asi, razonando como en las dos secciones anteriores, para obtener
la gréfica de la elipse (en su forma reducida) basta con representar las funciones

=1 (4.6)

a1x§—|—62 C2 Co
Yop =\ ———— TE |y =y =
a2
2
a1ry + co Co Co
y?m:_ I T e - ) - .
ag

4.4. Elementos notables de la cénica (elipse) (Sesions 14.m)

Para acabar, representemos los elementos notables de cada una de las elipses vistas en esta
préactica.

Tomando hy = /=22, ha =, /=22, la ecuacién (4.6) queda
2 2
T2 Y
2= 4.7
TR *.7)

cuyos elementos son
= centro: (0,0);
= vértices en el eje de abscisas: (+hy,0);

= vértices en el eje de ordenadas: (0, +hs);
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= focos: (£h3,0) (donde h3 = h? — h3, pues hy > hy en nuestro caso).

Observemos que (4.5), (4.6) y (4.7) son expresiones de la misma ecuacién, por lo que sus elementos
son los mismos.

Para recuperar los elementos de la elipse dada por (4.3) (en particular, (4.2)), consideraremos
el cambio de coordenadas definido por la traslacién (vista en la Seccién 4.3) de ecuaciones

Finalmente, para obtener los elementos de la elipse dada por (4.1), usamos el giro de la trans-
formacién vista en la Seccién 4.2, esto es,

() =r()

4.5. Complemento: parametrizaciéon de la elipse (Sesion4.15.m)

Si consideramos el cambio

zs3 hy?
Ys = hii)’
entonces (4.7) se transforma en la ecuacién
Ryi=1, (4.8)

que es una circunferencia de radio 1.

Es bien conocido que, para representar (4.8), podemos considerar la parametrizacién de la
circunferencia dada por
x3 = cos(6),
y3 = sen(6),

donde 4 € [0, 27].
Usando de nuevo los cambios de la Seccién 4.3, tenemos que

To = hll‘g = hl COS(G),
Y2 = hayz = hasen(0),

lo cual nos lleva a

xlzxg—z%l:hlcos(ﬁ)——

Y1 = Yo — 2= :hgsem(H)—l—2

2(12

Yy 4 hasen(0) — 52

con 6 € [0, 2], es una parametrizacién de la elipse dada por (4.1).

de donde

Teniendo en cuenta que los pardmetros ai,as,l1,ls, h1, ho se pueden expresar en términos de
los coeficientes de la expresién (4.1), concluimos que se puede representar la elipse inicial mediante
tal parametrizacién. Es decir, dando valores a 6 (entre 0 y 27) obtenemos los pares (z,y) que
representan los distintos puntos de dicha elipse.



