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RESUMEN

La percepcion subjetiva de la aleatoriedad potepde los nifios y adolescentes ha sido
investigada mediante una variedad de tareas deugrigth y de discriminacién de secuencias y
distribuciones aleatorias, describiéndose comoltesku una variedad de sesgos que caracterizan los
razonamiento de los sujetos. Esta investigaciomeg importante para la ensefianza, puesto que los
nuevos curriculos proponen incorporar el estuditbddendmenos aleatorios en la educacion primaria
secundaria. En este articulo comparamos el sigdificle la aleatoriedad para 277 alumnos en dosgrup
de edad (14 y 17 afios), a través de la identificade las propiedades mateméaticas que asocian a las
distribuciones bidimensionales aleatorias y no talés. En consecuencia, sugerimos algunas
implicaciones para la practica docente.

SUMMARY

Subjective perception of randomness in childred adolescent has been researched using a
variety of production and judgement tasks, resglima number of different descriptions for thesgia
that characterise children's performances. Theseareh findings are highly pertinent to didactic
practices, as new mathematics curricula for congpulseaching levels are being proposed that
incorporate increased study of random phenomerthidrarticle we compare the meaning of randomness
for 277 secondary students in two age groups (¥ 1ahyear-olds), through the identification of the
mathematical properties they associate to randadrdaterministic two-dimensional distributions. Some
implications for teaching are then suggested.

INTRODUCCION

Las expresiones “"experimento aleatorio”, "suce$eat@rio”, incluso los
sustantivos el "azar", lo "aleatorio”, aparecen démtuencia, tanto en el lenguaje
cotidiano, como en los manuales escolares. Persigsuficado, al referirse a una
entidad abstracta, no queda univoca y nitidameetterrdinado, lo cual podria crear
dificultades de comprension en los estudiantesstBugie el nuevo conocimiento no se
construye sobre el vacio, sino incorporando la aueformacion a las creencias y
concepciones previas de los estudiantes, la imaestin didactica debe difundir entre
los profesores los resultados de las investigasisnbre las mismas.

En este trabajo analizamos las concepciones gueshudiantes de secundaria
tienen sobre la nocion de aleatoriedad, a partiacé/idades de reconocimiento y
generacion de sucesiones aleatorias de puntosmanel. El interés y la necesidad de
este estudio nos parece claro, ya que la mayoe mhatlos nuevos curriculos de
matematicas de los niveles de ensefianza obligg@yonen intensificar el estudio de
los fendmenos aleatorios.

A pesar de ser el punto de partida en la ensefidazia probabilidad, el
concepto de aleatoriedad no tiene un significadaibe. El analisis epistemoldgico y
psicolégico del concepto muestra que hay una atdictidn aparente, que podria
explicar las dificultades de comprension del misRar. un lado la "aleatoriedad" indica
que cualquier resultado posible podria ocurriropgor otro, no admitimos que un
resultado es aleatorio, si aparece un patron enisho ( por ejemplo, si al lanzar 3
monedas obtenemos 3 caras sucesivas). Ademastdgsetaciones de la aleatoriedad
han sido diferentes a lo largo de la historia, cguseimos de manifiesto en nuestros



trabajos previos sobre el tema (Batanero y SerB9@5, en prensa; Batanero, Serrano
y Green, 1998). A continuaciéon resumimos brevemeste analisis, ya que estos
diversos significados se reflejan en las respuelstamsiestros estudiantes.

Hasta la Edad Media, la aleatoriedad se concelni opuesto a lo causado y el
"azar' se suponia que era la "causa" de los fendgsneaaleatorios. Que esta
interpretacion no es adecuada, se deduce del lhyue hay fenbmenos, como la
teoria cinética de los gases, con leyes conociglas,precisamente son leyes de tipo
aleatorio.

Al comenzar el desarrollo del Calculo de probdhiies, se aplican al concepto
de aleatoriedad las diversas ideas sobre la piladshi comenzando por la
consideracion de aleatoriedad como sindnimo de pegjugbilidad, posteriormente
como fendmeno para el cual las frecuencias rektseaestabilizan a la larga, hasta
llegar a la interpretacion subjetiva (un fendmesooeno aleatorio, dependiendo de
nuestro conocimiento sobre el mismo).

Al final del siglo XIX y comenzar la produccién thblas de numeros aleatorios,
se llegd a la conclusion de que era posible obteeenencias de resultados aleatorios,
incluso con algoritmos deterministas. A partir dgeemomento, se intentaron dar
definiciones formales del concepto, aunque lasrgage definiciones aportadas, por
ejemplo, por Kolmogorov y Von Mises no han estadenéas de criticas, debidas a
problemas filoséficos implicitos en las mismas. fio@derna concepcion sobre la
aleatoriedad, admitida dentro de la estadisticaoasiderar que la aleatoriedad no es
una unica propiedad de los objetos o fendmenos,gie esta integrada por una serie
de modelos que el sujeto aplica para discrimingrsituaciones que considera como
aleatorias Por ejemplo, pensaremos que una moweda cual estamos realizando una
serie de lanzamientos se comporta aleatoriamenta, sicesion obtenida sigue una
serie de modelos, como el teorema de Bernoullidigribucion binomial o la
geomeétrica.

Si la distribucidn obtenida de caras y crucespseta mucho de las proporciones
esperadas (igualdad aproximada de caras y cruoesjderaremos que no hay una
verdadera aleatoriedad. Pero, incluso aunque tabdision de caras y cruces sea la
esperada, esto no basta para que consideremosrial@itexperimento. Cualquiera de
nosotros sospecharia de la moneda si, por ejenfjttm@mos una sucesion del tipo:
C+C+C+C+C+....... C+C+C+, porque esperamos la aparide algunas rachas, si la
moneda se comporta aleatoriamente.

Vemos que el reconocimiento de la aleatoriedadieeg comprobar mas de una
propiedad (en general una serie de modelos) y &n asnprobacion siempre hay
implicito un contraste estadistico, por lo que texla posibilidad de cometer errores,
incluso cuando se aplique un modelo matematico atwm En este sentido, la
aleatoriedad no es una propiedad de los fendmamsagacterizamos como aleatorios,
porque no podemos con seguridad determinar si mdnfeno es o no aleatorio. La
aleatoriedad es pues un conjunto de modelos matamatue aplicamos a diferentes
situaciones porque nos resulta adecuado para jmadeto que nos interesa conocer,
desde el punto de vista didactico, es si los madespontdneos que aplica el alumno en
estas situaciones se corresponden o no con losiattex desde el punto de vista del
calculo de probabilidades. Estos modelos podridemas, variar en los distintos
individuos, o no ser intuitivos por lo cual los @mios no los aplicarian sin una
instruccién previa.



ALGUNAS INVESTIGACIONES PREVIAS

Piaget e Inhelder (1974) pensaron que el desamellla idea de azar en el nifio
es complementaria a la de la relacion causa-efBet@ ellos, sin esta comprension de
la causacion, no hay un marco de referencia parifatar los fendmenos aleatorios.
En consecuencia, hasta la etapa de las operadionesetas, en la que comienzan a
apreciarse los factores que caracterizan los fenéseausados, el nifio no puede
comprender la idea de azar.

Segun Piaget e Inhelder, el azar se consideralaebia interferencia de una
serie de causas independientes y a la "no preSedeidodas las combinaciones
posibles, salvo en el caso en que hubiera un gtanero de repeticiones del
experimento. Cada caso aislado es indeterminachopeevisible, pero el conjunto de
posibilidades puede determinarse mediante un razento de tipo combinatorio, con
lo que se vuelve previsible. A partir de este ranoento aparece la idea de
probabilidad, como razon entre las posibilidades utke caso y el conjunto de
posibilidades. En consecuencia, para Piaget, mdda de azar ni la de probabilidad
pueden ser totalmente comprendida hasta que serraliesael razonamiento
combinatorio, en la etapa de las operaciones fasnalk-14 anos).

Piaget e Inhelder (1974) investigaron la compi@nsjue tienen los nifios de los
patrones que aparecen en las secuencias de resudti@dtorios. Disefiaron para ello un
instrumento que simulaba la caida de gotas deallwdbre las baldosas de un
pavimento. Al preguntar a los nifios donde caer&daiente gota de lluvia, se mostré
una idea de regularidad: los nifios del estadio & & 9 afios) las distribuian
aproximadamente en igual nUmero sobre cada cuadia duadricula. Si la reticula
tenia todos los cuadros con alguna gota, exceptoianro vacio, los nifios colocaban la
gota en el cuadro vacio de modo que se lograseatmdnpuniforme. Al aumentar la
edad, y aparecer el razonamiento proporcional sptacla irregularidad de la
distribucion. Piaget e Inhelder creen que los nid®ssta edad comprenden la ley de los
grandes nuameros, que contempla a la vez la redatarglobal y la variabilidad
particular de cada experimento. Sin embargo, estdat es discutida por Green (1983,
1989, 1991), quien construyé diversos cuestiongrara obtener versiones de papel y
lapiz de las tareas piagetianas. En sus investigasicon 2930 escolares observo que el
porcentaje de nifios que reconocia la distribuciéataria o semi-aleatoria descendia al
aumentar la edad. Sin embargo encontré una relpcsitiva entre la percepcion de la
aleatoriedad y la inteligencia del nifio, medida partest de razonamiento de tipo
general.

LA INVESTIGACION EXPERIMENTAL

En este trabajo mostramos parte de los resultddosn estudio mas amplio
(Serrano, 1996) realizado con 277 estudiantes tdin de evaluar sus concepciones
sobre la aleatoriedad y la probabilidad y, en paldr, estudiar la percepcion subjetiva
que tienen sobre las distribuciones aleatoriasudéog en el plano.

En un fendbmeno aleatorio podemos diferenciar dogponentes: el proceso y el
resultado. Desde el punto de vista del procesoexperimento es aleatorio si es
repetible en las mismas condiciones y los resuttade pruebas sucesivas son
independientes. Bajo las condiciones dadas, sendrdideuna secuencia de resultados
aleatorios. Esta definicién, aunque aparentemearteila, da origen a una multitud de
modelos probabilisticos, entre otros la distribndinomial, geométrica y el teorema de
Bernoulli (Serrano et al., 1991).



En muchas aplicaciones tratamos con ensayos dw@krdonde el nimero de
ensayos es comparativamente grande y la probabitidaobtener éxito en cada uno de
los ensayos es pequefia, mientras que el produasadprobabilidad por el nimero de
ensayos tiene un tamafio moderado. En estos calsosmloe aproximado de la
probabilidad de obtener un niumero determinado @testen una cantidad de ensayos
puede aproximarse por la distribucion de Poissama de las aplicaciones de esta
distribucion se obtiene en los procesos puntuadefaisson, que se visualiza en la
distribucion aleatoria de puntos en el plano. Esdiasibuciones siguen el modelo de
Poisson y aparecen con frecuencia en la naturgiezagjemplo, el patron que forman
las primeras gotas de lluvia que caen sobre un ldodzdo; la distribucion de conchas
en la arena de la playa o la distribucién de um pigrticular de planta en una superficie
extensa.

En nuestra investigacion pretendemos analizapragiedades que los alumnos
atribuyen a las distribuciones aleatorias de puatosl plano y evaluar las diferencias
entre los grupos de alumnos a los que se les pasdestionario. También quisimos
completar los trabajos de Green y Toohey (1995)engs se habian centrado
preferentemente en el estudio de la capacidadsteirdinacion de estas distribuciones
por nifios de 11 a 16 afos, sin preocuparse dealmnes en que basaban esta
identificaciébn. Ademas quisimos extenderlo a lagrailos de 17 — 18 afios, edades de
las que no habia datos disponibles.

Muestra

Los cuestionarios se pasaron en cinco centrosadeiddad de Melilla.
Aproximadamente la mitad de los estudiantes (nA tdrsaban 8° de E.G.B. (14 afios)
y previamente no habian estudiado probabilidadreElo de los estudiantes (n=130)
cursaban el C.0.U. (17 afos) y habian estudiadoapiiidad con un enfoque clasico,
aproximadamente un mes en primero de Bachilleratooymes el afio escolar previo.

DISCRIMINACION DE PROPIEDADES EN DISTRIBUCIONES ALE ATORIAS
DE PUNTOS EN EL PLANO

Los estudiantes completaron un cuestionario esicrifuyendo 4 items tomados
de la investigacién de Green, cambiando tan s@lmdonbres de los supuestos nifios, ya
que estabamos interesados en comparar nuestrdsadesucon los del citado autor.
Para hacer que los alumnos comprendiesen mejaarda tque se les proponia, se
incluyé el siguiente ejemplo inicial:

Ejemplo: Pablo juega a un juego en el que se dispone fiels& numeradas del 1 al
16. Pone las fichas en una bolsa vacia. Despué®der la bolsa con fuerza para
mezclar las fichas, elige una ficha con los ojosat®s. Es la ficha nimero 7. Pablo
pone una cruz en la casilla 7 y devuelve la fickal@lsa, antes de continuar el juego.
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Una vez que los alumnos leyeron este enunciade hess resolvio las dudas
sobre la finalidad del juego, se les plantearorcl@dro items siguientes:




ftems 1 a 4. Se pidi6 a algunos nifios que jugaran al juegBat#o, eligiendo cada uno
de ellos 16 veces una ficha de la bolsa con las @gorados y devolviendo la ficha a la
bolsa después de cada extraccién. Los resultadesidbs se indican a continuacion.

¢ Piensas que los nifios jugaron correctamente oafigiellos hizo trampa en el juego?

*x % X | XX
X
X |x*|x x X x
XX X
x x| Xt x Xt
X X X [xx*
Jaime Maria
1. ¢ Hizo trampas Jaime ? ;Porqué? 2. Hiopas Maria? ¢Por qué?
xxx* | | x © ok
XK X x * X
| x| x| Cox X
L xx | xx x x [
Miguel Luis
3. ¢ Hizo trampas Miguel ? ¢Por qué? 4. ¢ trapapas Luis? ¢Por quée?

Con estos items se pretende simular el resultagloumh sucesion de
experimentos aleatorios, introduciendo la variedédimensional, lo que produce
nuevos elementos conceptuales no presentes enirotessigaciones sobre secuencias
aleatorias unidimensionales. El modelo tedricaeadidtribucion de Poisson en el plano.
Puesto que, en cada cuadrado, tenemos 16 casjligzabables, que representan los
resultados de extraer al azar una de las 16 fithgspbabilidad de que en un intento
del juego se cologue una cruz en una de las ca®Hal/l6. Al repetir n veces el
experimento y estudiar el nimero de cruces en casiila, obtenemos la distribucién
binomial B(n, 1/16), que puede aproximarse polis&ibucion de Poisson de parametro
A =n/16. En la tabla 1 mostramos la distribuciorrit@besperada para n=18 €1) y
n=30 A =1.875), que son los valores usados en nueshajtra

Para comparar la distribucion teérica mostrade rabla 1 para el valoA (=1)
con el numero observado de cuadros con x = 0,.puRtos en cada uno de los items 1
a 4, hemos calculado el contragtede adherencia de ajuste, obteniendo un yaferl
en el item 1 (Jaimey, >=2.3 en el item 2 (Maria), aunque la disposiciGydnal de los
puntos hace que se aparte bastante del patrénridert’=11 en el item 3 (Miguel) ¥
°=24.3 en el item 4 (Luis). En consecuencia, séltesi 1 se acerca al patrén esperado
en una distribucion aleatoria.



Tabla 1. Distribucién de probabilidad y numero espeado de cuadros con X puntos
en la distribucion de Poisson

Puntos por cuadre (A =1) _ (A =1.875)
X p €=x) N.esperadode p € =x) N. esperado de cuadros
cuadros

0 0.3679 5.9 0.1535 2.5

1 0.3679 5.9 0.2875 4.6

2 0.1839 3 0.2694 4.3

3 0.0613 1 0.1684 2.7

4 0153 0.2 0.0789 1.3

5 0.0296 0.5

En la Tabla 2 presentamos los porcentajes de rsigsude los alumnos. Podemos ver
como la proporcién de alumnos que considera notaalaala distribucion aumenta
cuando aumenta la diferencia entre las frecueraspsradas y las observadas, lo que
muestra que los alumnos parecen tener una intucoérecta sobre estas frecuencias.
Sin embargo, el hecho de que la distribucion @ehi2 se concentre en la diagonal no
parece llamar la atencion, pues, a pesar de etlayfa un 57 % de alumnos de 14 afios
y un 58% de alumnos de 17 creen que la distribud@®iMariaes aleatoria. No hemos
encontrado una gran diferencia en los porcentagegldmnos de cada grupo que
consideran aleatorias las diferentes distribuciofrece en consecuencia que la
ensefianza de la probabilidad no ha modificado anbstimente las concepciones
iniciales de los alumnos sobre las ditribucionesatalrias de puntos en el plano. Los
porcentajes y resultados son similares a los aasrpor Green en sus investigaciones

Green en su investigacion no pidid a los alumnae grgumentasen sus
respuestas sobre la aleatoriedad o no de la disibib. Nosotros lo hicimos y hemos
agrupado los argumentos obtenidos en las siguieategorias:

Tabla 2: Porcentajes de respuestas en los items 4 a

ftem Respuest&dad=14Edad=17
Real 85 85
1. Jaimex >=1  Falsa 14 12
No sabe 1 3
Real 57 58
2. Maria:x >=2.3 Falsa 42 38
(diagonal) No sabe 1 4
Real 36 38
3.Jeslsy %=11 Falsa 63 58
No sabe 1 4
Real 25 22
4. Luis:x ?=24.3 Falsa 74 75

No sabe 1 3




a) Hay un patrén reqular en la distribuciéon detpsinEste razonamiento se
refiere a la distribucion espacial de los puntodaecuadricula y al hecho de que esta
distribucion parece demasiado regular, o bien iggueesun cierto patrén u orden, como
en los siguientes casd¥sta todo demasiado correcto, todo en su sitim lmedenado
", "Es demasiada casualidad que salgan las casda$os extremos superior derecho e
inferior izquierdo con las cruces y en las otrassatga nada’’

b) La distribucion sigue un patron irrequl&ste es un argumento contrario al
anterior, por lo que no necesita ejemplos aclamoEn ambos argumentos podria
estar encubierta la heuristica de la represerdatifKahneman et al., 1982) por la cual
los sucesos aleatorios se conciben como no ordengdajue se espera que cualquier
muestra de resultados aleatorio reproduzca lasteaisticas de la poblacion.

c) Las frecuencias de los distintos resultadospswecidasEste argumento es el
caracteristico de todos los sujetos que hacererafier a la semejanza de las frecuencias
de distintos resultados. Es el argumento mas upadb justificar sus repuestas en el
item que se refiere a Luis. Sirvan como modelosedpuestas a este argumento los
siguientes’Es muy dificil que no salga ninguno repetido”, 'fagy dificil que salgan
todas las fichas el mismo numero de vecés’s alumnos estan aplicando aqui un
modelo de proceso aleatorio en el que se esper@amergencia de las frecuencias
relativas a las probabilidades teéricas, pero canldgica variabilidad.

d) Las frecuencias de los distintos resultados diterentes Al contrario del
caso anterior, los sujetos que entran en esta a@#edan mas importancia a las
diferencias entre los resultados que se presehgrustificacion la dan con este
argumento principalmente al item referido a Jail@eeo que deben salir los resultados
mas igualados, no tan diferentes el nUumero de vquesse repiten"En otros items
hemos obtenido estos ejempldlsos resultados son muy variados, desde una X hasta
4X y por lo tanto razonables"”, "Los resultados souy diferentes, parecen que estan
hechos al azar"Un razonamiento relacionado es el de los alumnesaggumentan que
debe haber igualdad de posibilidades para cadarcwl la cuadricula. En estos
alumnos se manifiesta de nuevo la representatiyidggerando que la convergencia
estocastica se manifieste incluso en las pequetiastras.

e) Hay una celda con demasiados purfisse argumento es bastante usado para
justificar los items primero y segundo. Seria egjente a argumentar que existen
rachas largas en las secuencias aleatorias de@gtrale una moneda, porque implica
la idea de independencia. Ejemplos de respuestas ewglobadas son:Tiene
demasiadas cruces en algunos cuadros y deja erctlatros”, "En los cuadros de
Jaime hay algunos que tienen demasiadas crudes$ alumnos esperan un mayor
namero de alternancias en un proceso aleatoriasdgue tedricamente suelen ocurrir.

f) No hay celdas con varios puntos, o las cel@a®h muy pocos puntoks el
contrario al anterior e indica que los alumnos pesstado atencidén a la existencia de
resultados multiples en experimentos aleatorios.

g) Impredecibilidad de los resultados de los grpantos aleatorios'Salen asi
porque es a la suerte de cada uno, no se podrarsalBégunos alumnos admiten
cualquiera de los resultados, basandose en la degtelidad de los experimentos
aleatorios. Para ellos cualquier resultado posibidyso aun cuando aparezca un patron
muy evidente, podria ocurrir, no diferenciando ensucesos probables y sucesos
improbables. Este razonamiento ha sido descritdKpoold (1989) con el nombre de
"enfoque en el resultado aislado”, y se piensa emiedebido a que los alumnos
interpretan las preguntas probabilisticas en téysimo probabilisticos.




Tabla 3: Porcentajes de argumentos en los items H4a

Jaime Maria JesusLuis

Argumento 14 17 141714 17 14 17
Patron regular 1 1 7455245 38 6
Patron irregular 3621 24510 5 O 0
Frecuencias iguales 10 053 5 41 65
Frecuencias diferentes 911 500 0 1 1
Clusters 8 2 2600 0 1 0
Impredecible 3044 293524 35 10 22
No da argumento 1521 91011 10 9 6

En la Tabla 3 se aprecia que globalmente, la mdseouencia aparece en los
argumentos basados en la imprevisibilidad de Isslt@dos de experimentos aleatorios,
siendo los estudiantes de 17 afios los que mas Ipleam Pero existe una
diferenciacion de la argumentacion segun el iteatuencias demasiado parecidas en
Luis, patrén regular en Jesus, Maria y Luis, patm@gular en Jaime Esta multiplicidad
de argumentaciones muestra la capacidad de lodiastes en la diferenciacion de las
caracteristicas de cada item.

En la Tabla 4 analizamos la diferencia existemtelae argumentacion segun
consideren la distribucién aleatoria o no. Las masoque apoyan la no aleatoriedad son
principalmente el patron regular que se suele eam@e casi todos los items con este
fin y el hecho de que algunas celdas tengan dedussauntos o las frecuencias iguales
en algunos items. Para sustentar que la distribuesdaleatoria los argumentos mas
empleados son la imprevisibilidad y el uso de pairéegular, lo que apunta a unas
concepciones correctas por parte de los alumnospexen la argumentacion de que si
hay muchos puntos en la misma celda la distribue@as aleatoria.

Tabla 4: Porcentaje de argumentos segun la distrilmion se considera o no
aleatoria

Jaime Maria Jesus Luis
Argumento ReaFalsoReal FalsoReal Falso Real Falso
Patrén regular 3 1 2 17 9 74 14 27
Patronirregular 31 20 28 6 12 6 0 0
Frecuencias O 0 0 0 0 1 25 63

iguales
Frecuencias 11 5 4 5 4 2 3 0
diferentes
Clusters 1 3 6 47 O 2 0 0

Impredecible 39 25 46 20 62 10 40 8
No daargumentol1l7 14 14 5 14 5 18 2




GENERACION DE DISTRIBUCIONES ALEATORIAS EN EL PLANO

Para completar el cuestionario propusimos a lamabs la tarea de generar
distribuciones aleatorias en el plano, en una ¢oaldr igual a las presentadas
anteriormente. Con ello nos proponiamos analizar ¢aracteristicas que los
entrevistados asignaban a estas distribucionemyp e8tas asignaciones variaban en los
dos grupos de alumnos. Queriamos también compsies eesultados de generacion
con los de reconocimiento de distribuciones al&goA continuacion presentamos los
items de este apartado.

ftem 5.- Imaginate que estas jugando al juego anterior gssaeinta veces una ficha
con el mismo procedimiento que se indica mas arflba en la siguiente cuadricula 30
cruces en los lugares que creas que puedes obtgngaras al juego sin hacer trampas

item 6.- Imaginate ahora que juegas este juego 16 vecbssim trampas. Pon 16
cruces en la siguiente cuadricula

Los datos obtenidos de estos dos items nos peromtirealizar un estudio
estadistico de las caracteristicas de las distdhas generadas por los alumnos, asi
como las diferencias entre los resultados en lssgdapos. En el item 6 pedimos a los
alumnos representar 16 puntos, coincidiendo camielero de sucesos posibles en el
espacio muestral del experimento aleatorio asogc@atdo que el sujeto que espere una
correspondencia exacta entre las caracteristicde pleblacion y la muestra tendera a
colocar un punto en cada una de las casillas. laasmbles obtenidas sobre las
distribuciones producidas por los alumnos se aaral@&continuacion.

Distribucién del nimero de puntos por celda

La distribucién tedrica que debieran seguir lostps en la cuadricula se ajusta
al modelo Poisson. Puesto que tenemos 16 casijlaprebables, siendo 30 el numero
de ensayos en el primer caso y 16 en el segundenpms determinar el parametro de
las correspondientes distribuciones que es I=1&7%l primer caso y I=1 en el
segundo. Con estos datos podremos decir que elrat@sperado de cuadros vacios en
elitem5es203y607enelitem 6. Sin eniyasg observa en las tablas 4 y 5 que
los alumnos tienden a no dejar cuadros vaciosjas drly pocos. Los valores medios
se apartan bastante de los tedricos. Destaqueneosngitem 5 la mitad de los alumnos
en cada grupo no ha dejado ningln cuadro vacioeyhgy algunos casos en gue se
dejan hasta 13 6 16 cuadros vacios, lo que tanski@parta mucho del valor tedrico.



Tabla 5. Frecuencia de alumnos segun el nimero deadros vacios en el item 5

18 afos 14 afnos

N

16 * *

13 * *

10 *% *kkk

9 * *%

8 *kkk

7 *% *kkhkkk

6 *kkkkkkkk *kkkkk

5 *kkkkhkkkkkkkkkkkk *kkkkkkkkkkhkkkkk

4 * *% * *% * * k% *%* * * %% * *%* * *%

3 * *% * *% * *kk * *% * * %k * *% * *%

2 *69 *74

1

0

Se aprecia en la tabla 5 que en el item 6 aumém@angero de alumnos que
dejan cuadros vacios, pero son minoria los alurgnesse acercan al nimero esperado
de cuadros vacios. Todo ello parece confirmar émsids de Piaget en cuanto la
regularidad que los alumnos buscan en la aleaawideispecialmente, los alumnos que
no dejan cuadros vacios se acercarian mas al edtaglie al Ill en los estudios de
Piaget, a pesar de que algunos de ellos alcangd8lafios.

Tabla 6. Frecuencia de alumnos segun el nimero deadros vacios en el item 6

n 18 afios 14 afios
16 *
13 *% *%
1 l * *k%k
10 *% *

9 *k%k *k%k

8 *kkkkkk *kkkkkhkkkk

7 *kkkkkkkkhkkkkk *kkkkkkk

6 *kkkkkkhkkhkkkhkhkhhkik khkkkkhkkkhkkhkhkkhhhhhhhhhhikk
5 M * * *% *%% * *%* M****************

4 * *% * *% * *% * *% * * k% *
3 *kkkkhkkkkkhkkkk * *% * *%

2 *kkk *kkkkkkkkkhkkkkk

1 *kkkkkkkk *kkkkkk

0

También hemos analizado la distribucion del ninteraeldas con un punto,
aungue no la reproducimos aqui debido a la lindtacie espacio. Nuestros resultados
fueron que los valores medios son, en las resmiadtes dos items, mas préoximos a los
valores esperados, que en el caso anterior, habierasobreestimacion de ese valor en
las respuestas al item 6. Lo mismo ocurrié respeetds celdas con dos puntos.

En general, en nuestro estudio vimos que los alsnemosus distribuciones
estiman a la baja el nimero de celdas vacias, metitem 6 son sustituidas por celdas
con un punto y por dos puntos en el item 5. Cortuseslores enteros (uno y dos) son
los que mas se aproximan al parametro de la disith de Poisson respectivamente en
esos items, consideramos que los alumnos hanadtenéproducir este nimero medio



de puntos en la mayor parte de los cuadros, aweduéiendo ligeras fluctuaciones que
no llegan a reflejar toda la variabilidad de laniisicion de Poisson en el plano.

NUumero maximo de cuadros vacios adyacentes

Otro punto estudiado fue la colocacion espacidbgdeuadros vacios. Algunos
alumnos no tienen en cuenta la distribucién espatgalos cuadrados vacios, que
colocan consecutivamente, ya que en el modelocaieaistos cuadros vacios deberian
distribuirse casi uniformemente y algunos de gl®ncontrarian adyacentes. También
hemos encontrado casos de alumnos que han dejatis vansecutivamente hasta la
mitad de la cuadricula. Todo esto nos indica gae&lomnos se han concentrado mas en
las frecuencias de las celdas particulares queaedisiribucion global de puntos,
reflejando una concepcion local y no global ddéatariedad segin Toohey (1995).

IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA DE LA ESTADISTICA

En este trabajo hemos analizado las concepcioee &0 aleatoriedad en los
alumnos de secundaria, utilizando para ello supuestas a un cuestionario sobre
discriminacion y generacion de distribuciones aleas de puntos en el plano. Partimos
para ellos de nuestros estudios previos, en losgsefala la dificultad epistemoldgica
de este concepto, que muchas veces pasa desateercibeemos que los profesores
deben ser conscientes de esta complejidad, panarender las dificultades con las que
se enfrentan sus alumnos al iniciar el estudidedeh.

Nuestros resultados sefialan en los alumnos un fireero de concepciones
correctas, como la impredecibilidad de los resokaaleatorios, la ausencia de patrones
o la idea de convergencia. Sin embargo, otras @dapies no han sido facilmente
reconocidas, debido a la insuficiencia de los muxlehatematicos implicitos que les
podrian ayudar a realizar este reconocimiento.r@osajue se debe aumentar el estudio
de las caracteristicas del aprendizaje de los Bealeatorios, profundizando con ello en
el conocimiento de las concepciones erréneas qeslepgenerar una defectuosa
formacion inicial.

La ensefianza debiera comenzar mostrando al aluppemples sencillos de
fendmenos aleatorios con sucesos equiprobables,daimo juegos con monedas, dados
o bolas en urnas. Progresivamente podriamos plasstudio de casos no equiprobables
(chinchetas o ruletas con sectores de diferentditadip para pasar poco a poco a
mostrar la rica fenomenologia de lo aleatorio. Eartipular el estudio de la
aleatoriedad en el plano es muy importante dergrasl aplicaciones de la probabilidad
e incluso ha servido de base para estudio de lasepoiones probabilisticas desde el
punto de vista de la psicologia. Una ultima suggeede nuestro estudio es que este
campo podria aprovecharse para plantear situacialigécticas que sirvan de
introduccion en la ensefianza de la probabilidaginigjos como los items mostrados en
nuestro trabajo, la distribucién de errores meceafamps en un documento, de estrellas
en una galaxia, de conchas en la arena de la play@sidos o arboles en una superficie
pueden servir como contextos para introducir etisisbuciones.

AgradecimientoEsta investigacion forma parte del Proyecto PBABLI#romocion
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