Capitulo 7

Disenos en cuadrados latinos

7.1. Introduccién

En el modelo en bloques aleatorizados, que estudiamos en el capitulo anterior,
considerdbamos un factor principal y un factor de control o variable de bloque que intro-
duciamos con el objeto de eliminar su influencia en la variable respuesta y asi reducir el
error experimental. En este capitulo estudiaremos disenos que utilizan més de una variable
de bloque para reducir el error experimental.

Asi, si se consideran simulténeamente dos variables de bloque, un diseno completo en
bloques aleatorizados consistiria en formar un bloque para cada combinacién de niveles
de dichas variables y después aplicar todos los niveles del factor principal en cada uno
de los bloques obtenidos. Por ejemplo, supongamos un experimento en el que se quiere
estudiar el efecto de distintos tipos de semilla en el rendimiento del trigo y se considera que
en dicho rendimiento también pueden influir los tipos de abonos e insecticidas empleados.
Para realizar dicho estudio, es posible utilizar un diseno completo en bloques aleatorizados,
donde el factor principal es el tipo de semilla y las variables de bloque los tipos de abono
e insecticida.

Un incoveniente que presentan a veces estos disenios es el de requerir excesivas unidades
experimentales para su realizacién. Un disefio en bloques completos con un factor principal
y dos factores de bloque, con K1, Ko y K3 niveles en cada uno de los factores, requiere
K x Ky x K3 unidades experimentales. En nuestro ejemplo, si el factor principal, tipo de
semilla, tiene 4 niveles, la primera variable de bloque, tipo de abono, 5 niveles, la segunda,
tipo de insecticida, 3 niveles, se necesitarian 4 x 5 x 3 = 60 unidades experimentales.

En un experimento puede haber diferentes causas, por ejemplo de indole econémico,
que no permitan emplear demasiadas unidades experimentales, ante esta situacién se puede
recurrir a un tipo especial de disenos en bloques incompletos aleatorizados. La idea bésica
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de estos disenios es la de fraccion; es decir, seleccionar una parte del disefio completo de
forma que, bajo ciertas hipdtesis generales, permita estimar los efectos que interesan.

Uno de los disenos en bloques incompletos aleatorizados més importante con dos fac-
tores de control es el modelo en cuadrado latino, dicho modelo requiere el mismo nimero
de niveles para los tres factores.

En general, para K niveles en cada uno de los factores, el disefio completo en bloques
aleatorizados utiliza K? bloques, aplicindose en cada bloque los K niveles del factor
principal, resultando un total de K3 unidades experimentales. Los disefios en cuadrado
latino reducen el nimero de unidades experimentales a K? utilizando los K2 bloques
del experimento, pero aplicando sélo un tratamiento en cada bloque con una disposicién
especial. De esta forma, si K fuese 4, el disefio en bloques completos necesitarfa 43 =
64 observaciones, mientras que el disefio en cuadrado latino sélo necesitarfa 42> = 16
observaciones.

En este capitulo se van estudiar ademds del diseno en cuadrado latino otros disenos
relacionados con él, como son los cuadrados greco-latinos que utilizan tres variables de
bloque y los cuadrados de Youden que se pueden considerar como una variante de los
cuadrados latinos, si bien también se pueden estudiar como bloques incompletos. En primer
lugar, estudiaremos el disefio en cuadrado latino.

7.2. Disenos en cuadrados latinos

7.2.1. Descripcién del modelo

Los disenos en cuadrados latinos son apropiados cuando es necesario controlar dos
fuentes de variabilidad. En dichos disenos el nimero de niveles del factor principal tiene
que coincidir con el nimero de niveles de las dos variables de bloque o factores secundarios
y ademds hay que suponer que no existe interaccién entre ninguna pareja de factores.

Supongamos que el nimero de niveles de cada uno de los factores es K. El disefio en
cuadrado latino utiliza K? bloques, cada uno de estos bloques corresponde a una de las
posibles combinaciones de niveles de los dos factores de control. En cada bloque se aplica
un solo tratamiento de manera que cada tratamiento debe aparecer con cada uno de los
niveles de los dos factores de control.

Si consideramos una tabla de doble entrada donde las filas y las columnas representan
cada uno de los dos factores de bloque y las celdillas los niveles del factor principal o
tratamientos, el requerimiento anterior supone que cada tratamiento debe aparecer una
vez y s6lo una en cada fila y en cada columna.
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Recibe el nombre de cuadrado latino de orden K a una disposicién en filas y columnas
de K letras latinas, de tal forma que cada letra aparece una sola vez en cada fila y en cada
columna.

A continuacién vamos a dar una forma simple de construccién de cuadrados latinos.
Se parte de una primera fila con las letras latinas ordenadas alfabéticamente

Columna 1 Columna 2 Columna 3 --- Columna k
Fila 1 A B C K

Las sucesivas filas se obtienen moviendo la primera letra de la fila anterior a la dltima
posicién (construccién por permutacion ciclica), el cuadrado asi obtenido es un cuadrado
latino estdndar. Un cuadrado latino se denomina estdndar cuando las letras de la primera
fila y la primera columna estén ordenadas alfabéticamente. A parte de los cuadrados latinos
asf obtenidos existen otros cuadrados latinos diferentes, estdndares y no estandares. En el
Apéndice B se muestran algunos cuadrados latinos estdandares para los érdenes 3, 4, 5, 6,
7,8y9.

El procedimiento para construir un disenio en cuadrado latino es el siguiente:

1) Se elige aleatoriamente un cuadrado latino de los disponibles.
2) Se asigna aleatoriamente el orden de las filas y columnas.

3) Se asignan aleatoriamente los tres factores a las filas, columnas y letras, respectiva-
mente.

Tlustremos este procedimiento con el ejemplo del rendimiento de la semilla de trigo. Al
plantear este experimento se pensé que podria conseguirse mayor precisién si se controlaba
la variabilidad introducida por los tipos de abono e insecticida. El instituto de experi-
mentacion agricola estd interesado en estudiar 4 tipos de semilla de trigo, (s1,s2,3,s4) y
decide realizar el experimento utilizando un diseno en cuadrado latino. Para ello selecciona
4 niveles para cada una de las variables de bloque: abono, (al, a2, a3, a4), e insecticida,
(11,432,143, 14).

La seleccién de uno de los cuadrados se hace al azar. Supongamos que el cuadrado
latino elegido es el siguiente

Saw»
QU0 ="
WO Q
> Qo
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A continuacién, se asigna también al azar, el orden de las filas y las columnas. Supong-
amos que el orden seleccionado para las filas sea (2, 3, 1, 4), entonces el cuadrado latino
anterior se convierte en

i @ Rvs
Q@I »=
w Q=0
>0 WA

Se vuelven a generar otros 4 nimeros aleatorios que se identifican con el orden de las
columnas de este iltimo cuadrado. Supongamos que los nimeros obtenidos son (4, 3, 1,
2), obteniéndose el siguiente cuadrado latino

-0 wa
wa=o
OCrQw
QwWIw»

Por 1ltimo, se asignan al azar las filas, las columnas y las letras latinas a los tres
factores. Por ejemplo, supongamos que las filas, las columnas y las letras se asignan,
respectivamente, a los tipos de insecticidas, semillas y abonos, de tal forma que el diseno
resultante es

Tabla 5-1.
Semillas
Insecticidas || s1 s2 s3 s4
il ad a4 a2 al
i2 a2 al a3 a4
i3 ad a3 al a2
i4 al a2 a4 a3

Por convenio, se suele situar el factor principal, en este caso el tipo de semilla, en las
celdillas. Reordenando el disefio anterior se obtiene la siguiente tabla:
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Tabla 5-2.
Abonos
Insecticidas || al a2 a3 a4
il s4 s3 sl 82
i2 s2 sl s3 s4
i3 s3 s4 s2 sl
i4 sl s2 s4 83

En resumen, podemos decir que un diseno en cuadrado latino tiene las siguientes carac-
teristicas:

19) Se controlan tres fuentes de variabilidad, un factor principal y dos factores de bloque.
2°) Cada uno de los factores tiene el mismo nimero de niveles, K.

3°) Cada nivel del factor principal aparece una vez en cada fila y una vez en cada
columna.

4°) No hay interaccién entre los factores.

7.2.2. Planteamiento del modelo

En un disefio en cuadrado latino intervienen los siguientes factores: un factor prin-
cipal y dos factores secundarios o variables de bloque. Se supone que no existe interaccién
entre esos tres factores. Asi el modelo empleado es un modelo adtivo.

Si consideramos que los tres factores son de efectos fijos, el modelo estadistico para
este disefio es:

>

i =1,2...,
i=1,2...,
1,2...,

Yij(h) = 1+ Ti+ By 4+ i (7.1)

=<
I
x XA

donde

® Y;j(n) representa la observacién correspondiente a la i-¢sima fila, j-ésima columna y
h-ésima letra latina.

= 4 es la media global.

= 7; es el efecto producido por el i-ésimo nivel del factor fila. Dichos efectos estdn
sujetos a la restriccién ). 7; = 0.
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» 3 es el efecto producido por el j-ésimo nivel del factor columna. Dichos efectos estan

sujetos a la restriccién ) ;B85 =0.

» 7, es el efecto producido por la h-ésima letra latina. Dichos efectos estdn sujetos a

la restriccion ), v, = 0.

® ;) son variables aleatorias independientes con distribucién N (0, )

La notacion y;;() indica que los niveles ¢ y j determinan la letra latina para un cuadra-

do latino especificado. Asi, en la situacién de referencia, Tabla 5-2, si ¢

2yyj =1,

automdticamente h = 2 (semilla 2). Es decir, el subindice h toma valores que depen-
den de la celdilla (i,7). De esta forma, utilizando la notacién Yij(n), €l cuadrado latino

correspondiente a la situacién de referencia es

Yi1(4) Y12(3)  Yi3(1)
Y21(2)  Y22(1) Y23(3)
Y31(3)  Ys2(4) Y33(2)
Ya1(1)  Ya2(2) Ya3(4)

A continuacién se muestra la notacién que se va a utilizar en estos disefios

s N = K2 es el ntimero total de observaciones.

El total y la media global
Y. = Zyij(.)
,J

El total y la media por fila

K
Yi.. = Z Yij(.)
J=1

El total y la media por columna

K
Vi= Y Y0
i=1

Y14(2)
Y24(4)
1)
3)

Y.j.

=

<

K

(7.3)

(7.4)

donde la notacién y;;(y indica que consideramos la observacién correspondiente a la

celdilla (7, 7) independientemente de la letra latina que le corresponda.
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= Fl total y la media para cada letra latina.

Z Yij(n)
2¥)

<
=

Yo
K

(7.5)

donde y. se obtiene sumando las K observaciones en las que el tratamiento se ha

fijado al nivel h.

7.2.3. Estimacién de los parametros del modelo

2.4.1 Estimacion por maxima verosimilitud

Se construye la funcién de verosimilitud asociada a la muestra para las N = K2

observaciones

2

K K
N 1
L(p, 71, B, v 02) = (2702) "2 ——QZZ [yijn Ti—

se determina el logaritmo de dicha funcién

K K

N N 1
In(L(, 76, B Yn, 07)) = —5 n(2m)-= ln(Uz)*T‘g S vy — n

i=1 j=1

se calculan las correspondientes derivadas parciales

=1 j=1
R .
o= X WO e-Ti=Bimm] =1
7 =1
oL 1 &
a3, - EZ[%J()_” Ti = Bj = ) J=1
=1

B '7h]2 ;
(7.6)
—Ti— ﬁ] - ’Yh] 2 )
(7.7)
(7.8)
, K (7.9)
- K (7.10)
LK (7.11)
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dlnL N 1 2
0T = ae7 T 2o 2 Wi — i =T Byl
i=1 j=1

Igualando a cero estas derivadas parciales, se obtiene un sistema de ecuaciones que
proporciona los estimadores maximo verosimiles. Dichos estimadores vienen dados por las
expresiones

b=—1m =Y. (7.12)
.l _
T T ;yij(.) —H=Yi.— Y., (7.13)
. 1 K R
Bj = e ;yij(.) —H=Y5 =Y. (7.14)
~ 1 ~ _
W= Zyij(h) —UL=Yr—Y. - (7.15)

2y}

Se puede comprobar facilmente que estos estimadores verifican
DTS DS S
i j h

Finalmente, sustituyendo i, 7, 8; y 7}, en la tltima ecuacién de (7.11) e igualando a
cero, obtenemos el estimador de maxima verosimilitud para la varianza

~

~ 1 ~ A ~ 12
GZZJ—VZ[%]'(.)*M*U*@*%] : (7.16)
27]
Residuos
Los residuos en este modelo adoptan la expresion
€ij(h) = Yij(h) — Yij(n) = Yijn) — B —Ti — Bj —n =

(7.17)

Yij(hy — Yi.. — ¥j. — Y.n + 24)..

Se verifica que los residuos suman cero por filas, columnas y para cada letra
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Y eyy=0  i=1- K
j
Zeij(.):o j=1,---,K

ZZGU(h):O hzl,,K
(]

Por tanto el nimero de grados de libertad de los residuos es (K — 1)(K —2). En efecto

K- (K+(K-1)+(K-1)=K*-3K+2=(K—1)(K —2)

Se comprueba que el estimador insesgado de la varianza poblacional es la suma de los
cuadrados de los residuos dividida por sus grados de libertad, es decir

K K ) K K

2.2 [y —Tuw]”™ DD e

5 G2 _ i=lj=1 =1 =1

CENRT T K DK (E-_DE-2 (7.18)

7.2.4. Descomposicién de la variabilidad

Siguiendo el mismo procedimiento que en modelo en bloques aleatorizados, se
comprueba que la ecuaciéon bésica del andlisis de la varianza es

K K

K K K
ZZ(yi]’(h) 7. = KZ(Z%.. - 7.2+ KZ(Z];’. -7+ KZ(Z].h —5.)%+
i=1 =1 h=1

i=1 j=1

K K

Z Z(yz‘j(h) — Ui =Yg — Fon +20..)

i=1 j=1
(7.19)
que simbélicamente se puede escribir

SCT = SCF 4 SCC + SCL+ SCR

denominando por esas siglas los términos en el orden en que figuran en la ecuacién (7.19)
y que reciben los siguientes nombres

1) SCT, suma total de cuadrados.
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2) SCF, suma de cuadrados debida al efecto fila.
3) SCC, suma de cuadrados debida al efecto columna.
4) SCL, suma de cuadrados debida a la letra latina.

5) SCR, suma de cuadrados del error.

Basdndonos en estas sumas de cuadrados se construyen los correspondientes cuadrados
medios que denotamos por S%, SIZ,, S(Zj, S% y 512% o bien por CMT, CMF, CMC, CML
yCMRo CME.

Siguiendo el mismo razonamiento que en la subseccién 77 del Capitulo 1, se demuestra
que los valores esperados de los cuadrados medios correspondientes a las filas, columnas,
letras latinas y residual son, respectivamente:

E(CMF)= E(®})= o’ +—F—+

E(CMC)= E(S2)= o*+——-— (7.20)

E(CML)= E(S2)= o®>+ =1

E(CMR)= E(S%)= o*

Por lo tanto,

a) Se verifica que 52 = SCR/(K —1)(K — 2) es un estimador insesgado de la varianza
poblacional 2.

b) Puede observarse que bajo el supuesto de que cada una de las hipétesis
HOT LTy = 0, Vi
Hog: B;=0, Vj (7.21)

Hoy: 7, =0, Vh
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sea cierta, el correspondiente sumando de E(CMF') es nulo y por tanto §12,, §% y
5% son estimadores insesgados de o2.

Sin embargo, hay que notar que si existen diferencias entre las medias de las filas, las
columnas o letras latinas, el respectivo valor esperado del cuadrado medio es mayor que

a2

De todo esto podemos deducir que:

1°) Un contraste para verlﬁcar la hipétesis nula de igualdad de medias de las filas puede
efectuarse comparando 52 Ty 52 B

2°) Un contraste para verificar la hipétesis nula de igualdad de medias de las columnas
puede efectuarse comparando SC y 52 B

3°) Un contraste para verificar la hipétesis nula de igualdad de medias de las letras
latinas puede efectuarse comparando 52 y 52

Siguiendo el mismo razonamiento que en los modelos anteriores se puede demostrar
que bajo las hipétesis nulas (7.21), se verifica que

SCF

—_— >
o2 XK-1

scc

VNN
o2 XK-1

SCL 9
~ XK—1

o2

SCR
~ X(Kf

2 1)(K~-2)

y estas distribuciones son independientes entre si.

CR

Notamos que —a X%K—l)( K—2) Sean o no ciertas las hipétesis nulas dadas en (7.21).

Los estadisticos de contrastes:

SCF/c* R

K—1 St
Fo= _ 2k 7.22
SCR/c? S2 (7:22)

(K —1)(K —-2)
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SCC/o? R
K1 S¢
P _oc 7.23
b SCR/o? Sz (7:23)
(K —1)(K —-2)
y
SCL/c* R

K1 St

7 SCR/o? S2 (7.24)
(K-1)(K-2)

siguen distribuciones F' de Snedecor con K —1y (K —1)(K —2) grados de libertad cada uno.
Y se rechazd Hy, al nivel de significacién «, cuando el valor experimental del respectivo
estadistico sea mayor que el valor critico de la distribucién F con K —1y (K —1)(K —2)
grados de libertad.

Para una mayor sencillez en el cdlculo se utilizan las expresiones abreviadas de SCT,
SCF, SCC, SCL,y SCR, que se dan a continuacién

2
SCT = Y3 w2 - el (7.25)
i=1 j=1
K
1 2
SCF= 223y - % (7.26)
=1
1 K y2
SCC= + > - 5 (7.27)
j=1
1 K y2
SCL= - N %5 (7.28)
h=1

La suma de cuadrados del error se obtiene por diferencia

SCR= SCT-SCF—-SCC-SCL . (7.29)

La tabla ANOVA correspondiente a este modelo es:
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Tabla 5-3. Tabla ANOVA para el modelo de cuadrado latino

Fuentes de Suma de Grados de Cuadrados | Fopp
variacion cuadrados libertad medios
K
E. fila K> (@i —7.) K—1 52 52/52
[Z( ~, ~, ~,
E. columna KZ (7. —7..)° K—-1 SZ, S2,/5%,
I‘]( A ~, ~,
E. letra lat. | K> (§.n—7..)° K1 S? 52/52
h=1
Residual SCT — SCF (K —1)(K —2) S2,
SCC - SCL
K K ~
TOTAL || S°3 (yy) — 5..)° K21 5%
i J

Alternativamente, utilizando las expresiones abreviadas de SCT, SCF, SCC, SCL y
SCR, dadas en (7.25)-(7.29), la Tabla ANOVA se puede presentar como

Tabla 5-4. Forma préctica de la tabla ANOVA para
el modelo de cuadrado latino

Fuentes de Suma de Grados de Cuadrados | Fopp
variacion cuadrados libertad medios
1 2 N ~
E. fila gz:y%—% K1 S2, 52/82
1 > Y 32 32 /32
E. columna e Zyj e K—-1 Sé S¢./S%
J
1 2 y: a2 32 /G2
E. letra lat. ?th_ﬁ K—-1 ST S7/S%
h
Residual SCT — SCF (K —1)(K —2) Sz
SCC - SCL
K K y2
2 2 2
TOTAL ZZyU(.) - K? -1 S2
i
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Coeficiente de determinacién

A continuacién definimos el coeficiente de determinacién R?

_ SCF +5CC + SCL

2
R scr ’

donde, denotamos:

» R2 al cociente entre la variabilidad explicada por las filas y la variabilidad total, es

decir: R? = %

L] R% al cociente entre la variabilidad explicada por las columnas y la variabilidad total,

SccC

P2
es decir: Rﬁ_ﬁ

. R% al cociente entre la variabilidad explicada por las letras latinas y la variabilidad

SCL
i P2
total, es decir: RY = SCT

Entonces el coeficiente de determinacién también lo podemos expresar como

2 2 2 2
R*=R:+R}+R? |

siendo R2, R% y R?y los coeficientes de determinacion parciales asociados a las filas, colum-
nas y letras latinas, respectivamente.

7.2.5. Ejemplo numérico

A fin de ilustrar el an4lisis de la varianza de los disenos en cuadrado latino, consid-
eremos la situacién de referencia, en la que se ha realizado el experimento con la aleator-
izacién correspondiente y hemos designado por las letras (A, B, C, D) a los tratamientos.
Asi, el cuadrado latino resultante junto con las observaciones obtenidas, dan lugar al Ejem-
plo 5-1, que se muestra en la siguiente tabla, a la que se han anadido las filas y columnas
necesarias para su resolucion.
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Tabla 5-5 Datos para el ejemplo 5-1

Insecticidas
Abonos il i2 | i3 i4 Yi.. v?
al C D B A
7 8 4 3 22 484
a2 B A C D
15 16 18 23 72 5184
ad D C A B
18 12 12 10 52 2704
a4 A B D C
14 13 16 14 57 3249
Y. 54 49 50 50 203 | 11621
y27 2916 2401 2500 2500 || 10317
> yfj( ) 794 633 740 834 || 3001
Tabla 5-6
Letra latina | Observaciones || v | 3%,
A 3116|1214 | 45 | 2025
B 4 (15|10 13 || 42 1764
C 711812 | 14 | 51 2601
D 812318 |16 || 65 | 4225
I L | [ [ [203[10615]

Las sumas de cuadrados necesarias para el andlisis de la varianza se calculan como

sigue:

2032
SCOT — } } :y”( = 3001 — e = 425,4375
=1 j=1
4
1 - y2, 11621 203
=1
4
1 e 10317 2032
SCC_KE Vi VR = 3,6875
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4
1 , 2 10615 2032
SCL= = h§1y,_h = g = T8I8T

y la suma de cuadrados del error se obtiene por diferencia

SCR = SCT — SCF — SCC — SCL = 13,875

La tabla ANOVA correspondiente a este modelo es

Tabla 5-7. Analisis de la varianza para los datos del Ejemplo 5-1

Fuentes de Suma de | Grados de | Cuadrados % Explicado
variaciéon cuadrados | libertad medios Ferp
E. fila (Abonos) 329.6875 3 109.89583 | 47.523 77.49 %
E. colum. (Insect.) 3.6875 3 1.22917 0.532 0.87%
E. trat. (Semillas) 78.1875 3 26.06250 | 11.270 18.38 %
Residual 13.8750 6 2.31250
| TOTAL | 4254375 | 15 | \ | 96.74% |

Si realizamos el contraste al 5% y comparamos los valores de las F,, con el valor de
la F' tedrica (Fo 05,36 = 4,7571), se concluye que son significativos los efectos de los abonos
y semillas, pero no lo son los efectos de los insecticidas.

Observamos, en la columna correspondiente al % explicado, que el coeficiente de deter-
minacién del modelo es R? = 0,9674, siendo el efecto mds importante el referente al tipo
de abono que explica un 77.49 % de la variabilidad presente en el experimento.
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