ELEMENTOS DE TOPOLOGIA CONJUNTISTA

CESAR ROSALES.
TOPOLOGIA II

En estas notas introduciremos recogeremos algunos hechos de topologia general necesarios
para el estudio de la asignatura.

1. NOTACION BASICA

Sea X un espacio topoldgico no vacio (e.t.). Esto significa que en X hay definida una
topologia, es decir, una familia de subconjuntos de X que contiene al vacio @ y a X, y que es
cerrada para uniones arbitrarias y para intersecciones finitas. Los elementos de la topologia
se llaman abiertos de X. Un subconjunto A C X es cerrado en X si su complementario
X — A es abierto. Si A es cualquier subconjunto de X, la topologia inducida en A por X se
obtiene intersecando con A los abiertos de X.

Recordemos que una aplicaciéon f : X — Y entre dos e.t. es continua si el conjunto
fY(B) :={z € X/ f(z) € B} es abierto (resp. cerrado) en X para cada B abierto (resp.
cerrado) en Y. Un homeomorfismo (homeo.) entre dos e.t. es una aplicacion biyectiva y con-
tinua f : X — Y cuya inversa f~!: Y — X es también continua. En tal caso diremos que
X e Y son espacios homeomorfos y lo representaremos X =Y.

Denotaremos R™ := {(z1,...,z,) /z; € R, Vi =1,...,n}. Salvo que se indique lo contra-
rio consideraremos en R™ la topologia métrica usual: aquella para la que las bolas abiertas
forman una base. Esto significa que un subconjunto A C R™ es abierto si para cada xg € A
existe r > 0 tal que B(zg,r) C A. Aqui B(xo,r) representa la bola abierta de centro g y
radio 7 para la norma euclidea, esto es:

B(xo,r) = {z e R" [[lz — @l <7}, [lz —yll:=

S (i — )

i=1

Representaremos por B(wg,7) a la bola cerrada de centro xq y radio r, dada por:

B(zo,r) == {x €R" /||lz — xo|| <7}
Por otro lado, la esfera de centro z¢ y radio r es el conjunto:
S" zo,7) = {x €R"/ ||z — x| =7}

Como es habitual denotaremos S*~! :=S"~1(0, 1).

2. LEMA DE PEGADO

Nuestro primer resultado nos dice como aplicaciones continuas definidas sobre una canti-
dad finita de cerrados de X (con la topologia inducida) se pueden “pegar” para determinar
una aplicacién continua sobre todo X.

Lema 2.1 (Lema de pegado). Sea {4;/i=1,...,m} una familia finita de cerrados de un
e.t. X, de forma que X = |J;~, A;. Supongamos que para cada i = 1,...,m tenemos una
aplicacion continua f; : A; — Y, donde Y es otro e.t., tal que si x € A; N A; entonces
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fi(x) = fj(x). Entonces, la aplicacion f : X —Y dada por fia, == fi para cadai=1,...,m
estd bien definida y es continua.

Demostracion. Dado © € X, entonces © € A; para algin i = 1,...,m y, por tanto, f(z) =
fi(z) por definiciéon. Esto asegura que todo punto de X tiene al menos una imagen por f.
Ademas, dicha imagen es tunica, puesto que si z € A; N A;, entonces f;(z) = f;(z) por hipo-
tesis. Asi, f es un aplicaciéon bien definida. Para probar que f : X — Y es continua, dado B
un cerrado en Y, nétese que:

1) = J 1 m).

lo que se prueba facilmente por doble inclusiéon. Ahora, cada fi_l(Bi) es cerrado en A; al ser
fi + A; = Y continua. Y como cada A; cerrado en X, se sigue que cada f;l(B) es también
cerrado en X. Asi, f~1(B) es cerrado en X al ser union finita de cerrados de X. O

Nota 2.2. Como en un e.t. X la unioén arbitraria de abiertos es un abierto, se puede probar
el lema anterior cuando {A; /i € I'} es una familia arbitraria de abiertos de X.

Ejemplo 2.3. Sea f: R — R la funcién definida por:
arctg(x), si z

f(x) ={ 5 :
x?, si x

Se puede aplicar el lema de pegado para probar que f es continua.

3. CONJUNTOS CONVEXOS

Dados z,y € R™ denotaremos por [z, y] al segmento que une x con y, es decir:

[yl = {e+s(y—2)/se[0,1]} = {(1-s)a+sy/s € [0,1]}.

Si x =y entonces [x,y] = {z}. Si x # y entonces [z, y] es el subconjunto cerrado de la recta
afin « + L(2Yy) comprendido entre x e y. Es obvio que [z,y] = [y, z]. En el caso particular
z,y € R con x < y, es inmediato que [z,y] = {t e R /2 < ¢ < y}.

Un subconjunto no vacio X C R™ es convezo si [x,y] C X para cada z,y € X. Veamos
algunos ejemplos y construcciones con conjuntos convexos.

Ejemplo 3.1. 1. Es obvio que X = {2} y X = R" son conjuntos convexos.

2. Las bolas abiertas y cerradas de R™ son conjuntos convexos. Veamos expresamente que
cada bola abierta B(zg,r) es un convexo. Sean =,y € B(xo,7) y s € [0,1]. Se tiene que:

(1 = 5) -+ sy — zoll = (1 — )z + sy — (1 — s} — szoll = (1 — 5)(& — 0) + s(y — 7o)
<A =s)llz =0l +slly—zoll < (1 —s)r+sr=r,
lo que prueba que [z,y] € B(xg,r). La convexidad de B(xg,7) se prueba del mismo modo.

3. Sea zg € R™ y n € R™ con n # 0. Recordemos que el hiperplano afin que pasa por zg
y es perpendicular a n viene dado por:

P:={z eR"/{z —zo,n) = 0},

donde <u, v> es el producto escalar usual en R”. Es sabido que R™ — P tiene dos componentes
conexas, que se llaman semiespacios abiertos asociados a P. Son los conjuntos siguientes:

P*:={z €R"/(z—zo,n) >0}, P~ :={z€R"/(z—z0,n) <0}
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Po otro lado, los semiespacios cerrados asociados a P son los conjuntos P+ y P~. Los semi-
espacios abiertos y los semiespacios cerrados son conjuntos convexos. Lo comprobamos s6lo
con P~ (los deméas se hacen igual). Sean z,y € P~ y s € [0, 1]. Entonces:

(1 =s)z+ sy —xg,n) = ((1 = s)z+ sy — (1 — s)wg — szo,n)
= (1—s){z —z0,n) + s{y — zg,n) <0,
como se queria.

4. Sea {X;}ier una familia de conjuntos convexos de R™. Si X := N;c;X; es no vacio,
entonces es un conjunto convexo. La prueba es muy simple y queda como ejercicio.

5. Llamaremos poligono cerrado en R? a un conjunto compacto y no vacio Q C R? que
coincide con la interseccion de una cantidad finita de semiplanos cerrados. Gracias a los dos
puntos anteriores se sigue que cada poligono cerrado es un conjunto convexo.

6. Si X CR"” eY C R™ son conjuntos convexos, entonces X x ¥ C R*™ es convexo
(ejercicio). En particular, cada paralelepipedo [a1,b1] X ... X [an, b,] es un convexo de R™.

7. Recordemos que un endomorfismo afin de R™ es una aplicacion f : R™ — R"™ que cumple
flz) = f(x) + xg, donde zg € R™ y f: R™ — R™ es un endomorfismo. Cuando f es biyectiva
(lo que equivale a que f sea un automorfismo) decimos que f es una afinidad. Es sencillo
comprobar que toda afinidad es un homeo. Ademas, si f : R™ — R" es un endomorfismo afin
y X C R™ es convexo, entonces f(X) es también un conjunto convexo.

Terminaremos este apartado con un resultado bastante intuitivo y que sera tutil a la hora
de reducir a la bola unidad cerrada ciertos calculos para conjuntos convexos.

Teorema 3.2. Sea X C R™! un convexo compacto con interior no vacio y B la bola unidad
cerrada en R™"™1. Entonces, existe un homeo. F : B — X tal que F(S™) = X (aqui 0X es
la frontera topoldgica de X en R™T1).

Demostracion. Componiendo una traslacion con una homotecia (ambas afinidades de R™"*1)
tenemos un homeo. de X en un convexo compacto ¥ C R™™! cuyo interior int(Y’) contiene
a B. Ademas, este homeomorfismo lleva X en 9Y. Asi, basta probar el teorema para Y.

Definimos ¢ : 9Y — S™ como ¢(y) := y/||ly|l. Geométricamente g(y) en el tnico punto
de corte de S™ con la semirrecta {sy /s > 0}. Obviamente g es continua, ya que 0 ¢ JY
(0 € int(Y)). Como JY es compacto (es un cerrado contenido en V) y S™ es de Hausdorff,
se sigue que g es cerrada. Para ver que g es un homeo. basta comprobar que g es biyectiva.

Sea xy € S". Queremos ver que existe un dnico yo € Y tal que g(yo) = zo. Sea
R := {sxy/s = 0}. Como R es un conjunto cerrado e Y es compacto, deducimos que
RNY es compacto. Sea yp € RNY un punto en el que la funcion y € RNY — |y| al-
canza su maximo absoluto. Pongamos yo = sp 2p. Tomando modulos se tiene que so = ||yo]|.
Ademas, yo # 0 pues |lyo|| = méx{|lyl|/y € RNY} > ||zo]| = 1. Veamos que yo € 9Y.
De lo contrario yy € int(Y) y existirda ¢ > 0 tal que B(yp,e) C Y. Tomemos el punto
y:=1yo+ewxo = (so+¢)xo. Es claro que y € RNY con |ly|| = so +¢& > so = ||yoll, lo que
contradice que ||yol| = méx{|ly|]|/y € RNY}. Una vez probado que yg € Y notese que
9(yo) = yo/llyoll = (sox0)/s0 = xo. Solo falta comprobar la unicidad de yo.

Supongamos probado que RNY = [0, yo] ¥ que [0, yo[C int(Y). A partir de aqui es obvio
que RNAY = {yo}. En consecuencia, si existiese y(, € Y con g(y,) = o entonces se tendria
Yo € RNAY = {yo} y, por tanto, y5 = yo.

Veamos primero que RNY = [0,40]. Sea y € RNY. Como y € R entonces y = sxg =
(s/llyoll) yo con s = 0. Como s = ||y|| < ||yol| se sigue que y € [0, yo]. Reciprocamente, sea
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y € [0,yo]. Entonces y = syo con 0 < s < 1. En particular, y = s||yol| zo, por lo que y € R.
Ademas, como Y es convexo deducimos que [0,y0] C Y, por lo que y € Y (este ha sido el
primer momento de la prueba en el que se ha empleado la convexidad de Y).

Veamos ahora que [0, yo[ C int(Y"). Tomemos y = syo con 0 < s < 1. Si probamos que
B(y,1—s) CY hemos acabado. Sea z € B(y, 1 —s). Definimos el punto x := (z —y)/(1—s).
Es obvio que ||z|| < 1y, por tanto, z € B C Y. Ahora, es claro que z = y + (1 — s)x =
syo + (1 — s) z, por lo que z € [yp, x]. De aqui se concluye que z € Y por ser Y convexo.

Para completar la prueba del teorema construiremos un homeo. F' : B — Y tal que
F(x) = f(z), para cada x € B, siendo f : S* — 9Y el homeo. inverso de g. Para ello
definimos:

F@y_{ﬂwme» 0

Geométricamente, dado x € S™, la aplicacion F envia el segmento [0,2] C B en el seg-
mento [0, f(z)] € Y. Dado « € B con = # 0, sabemos que f(z/||z||) € Y. Notese que
F(z) € [0, f(z/||x]))], lo que asegura que F esta bien definida al ser Y convexo. Ademas, co-
mo g esté acotada al ser JY compacto, y ||z|| — 0 cuando & — 0, se sigue que F' es continua.
Por otro lado, no es dificil verificar que la aplicaciéon G : Y — B dada por:

. Fw/llvl)) v
) = 4 TF/aDE ol Y7 %
0, y=20

esta bien definida, es continua, y es la inversa de F'. O

4. ARCOS EN UN ESPACIO TOPOLOGICO

Sea X un e.t. Un arco o camino en X es una aplicacion continua « : [0,1] — X. El punto
x := a(0) € X se llama origen del arco, mientras que y := «(1) € X se llama final del arco.
Diremos que x e y son los extremos del arco, y que o une x con y. Cuando & = y = =z,
diremos que « es un lazo en X con punto base xo. En ocasiones, al par (X, z¢) lo llamaremos
espacio topologico con punto base. Dados x,y € X emplearemos la siguiente notacion:

UX,z,y) :={a:[0,1] = X arco/a(0) =z, a(1) =y},
QX z0) = QUX, z0,20) = {:[0,1] = X lazo / a(0) = a(1) = x0}.

Llamaremos traza de « al conjunto ([0, 1]).

Nota 4.1. El papel del intervalo [0,1] en la definicion de arco no es relevante. De hecho, se
suele llamar arco en X a cualquier aplicacion continua « : [a,b] — X. En tal caso, notese que
si ¢ :[0,1] — [a,b] es el homeo. dado por ¢(t) := a+ (b— a)t, entonces o := ao¢: [0,1] = X
es un arco con el mismo origen, el mismo final y la misma traza que «. Por ello, no supone
pérdida de generalidad suponer que todos los arcos estan definidos en [0, 1].

Dado x € X, denotaremos por ¢, al lazo constante o trivial definido por &,(t) := x, para
cada t € [0,1]. Es obvio que ¢, € Q(X,x) y que ,([0,1]) = {z}.

Dado «a € Q(X, x,y), se define el camino contrario, opuesto o inverso de « como la apli-
cacion ‘@ : [0,1] — X dada por & (t) := a(1 —t), es decir, &@ = ao¢, donde ¢ : [0,1] — [0, 1]
es el homeo. dado por ¢(t) := 1 — t. Notese que & € Q(X,y,z) y que & ([0,1]) = «([0,1]),
es decir, la traza de @ y « es la misma: s6lo cambia el sentido de recorrido.
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Por altimo, si a € Q(X,z,y) v 8 € QX,y, 2), se define el producto, concatenacion o
yuataposicion de oy 5 (en ese orden) como la aplicacion « * 5 : [0,1] — X dada por:

a(2t), site|0,1/2],

(ax B)(t) = {B(2t —-1), sitell/2,1].

Por el lema de pegado se tiene que a x 8 € Q(X, z,2). Geométricamente recorremos pri-
mero la traza de « en [0,1/2] y luego la traza de 8 en [1/2,1]. En particular, es claro que

(e B)([0,1]) = ([0, 1]) U 5([0, 1]).

Nota 4.2. Para definir o * § es esencial que el final del arco « coincida con el origen del
arco (3, de lo contrario no es posible unir los dos arcos de forma continua.

Ejercicio 1. Probar las siguientes propiedades:

(i) % = o, para cada a € Q(X, z,y).
(ii) Sia € Q(X,z,y) y B € QX,y, z), entonces &Tﬂ = % « .
(iii) Sea f : X — Y continua y o € Q(X,z,y). Entonces foa € QF, f(z), f(y)) ¥y
m =fo o
(iv) Sea f : X — Y una aplicaciéon continua. Dados o € Q(X,z,y) vy 8 € QX,y, 2),
probar que £ o (a+ ) = (f 0 @) * (f o §).

Ejercicio 2. Es claro que * define una operacion es el conjunto Q(X, zg) de los lazos en X
con punto base z. jEs esta operacion conmutativa o asociativa? ;Es el lazo €;, un elemento
neutro para dicha operacion? Dado a € Q(X, xp), jes cierto que a * o= €ao !

5. ESPACIOS ARCO-CONEXOS

Sea X un e.t. Definimos en X esta relacion: dados z,y € X decimos que x ~ y si existe
a € Q(X,x,y), es decir, hay un arco « : [0,1] — X tal que a(0) = z y a(1) = y. Por lo
estudiado en el apartado anterior se tiene que ~ es una relaciéon de equivalencia en X. Las
clases de equivalencia de X segtin ~ se llaman componentes arco-conezas (c.a.c.) de X. Dado
x € X, su c.a.c. Cy esta dada por:

c={yeX/x~y}l={yeX/3aecQX,zy)}

Como en toda relacion de equivalencia, las clases forman una particion de X, es decir, X =
UIGX C, mientras que C, N C, # 0 si y solo si C, = C,.

Nota 5.1. Sea y € C,, es decir, existe a € Q(X,z,y). Veamos que «([0,1]) C C,. Sea
€ [0,1]. Si definimos o : [0,1] — X como o(t) := a(at) entonces o € (X, z,a(a)). Esto
implica que a(a) € C, por definicion de C,. Acabamos de probar que «([0,1]) C C,.

Diremos que un e.t. X es arco-conexo (a.c.) o conexo por arcos si tiene una tnica com-
ponente arco-conexa. Esto equivale a lo siguiente: para cualesquiera x,y € X se cumple que
existe a € Q(X, z,y).

Ejemplo 5.2. Un subconjunto X C R" es estrellado si existe zg € X tal que [zg,2] C X
para cada x € X. Esto implica que X = (J, . x [0, %], por lo que X es unién de segmentos que
salen de zg. Es claro que X = {z¢} y X = R” son estrellados. Si X es estrellado, entonces
X es a.c. En efecto; dados z,y € X, se tiene que [z,z9] C X y [zo,y] € X. Parametri-
zando ambos segmentos como «a(t) := (1 — t)x + tzg y B(t) := (1 — t)zo + ty se tiene que
axf e X, x,y).

Ejemplo 5.3. Todo subconjunto convexo X C R™ es a.c. Aunque esto es una consecuencia
inmediata del ejemplo anterior también es sencillo verlo directamente. De hecho, si z,y € X,



6 CESAR ROSALES. TOPOLOGIA II

la convexidad de X nos garantiza que [z,y] C X. Por tanto, definiendo «(t) := (1 —t)z + ty,
obtenemos que o € Q(X, z,y).

Si X esun e.t. y A C X, diremos que A es un subconjunto arco-conero de X si A es un
espacio a.c. con la topologia inducida por X.

Lema 5.4 (Maximalidad de las c.a.c.). En un e.t. X las c.a.c. son subconjuntos a.c. Ademds,
si A C X es un subconjunto a.c. con x € A, entonces A C C,.

Demostracion. Veamos primero que las c.a.c. son subconjuntos a.c. En efecto; sea C}, la c.a.c.
de z € X. Tomemos y, z € C. Queremos ver que hay un arco en C, que une y con z. Por
definicion de c.a.c. existen a € Q(X,y,2) y f € Q(X,z,z). Por la Nota se sigue que
a € QCyry,x)y B €QC,, x,z). Entonces, a* 8 € Q(Cy,y, 2).

Para la segunda parte, sea x € X y A C X un subconjunto a.c. con x € A. Queremos ver
que A C C,. Seay € A. Como A es a.c., existe o € Q(A4,z,y) C UX,z,y). Asi y € C, por
definicion de C, y se concluye. O

Recuerda que un e.t. X es conexo si para cada particion X = AU B en la que A y B son
abiertos disjuntos de X se cumple que A =0 o B = (). Esto equivale a que si A C X es a la
vez abierto y cerrado en X, entonces A=0 o0 A= X.

. Qué relacion hay entre espacio a.c. y espacio conexo?

Proposicion 5.5. Si X es a.c. entonces X es conexo. El reciproco no es cierto: hay ejemplos
de espacios coneros que no son a.c.

Demostracion. Sea X = AU B una particion de X por abiertos disjuntos. Supongamos que
ambos son no vacios y lleguemos a contradiccion. Tomemos x € A e y € B. Como suponemos
que X es a.c., debe existir un arco o : [0,1] = X con a(0) =z y a(1) = y. Pero entonces:

0,1]=a"'X)=aY(AUB) =a" (A Ua"(B),

lo que nos da una particion de [0, 1] en abiertos disjuntos no vacios. Esto contradice que [0, 1]
es conexo con la topologia usual. Un espacio conexo que no es a.c. es la llamada curva seno

del topdlogo:
X = {(t,;sen(1/)) /t € (0,1]} U ({0} x [-1,1]),
los detalles se pueden encontrar en [I, Ejemplo 7, p. 178]. O

Nota 5.6. Por la proposicion anterior cada c.a.c. de X esta contenida en una y s6lo una
de las componentes conexas (c.c.) de X. En general, las c.a.c. y las c.c. de X no coinciden.
Tampoco es cierto en general que las c.a.c. de X sean subconjuntos cerrados de X (recuerda
que las c.c. de X si lo son). El espacio X de la prueba anterior es un ejemplo que ilustra
estas afirmaciones.

. Qué le falta a un espacio conexo para ser a.c.?

Proposicion 5.7. Un e.t. X es a.c. si y sélo si es conexo y cada v € X tiene un entorno
A, en X que es a.c.

Demostracion. La implicacion de izquierda a derecha es obvia, sin més que tomar A, = X
para cada x € X. Probemos ahora la otra implicacién.

Sea x € X un punto arbitrario. Vamos a probar que C, = X. Como X se supone co-
nexo, es suficiente ver que C, es abierto y cerrado en X. Sea y € C, es decir, existe
a € Q(X,z,y). Veamos que A, C C,. En efecto; dado z € A, se tiene, al ser A, a.c.,
que existe f € Q(Ay,y,2) € QX,y,z). Pero entonces o x f € Q(X,x,2), lo que prueba
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que z € C,. Finalmente, probemos que X — C, es abierto en X. Sea y ¢ C,, es decir,
no existe a € Q(X,z,y). Afirmamos que A, C X — C; de lo contrario encontrariamos
z € CzNAy. De este modo existirfan o € Q(X,x,2) y 5 € Q(Ay, z,y) C X, z,y). Entonces
axf € QX,x,y), lo que contradice que y ¢ C,. O

Corolario 5.8. Si X CR"” es abierto y conexo, entonces X es a.c.

Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposicion y de que las bolas abiertas de
R™ sean subconjuntos a.c. (por ser convexos). |

En el siguiente resultado mostramos algunos métodos de construccién de espacios a.c.
Proposicion 5.9. Sean X e Y dos e.t. Entonces, se cumplen estas propiedades:

(i) Si X eY son a.c., entonces X XY con la topologia producto (para la que una base
estd formada por productos de abiertos) también es a.c.

(ii)) Si f: X =Y es continua y X es a.c. entonces f(X) :={f(x)/x € X} es a.c. Por
tanto, todo cociente de un espacio a.c. es un espacio a.c. Ademds, la arco-conexion es
un invariante topoldgico: se conserva por homeomorfismos.

(iii) Sea {A; /i € I} una familia de subconjuntos a.c. de X de forma que ();c; A # 0.
Entonces A :=|J;c; Ai es a.c.

Demostracion. Probemos (i). Tomemos (21, 1), (z2,y2) € X x Y. Como suponemos que X

e Y son a.c., existen o € Q(X,x1,22) y 8 € Q(Y,y1,y2). Entonces, la aplicacion («, ) :

[0,1] - X x Y dada por («,8)(t) := (a(t),S(t)) es un arco en X x Y que une (x1,y1)

con (z2,y2). Probemos (ii). Sean y1,y2 € f(X). Esto implica que existen z1,29 € X con

f(z1) =y1y f(za) = y2. Como X es a.c. existe a € Q(X, x1,x2). Entonces, es inmediato que
foa € Q(f(X),y1,y2). Finalmente probemos (iii). Sea 29 € (,c; A; y ,y € A. Supongamos
que x € A; y que y € A;. Como A; y A; son a.c., existen a € Q(A;,x,20) € QA,z,20) ¥y

B e QA), z0,y) € QA, x0,y). Entonces a x § € Q(A,z,y) y se concluye. O

Corolario 5.10. Los siguientes e.t. son a.c.:

i) R" conn € NU {0},
ii) S™ conn €N,
iii) R* — A conn>2y ACR" finito,
iv) S*— A conn>=2yACS" finito,
) S™ x S™ conn,m €N,
vi) " x R™ conn € N ym € NU{0},
ii) el toro T, la cinta de Moebius M, la botella de Klein K y los espacios proyectivos
reales RP™.

Demostracion. Ya sabemos que R” es a.c. al ser convexo. Para ver que S™ es a.c. basta usar el
apartado (iii) de la Proposicién[5.9] pues S™ es la unién de S”—{polo norte} y S"—{polo sur},
que son dos abiertos de S™ homeomorfos a R™ (por la proyeccion estereografica) con inter-
seccién no vacia.

Probemos que sin > 2y A C R” es finito, entonces X := R" — A es a.c. Sean z,y € X. Si
[z,y] C X, entonces definimos a(t) := (1 — t)z + ty, por lo que @ € Q(X,z,y). Si [z,y] £ X
es porque hay puntos de A en [z,y]. Tomamos bolas cerradas centradas en dichos puntos y
con radios lo suficientemente pequenos como para que sean dos a dos disjuntas y no con-
tengan a ningdin punto mas de A que sus centros (esto se puede conseguir por ser A finito).
Combinando trozos de [z,y] con arcos en las esferas que bordean dichas bolas obtenemos un
arco en X que une x con y. Que S™ — A es a.c. cuandon > 2y A C S™ es finito se debe a
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que, por la proyeccién estereografica, S™ — A es homeomorfo a R™ — B, donde B C R"™ es un
conjunto finito que tiene un punto menos que A.

Los productos S” x S™ y S™ x R™ son a.c. por el apartado (i) de la Proposiciéon El
toro T, la banda de Moebius M y la botella de Klein K son cocientes de convexos. El espacio
proyectivo RP™ es cociente de S cuando identificamos puntos antipodas. Como un cociente
de un espacio a.c. es también a.c. se concluye. O

Nota 5.11. Recuerda que R —{z} y S' — {2, y} no son conexos: por tanto tampoco son a.c.

Ejercicio 3. Sea L un subespacio afin de R" conn > 2y L # R™. Demostrar que X := R"—L
es a.c. sl y solo si dim(L) < n — 2.

6. ESPACIOS LOCALMENTE ARCO-CONEXOS

En este apartado estudiaremos una condicién suficiente para asegurar que las c.c. de un
e.t. X coinciden con las c.a.c.

Un e.t. X se dice localmente arco-conexo (la.c.) si para cada x € X existe una base B,
de entornos a.c. de z en X. Esto equivale a lo siguiente: para cada x € X y cada entorno N
de x en X, existe un entorno a.c. N, de x en X con N, C N.

Nota 6.1. Un espacio a.c. no tiene por qué ser l.a.c. Un ejemplo de esta situacion es:
X :=([-1,0] x {oh) U{(z,y) eR?* /2® +9°> =1,y > 0} U {(z,(1/2) sen(r/x)) / = € (0,1]}.

Un espacio l.a.c. no tiene por qué ser a.c. Basta considerar X como la unién de dos intervalos
abiertos disjuntos de R.

Para un espacio l.a.c. la conexion y la arco-conexiéon son propiedades equivalentes como
consecuencia de la Proposicion

Corolario 6.2. Sea X un espacio l.a.c. Entonces X es a.c. si y sdlo si X es conexo.

Diremos que A C X es un subconjunto localmente arco-conero de X cuando A es la.c.
con la topologia inducida por X. Veamos algunos ejemplos de espacios l.a.c.

Ejemplo 6.3. 1. Si X es un espacio La.c. y A es abierto en X, entonces A es la.c. La
demostracion es sencilla y se deja como ejercicio.

2. Es obvio que R"” es l.a.c. pues, dado = € R™, las bolas abiertas centradas en x propor-
cionan una base de entornos a.c. de x en R™ Como consecuencia del punto anterior, cada
abierto de R” es l.a.c.

3. Recordemos que un homeomorfismo local (homeo. local) es una aplicaciéon continua
f: X — Y entre e.t. que localmente es un homeo. Esto significa que, para cada = € X,
existe A, entorno de x en X y B, entorno de y := f(z) en Y, tales que f: A, — B, es un
homeo. Es muy facil comprobar que si f : X — Y es un homeo. local y X es l.a.c., entonces
f(X) también es la.c. En particular, como todo homeo. es un homeo. local, se sigue que la
arco-conexiéon local es un invariante topologico.

4. La esfera S™ es l.a.c. pues cada punto tiene un entorno homeomorfo a R™ por la pro-
yeccién estereografica (este entorno sera S™ — {polo norte} o S™ — {polo sur}) y R" es lLa.c.
Como consecuencia, cada abierto de S™ es l.a.c.

5. Es sencillo probar que si X e Y son La.c., entonces X x Y también lo es. Como conse-
cuencia, los productos S™ x §™ y S™ x R™ son l.a.c.

6. También es cierto que el toro T, la cinta de Moebius M, la botella de Klein K y el espa-
cio proyectivo real RP" son l.a.c. Aunque esto se puede probar directamente de la definicion
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de estos espacios, lo deduciremos mas adelante cuando estudiemos ejemplos de aplicaciones
recubridoras (que, en particular, son homeos. locales sobreyectivos).

Ahora probaremos una caracterizacion del concepto de espacio l.a.c. que es bastante ttil.

Proposicion 6.4. En un e.t. X las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X esl.a.c.
(ii) Si A es abierto en X entonces las c.a.c. de A (como e.t. con la topologia inducida por
X) son abiertos de X.

Demostracion. Supongamos que X es la.c. Sea A un abierto en X y A, una c.a.c. de A.
Queremos ver que A, es abierto en X. Como A es abierto en X y x € A, entonces A es un
entorno de x en X. Por tanto, debe existir un entorno N, de x en X que es a.c. y cumple
N, CA. Como N, y A, son a.c. en A y ambos contienen a x, se concluye que N, C A, por
el Lema[5.4 Supongamos ahora que las c.a.c. de cada abierto de X son abiertos de X. Pro-
bemos que X es La.c. Sea x € X y N un entorno de x en X. No hay pérdida de generalidad
en suponer que NN es abierto en X. Sea N, la c.a.c. de N que contiene a x. Entonces, N, es
un abierto a.c. en N (y por tanto en X) con € N, C N. O

Ejercicio 4. Se dice que un e.t. X es localmente conezo (l.c.) si cada x € X tiene una base
B, de entornos conexos en X. Usando las ideas de la proposicién anterior, demostrar que X
es l.c. si y s6lo si las c.c. de cada abierto de X son conjuntos abiertos en X.

Acabamos esta seccion con un resultado que anunciamos al principio de la misma: en un
espacio l.a.c., las c.c. coinciden con las c.a.c.

Corolario 6.5. En un espacio l.a.c. X las c.c. coinciden con las c.a.c.

Demostracion. Sean C, y D, las componentes a.c. y conexa, respectivamente, de z en X.
Por ser X la.c. es también l.c., por lo que C y D, son abiertos en X. Por la Proposicion [5.5]
se tiene C, C D,. Para la otra inclusion es suficiente, por el Lema [5.4] con ver que D, es un
subconjunto a.c. de X. Como D, es abierto en X y X es l.a.c. entonces D, también es l.a.c.
Por el Corolario [6.2] se sigue que D, es a.c., lo que concluye la prueba. |
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