Calculo |

Tema 5: Convergencia y acotacién.

Subsucesiones. Operaciones
con sucesiones convergentes.




Sucesiones

Una sucesiéon de nimeros reales es una funcién f: N — R.
En lugar de notarlas de esta forma, se suelen escribir de la forma {zn} o {zn }n,
donde z,, = f(n) para cada natural n. Al elemento x,, se llama término n-ésimo

de la sucesién {zn}.




Sucesiones acotadas

Sucesiones acotadas

@ Una sucesién {xy, } estd mayorada si existe M € R tal que

zn <M, VneN

@ Una sucesién {zy} estd minorada si existe m € R tal que

m<Tn, VYneN

@ Una sucesién {zy} es acotada si es minorada y mayorada. Es facil
comprobar que esta condicién equivale a que exista M € R tal que




Sucesiones

Ejemplos

o {1}, es acotada.

o {(—1)"}n es acotada.

1
{—} es acotada.
n

{n} estd minorada y no mayorada, luego no est4 acotada.

{—n?} est4 mayorada y no minorada, luego tampoco es acotada.

{(=1)"n} no estd mayorada ni minorada.




Sucesiones

Una sucesién de niimeros reales {z,} es convergente si existe un niimero real
que verifica la siguiente condicién:

Ve>0, ImeN:n>2m = |zn—2z|<e

En tal caso, el ndmero real x es (nico y se llama limite de la sucesién {zn}.
Diremos también que la sucesién {z,} converge a z, y suele notarse de alguna
de las siguientes formas

z=1lim{zn}, {zn}—o=z
n

Para un subconjunto de naturales equivalen ser finito y estar mayorado. Por
tanto, la condicién que aparece en la definicién de convergencia equivale a que,
para cada real y positivo ¢, el conjunto

Ac={n € N:|zp—z| >c}

sea finito.



Sucesiones

o {1}, —1

° {%}—>0

o {(—1)"} no converge

Proposiciéon

Toda sucesién convergente estd acotada

El reciproco no es cierto. Por ejemplo, la sucesién {(—1)"} estd acotada y no
es convergente.



Subsucesiones

Una aplicacién o : N — N es estrictamente creciente si o(n) < o(m) para cua-
lesquiera naturales n,m tales que n < m.

Es inmediato comprobar por induccién que una aplicacién 0 : N — N es
estrictamente creciente, si, y sélo si, se verifica

o(n)<o(n+1), VneN.

Ejemplos

1) o(n)=2n, VneN.

2) o(n)=2n—-1, VneN.
3) o(n)=2", VneN.

Una sucesién {yn} es una subsucesion (o una sucesién parcial) de {xn} si existe
una aplicacién o : N — N estrictamente creciente tal que yn = z,(,,) para cada
natural n.
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Subsucesiones

1 1
° {—} es una subsucesiéon de {—}
2n n

o {3"} es una subsucesién de {n}

o Si {xn} es una sucesién, entonces {xa,} es la subsucesién de los términos
pares de {zn} y {xan—1} es la subsucesién de los términos impares.

Por induccién es muy sencillo comprobar la siguiente afirmacion.

Proposicién

Si 0 : N — N es estrictamente creciente, entonces o(n) > n para todo n € N.

Del resultado anterior podemos deducir facilmente:

Proposicion

Si {Z5(n)} es una subsucesién de una sucesién convergente {zn}, entonces
{Z(n)} también es convergente, con lim{z,(,)} = lim{zn}.




Subsucesiones

Es inmediato comprobar la siguiente afirmacién:

Proposiciéon

Si una sucesién es acotada, toda subsucesién suya también es acotada.

Proposicion

Se verifican las siguientes afirmaciones:
1) {zn} — z si, y sblo si, para cada natural k, {z,, 1} — =

2)
{zn} =22 — {zop} =z vy {zon 1}—x




Operaciones con sucesiones convergentes

Proposiciéon

Sea {zn} una sucesién de nimeros reales. Las siguientes afirmaciones son
ciertas:

1) {zn}—w e {an—a} >0 {|lan—z|} 20

2) {zn} = 0= {|zn|} — 0

3) {zn} — 2= {lzal} — |2|

Es facil ver que el reciproco de la dltima afirmacién no es cierto:

La sucesién {(—1)"} no converge. Sin embargo, {|(=1)"|} ={1}n — 1.




Operaciones con sucesiones convergentes

Proposiciéon

Sea {n} e {yn} sucesiones de niimeros reales. Se verifica:

1) Si {zn} — z e {yn} — v, entonces {zn +yn} = z+y.
2) Si {xn} — 0 e {yn} estd acotada, entonces {znyn} — 0.
3) Si{zn} — z e {yn} — y, entonces {Tnyn} — zy.

4) Si {zn} =z e {yn} — vy, y supongamos ademis que y # 0 y que yn # 0,

para cada n € N. Entonces e v




Convergencia de sucesiones y orden de R

Proposiciéon

Sean {zn} e {yn} sucesiones de niimeros reales. Se verifica:

1) Si {zn} e {yn} son convergentes y lim{x,} < lim{yn}, entonces existe
m € N tal que =, < yn para cada n > m.

2) Si {zn} e {yn} convergeny {n € N:z, <yn} es infinito, entonces
lim{zn} <lm{yn}.

3) Sia €R, {zn} converge y el conjunto {n €N : a <z} es infinito,
entonces « < lim {xn }.

4) Si B R, {zn} converge y el conjunto {n € N : z, < 3} es infinito,
entonces lim{z,} < 8.

5) En particular, si {n} es convergente se tiene:
inf {zn : n € N} <lm{zn} <sup{zn : n € N}.
6) Supongamos que {zn} e {yn} convergen al mismo limite y {2z} es una

sucesién de reales tales que zn < zn, < yn para todo n € N. Entonces {zn}
también converge al mismo limite.




Supremo, infimo y sucesiones

A veces resulta cémodo usar las siguientes caracterizaciones de supremo y de
infimo:

Proposiciéon
Sea A C R un conjunto no vacio y «, 3 € R. Entonces
i)

a<a,Va€e A

a=InfAs < vy
Han} — @, an €A, VneN

a< pB,VaeA
B8=SupA & y
Han}t— B, an€ A, VneEN




Supremo, infimo y sucesiones

En vista de la densidad de Q y de R\Q en R obtenemos:

Corolario

Sea z € R. Entonces
a) Existen sucesiones {r,} y {sn} de niimeros racionales, tales que:

<z <sp YneN, x=Um{r,}=I1lim{s,}

b) Existen sucesiones {an} y {8n} de nimeros irracionales, tales que:

an <z <pPBpn YneN, z=Ilim{a,}=Um{Bn}




