DEDUCCIONES EN CÁLCULO DE PRIMER ORDEN

Demostrar (
( ( ((xPx ( (yQy) ( (x(y(Px ( Qy)

Lo que tenemos que hacer es obtener 2 condicionales:

(i) ((xPx ( (yQy) ( (x(y(Px ( Qy)

(ii) (x(y(Px ( Qy) ( ((xPx ( (yQy)

Por tanto, tendremos que utilizar la regla ICd en las dos direcciones. Empecemos por (i):

(1. ((xPx ( (yQy)

hip

((2. ¬(x(y(Px ( Qy)
hip



hemos introducido la hipótesis de 2 intentando llegar a una contradicción

((3. (x¬(y(Px ( Qy)
NEU 2



nótese que la fórmula gobernada por (x es todo el universal que le sigue

((4. ¬(y(Pa ( Qy)

EU 3


((5. (y¬(Pa ( Qy)

NUE 4


(((6. ¬(Pa ( Qb)

(EE 5)



comenzamos así la eliminación del existencial de 5, usando una constante (b) diferente de la que ya teníamos (a)

(((7. Pa ( ¬Qb

NCC 6



(((8. Pa


EC 7



podemos universalizar porque la constante (a) procede del universal eliminado en 4:

(((9. (xPx


IU 8


(((10. (yQy


MP 1, 9


(((11. Qb


EU 10


(((12. ¬Qb


EC 7


(((13. Qb ( ¬Qb.

IC 11, 12




podemos ahora concluir EE porque la contradicción saldría para cualquier otra constante que hubiésemos empleado en vez de b:

((14. Qb ( ¬Qb

EE 4, 6-13

(15. (x(y(Px ( Qy)

RA 2-14

16. ((xPx ( (yQy) ( (x(y(Px ( Qy)
ICd 1-15



ahora pasamos al otro condicional (ii) que queremos obtener:

(17. (x(y(Px ( Qy)

hip

como el consecuente de (ii) es a su vez un condicional, empleamos de nuevo la estrategia de Introd. del Condicional:

((18. (xPx


hip

(((19. ¬(yQy


hip

al introducir 19 intentamos llegar a una contradicción

(((20. (y¬Qy


NUE 19

((((21. ¬Qa


(EE 20)

(((((22. (y(Pb ( Qy)
(EE 17)

nótese que en 21 y 22 hemos empleado constantes diferentes para comenzar la eliminación de sus respectivos existenciales

(((((23. Pb ( Qa

EU 22

en 23 puedo sustituir la variable y por cualquier constante, al tratarse de una eliminación de (, y lo mismo para el ( de la línea 18:

(((((24. Pb


EU 18

(((((25. Qa

MP 23, 24

(((((26. Qa ( ¬Qa
IC 21, 25

((((27. Qa ( ¬Qa
EE 17, 22-26

(((28. Qa ( ¬Qa
EE 20, 21-27

nótese que la repetición de líneas en 27 y 28 es necesaria para sacar lo obtenido en 26 (la contradicción) fuera de las respectivas eliminaciones de existencial; ahora empleamos esta contradicción para la reducción al absurdo que buscábamos en 19:

((29. (yQy

RA 19-28

(30. (xPx ( (yQy 
ICd 18-29

31. (x(y(Px ( Qy) ( ((xPx ( (yQy) ICd 17-30

las líneas 16 y 31 nos dan los condicionales (i) y (ii) que buscábamos; sólo falta unirlos en forma de bicondicional:

32. ((xPx ( (yQy) ( (x(y(Px ( Qy)
IB 16, 31

Demostrar ( desde (:

( ( (x((z(Pz ( Rxz) ( (yRxy)

( ( (x(y(z((Pz ( Rxz) ( Rxy)

Primero hay que fijarse en que en ( (x gobierna una fórmula con forma de condicional: ((z(Pz ( Rxz) ( (yRxy) mientra que ( gobierna una fórmula encabezada por el cuantificador (y.

Usaremos la reducción al absurdo:
1. (x((z(Pz ( Rxz) ( (yRxy)
premisa

(2. ¬(x(y(z((Pz ( Rxz) ( Rxy)
hip

transformamos 2 para quitar el negador de la izquierda:

(3. (x¬(y(z((Pz ( Rxz) ( Rxy)
NUE 2

comenzamos a eliminar el (x:

((4. ¬(y(z((Pz ( Raz) ( Ray)
(EE 3)

aplicamos la misma estrategia que en 3 y 4:

((5. (y¬(z((Pz ( Raz) ( Ray)
NUE 4

(((6. ¬(z((Pz ( Raz) ( Rab)
(EE 5)

nótese que hemos empleado una nueva constante: b
(((7. (z¬((Pz ( Raz) ( Rab)
NEU 6

(((8. ¬((Pc ( Rac) ( Rab)

EU 7

(((9. (Pc ( Rac) ( ¬Rab

NCC 8

(((10. Pc ( Rac


EC 9

nótese que en 10 la constante a ha salido de un existencial, pero c ha salido de un (; por tanto podemos universalizar sobre esta última:

(((11. (z(Pz ( Raz)


IU 10

todavía no habíamos usado la premisa; hagámoslo ahora, eliminando su (x con la constante que nos conviene, la a:
(((12. (z(Pz ( Raz) ( (yRay
EU 1

(((13. (yRay



MP 11, 12

en 9 tenemos algo que se acerca a 13:

(((14. ¬Rab



EC 9

sin embargo, tanto a como b han salido de existenciales; no podemos universalizar sobre ellos; pero sí podemos introducir el existencial:

(((15. (y¬Ray



IE 14

y ahora manipulamos 13 para obtener una contradicción con 15:
(((16. ¬(y¬Ray


DUE 13

(((17. (y¬Ray  ( ¬(y¬Ray

IC 15, 16

ahora cerramos las eliminaciones de existencial que habíamos iniciado en las líneas 4 y 6:

((18. (y¬Ray  ( ¬(y¬Ray

EE 5, 6-17

(19. (y¬Ray  ( ¬(y¬Ray

EE 3, 4-18

20. (x(y(z((Pz ( Rxz) ( Rxy
RA 2-19

Ejercicio 128 del libro:

Demostrar ( desde (1 y (2:

(1 ( ¬(x((y(y = a ( Py) ( Hx)
 (2 ( (x¬Hx ( ¬(x(Pa ( ¬Hx)

( ( (xHx

En primer lugar es importante fijarse en la forma que tienen las premisas, y el alcance de sus cuantificadores.

En (1 ( ¬(x[(y(y = a ( Py) ( Hx] el alcance de ( es todo lo que va entre [...], pero el alcance de ( es únicamente la fórmula (y = a ( Py): no llega hasta Hx

En (2 ( (x¬Hx ( ¬(x(Pa ( ¬Hx) la conectiva dominante es el condicional. El ( no alcanza más que hasta ¬Hx, y el ( hasta (Pa ( ¬Hx). No podemos aplicar la regla de eliminación de ( ni de ( sobre (2
1. ¬(x((y(y = a ( Py) ( Hx)
premisa

2. (x¬Hx ( ¬(x(Pa ( ¬Hx)

premisa

emplearemos la estrategia de reducc al absurdo:

(3. ¬(xHx



hip.

(4. (x¬((y(y = a ( Py) ( Hx)
NEU 1

aplicando NEU hacemos la premisa 1 “más manejable” ahora podemos eliminar el universal (x de 4; parece aconsejable hacerlo con una constante distinta a la (a) que ya poseemos; pero si luego la deducción lo aconseja, podemos volver sobre nuestros pasos:

(5. ¬((y(y = a ( Py) ( Hb)

EU 4

lo que tenemos ahora es una fórmula de la forma ¬(( ( (); la transformamos en una conyunción con la regla NCC:

(6. (y(y = a ( Py) ( ¬Hb

NCC 5

comparemos 6 con la fórmula de 2: ¿hay semejanzas? Sí, en el antecedente de 2 tenemos un ( al que sigue una fórmula parecida a ¬Hb. De hecho, podemos obtener (x¬Hx aplicando la introducción de ( sobre ¬Hb:
(7. ¬Hb



EC 6

(8. (x¬Hx



IE 7

ahora podemos usar el ponens para obtener más cosas:

(9. ¬(x(Pa ( ¬Hx)


MP 2, 8

quitamos el negador de la izquierda:
(10. (x¬(Pa ( ¬Hx)


NUE 9

y comenzamos a eliminar ese (:
((11. ¬(Pa ( ¬Hb)


(EE 10)

nótese que podemos usar la (b), porque la que teníamos antes procede de la eliminación de un universal, tanto da que fuera esa constante como otra; dicho de otro modo: si quisiéramos podríamos eliminar de nuevo el universal de 4, con una nueva constante c y seguir la deducción
((12. (y(y = a ( Py)


EC 6

la línea 12 pone en juego el último elemento que faltaba por utilizar
((13. a = a ( Pa


EU 12

en este caso interesa eliminar el ( sustituyendo por (a), porque así tenemos un antecedente que es fácil de obtener:
((14. a = a



II

((15. Pa



MP 13, 14

((16. Pa ( ¬Hb


IC 7, 15

((17. (Pa ( ¬Hb) ( ¬(Pa ( ¬Hb)
IC 11, 16

(18. (Pa ( ¬Hb) ( ¬(Pa ( ¬Hb)
EE 10, 11-17

19. (xHx



RA 3-18

