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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 2
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Fendmeno deterministico: Aquel en donde conocidas las condiciones de
realizacion del fenémeno su resultado estd determinado, es
predecible. (Ej. Velocidad a la que llega un sélido al suelo tras
lanzarlo de una altura de 1m; presion a la que esta sometido un gas
que tiene un determinado volumen; etc.....)

Fendmeno Aleatorio: Aquel en donde conocidas las condiciones de
realizacion del fenomeno su resultado es impredecible, es decir, no
podemos asegurar cual serd ese resultado. (Ej. Estado de un paciente
tras un tratamiento; presentacion de tlceras dérmicas en un paciente
tras una estancia prologada en posicion dectbito; glucemia de una
persona tras una carrera, etc...)

"\

= = i

En las Ciencias de la Vida siempre se
trabaja con fendmenos aleatorios.




Estadistica — 2° curso del Grado en Ciencias de la Actividad Fisica y el Deporte
Pedro Femia Marzo, Maria Teresa Miranda Leon, José Antonio Roldan Nofuentes

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 3
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Ciencias de la Vida = Fendémenos m

J

Deberiamos obtener una
medida de la posibilidad de la ocurrencia
de cada uno de los resultados de un experimento aleatorio.
¢Es facil que ocurra este resultado?

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 4
VARIABLE ALEATORIA Restmenes: 3.1
Primera estrategia (Frecuencista): Repetir el fenémeno aleatorio. r

Ejemplo:

Lanzamos una moneda para intentar determinar una medida de la posibilidad
de que salga una cara.

Primera medida: Frecuencia absoluta (me han salido 8 caras);
- No porque aumenta conforme aumenta el nimero de lanzamientos.

Segunda medida: Frecuencia relativa (de los 20 lanzamientos de la moneda
un 55% ha sido caras);
—> No porque cambia de muestra a muestra.
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 5
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Las frecuencias relativas cumplen la llamada ley de azar 6 de
estabilizacion de las frecuencias relativas.

0.9 +
0.8
0.7
0.6
0.5 o A e
0.4

Frecuencia relativa

0.3
0.2
0.1

‘ ‘
1 100 10000 1000000
NUmero de lanzamientos

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 6
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Definicion Frecuencista de la Probabilidad: La probabilidad de que
ocurra algo, un suceso, es el limite de la frecuencia relativa con que
aparece dicho suceso cuando el numero de repeticiones del
experimento aleatorio es “suficientemente grande”.

P(A) = limh, (A)

Esa definicidn, en sentido estricto, no sirve
para calcular probabilidades,
dado que no podemos repetir el experimento
infinitas veces.

Pero puede representar una aproximacion de
gran utilidad
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 7
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Segunda estrategia (axiomatica o Tedrica): La probabilidad de
que ocurra un suceso es un numero que cumple una serie de
propiedades (axiomas), teniendo que:

0<PA)<1

Conforme mas cerca esté de 1 mas “facil” es que ocurra el suceso

Conforme mas cerca esté de 0 mas “dificil” es que ocurra el suceso.

¢Qué pasa si P(A)=1? ¢y si es P(A)=0?
¢Contradice esta definicién a la
frecuencista?

S

Todas las afirmaciones que se hagan
acerca de los fenémenos aleatorios se
hardn en términos de la probabilidad de
que ocurra algo

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 8
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Un nuevo concepto: Cuando los resultados de un experimento aleatorio son
numéricos (6 se pueden convertir en nimeros), se dice que el resultado es una
variable aleatoria (porque sus valores numéricos varian al azar): Talla, Peso,
tiempo hasta la curacion , nimero de ingresos en urgencia, etc...

Variables Aleatorias:.

- Discretas: Aquellas que toman valores aislados. Entre dos cualesquiera
valores de la variable no siempre existe otro valor posible de la
variable.

- Continuas: Entre dos valores cualesquiera de la variable siempre hay otro
valor posible de la variable.

Las variables aleatorias, como resultados ligados a los
fenémenos aleatorios, siempre van afectadas de
probabilidades: las afirmaciones para ellas no son nunca
seguras.
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 9
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Variables aleatorias Discretas
A cada valor se le asigna una probabilidad - funcion de probabilidad.

Ejemplo: Numero de varones de una familia de dos hijos:
Valores= 0,1,2
Probabilidades de esos valores:  0.25, 0.50, 0.25

0.6
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Para que una variable aleatoria de tipo discreto este
perfectamente determinada no basta con conocer los valores que
puede fomar, hay que conocer también la probabilidad con que
toma esos valores.

Probabilidad y V.A. - 10

PROBABILIDAD Y VARIABLE ALEATORIA

Restumenes: 3.1

Variables aleatorias Continuas

La funcion que hace el papel de la funcion de probabilidad se denomina funcién de
densidad y juega el mismo papel.

Ejemplo: indice de Masa Corporal (IMC = Peso(kg)/Talla(m)?).
- Valores: Cualquier valor real entre (digamos) 10.00 y 60.00.

- Funcion de densidad: Formula jcompleja! que nos permite calcular probabilidades.

Ao dk A

N=100 N=1000 N=100000 N=10000000

Para N suficientemente grande el histograma perfila una
curva: la funcién de densidad f(x), que tendrd una expresién

f(x)

matemdtica que permite reproducirla, obteniendo asi un
modelo teérico de distribucién de probabilidad
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 11
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.1

Toda variable aleatoria debera ir acompafiada de su funcién de
probabilidad, si es discreta, o de su funcion de densidad, si es continua.

Tanto la una como la otra serdn conocidas cuando se conozcan los
parametros de los que dependen

Existen unas grandes familias de variables aleatorias que definen a las més
importantes.

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 12
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Variable aleatoria Normal o Gaussiana

Tipo: Continuo.
Valores: Cualquier valor entre —00 y 400
Funcion de densidad: (Campana de Gauss)

1 1X-ﬂ2
f(x)= exp<- —| ——
()0'27t p 2(0_]

Parametros de la variable aleatoria:

p : Media, moda y mediana de la variable aleatoria
o : Desviacion tipica de la variable aleatoria

Se indica x—>N(u, o) : x sigue una distribucion normal de media u

0000000000000 O0OO0OOOOOOOOOOOO

oy desviacion tipica o
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 13
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Variable aleatoria Normal o Gaussiana

—er-3(2))

~100%
~95%
~68%.

x = N(y,0) si f(x)=

N, 9))

u-3o u-2o p-c u uto u2o uto / \
P —

000000000000 0OOOOOOOOOOOOOOOOOO

f—|
puto
pt2c
nt3c
PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 14
VARIABLE ALEATORIA Restmenes: 3.2a

Probabilidades: area bajo la curva = integral definida es complicado=>para eso existen

las tablas.

18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58
Representacion grafica de dos distribuciones Normales con
igual media pero distinta varianza (las dos de la izquierda) y de otras
dos con igual varianza y distinta media (las dos méas bajas)

Tablas: tendria que haber oo (una para cada pareja de y's y ¢’s), pero basta con una: la
Tabla 1 de la distribucion Normal Tipica o Normal Estindar:

zo>N(0;1) = z>N{u=00=1}

000000000000 OOOOOOOOOOOOOOOOOO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 15
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Tabla de la distribucién normal tipica o estandar
Construida de un modo util para las preguntas mas frecuentes:
P{—Za st+za}:1—a = P{lzlﬁza} =l-a = P{lleza} =

P{zZ+za}za/2 , P{zS—za}:a/Z

a en el exterior de la

000000000000 0OOOOOOOOOOOOOOOOOO

- 3 Tabla 1
J k Z, en el interior de la
=0 4z, Tabla 1
PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 16
VARIABLE ALEATORIA Resumenes: 322

Ejemplo: ¢Entre qué dos valores esta una N(0;1) el 95% de las veces?
1-a=0.95= a=0.05 (dato) = se pide +z, =%z,
a (0,00 001 002 003 004 005 006 007 0,08 0,09

00| o 2576 2,326 2,170 2,054 1,960 1,881 1,812 1,751 1,695

Nota: Para cada valor de « (en el caso de la tabla principal, la suma de la primera columna y de la primera fila)
en el interior de la tabla se da el valor z, tal que a la izquierda de — z, y a la derecha de + z, hay un area
total de a.

. Respuesta: entre -1.96 y 1.96 =
P{-1.96 < z<1.96} =95%= P{|z| <1.96} = 95% = P{|z| > 1.96} = 5%

-1,96 0 +1,96

. General: —z, <z<+z_ el 1-a de las veces (dos colas)
-1.96<2<1.96 el 95% de las veces.

O0O0O000OO0OO0O0O0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 17
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Ejemplo: ¢Cual es el percentil 95? = ;Qué valor no supera z el 95% de las

veces?

- Percentil 95: p,, = P{z< p,} =95%= P{z> p,}|=5%=a/2 =a=10% en
Tabla 1= py, =+2,,, =1.645

a (0,00 0,01 002 0,03 004 0,05 0,06 007 0,08 0,09

00| « 25762326 2,170 2,054 1,960 1,881 1,812 1,751 1,695
0,1 (1,645 1,598 1,555 1,514 1,476 1,440 1,405 1,372 1,341 1,311

. General: z<z,, el 1-a de las veces (una cola)
z < +1.645 el 95% de las veces.

Ejemplo: ¢;Cual es el percentil 5?2 = ;Qué valor supera z el 95% de las
veces?

. Percentil 5: p, = P{z<p}=5%=a/2 =p,;=—z,, =—1.645

. General: z>-z,, el 1-a de las veces (una cola)
z2-1,645 el 95% de las veces.

O0000000O000OOO0OOOOO0OOOOOOODOOOOOOO

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 18
VARIABLE ALEATORIA Restmenes: 3.2a
Tipificacion
.Se demuestra que: si x—> N(u,0)=>z= TTH N(0;1)= z va. x
O

tipificada = Tipificar x es hacer (x—u)/ o

x—u .

e—z,<z= <+z, el 1-a de las veces = operando:

O

u—z,0<x<u+zo el 1-ade las veces.

xeutzo el 1-a

de las veces permite obtener
x<utz,o el 1-a intervalos para los
de las veces valores “normales”
x2pu-z,o el 1-a de x

de las veces

O00000000O00OO0OOO0OOOOOOOOOOOOOOO0OO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 19
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Ejemplo:
. Si x = estatura espafiol — N (u=170,0=10):

¢Entre qué estaturas esta el 95% de los esparioles?
1-2=095=>a=005=2z,=1.96=>x€170+£1.96x10 = de 150.4 a 189.6
- 1.96 es muy habitual (= z,, ), pero hay otros que se usan:

xepuxlxo|xeut2xo|xeutdxo
Zy = 1 2 3 en Tabla 1
1-a - | 68%=2/3 |95%=19/20 100%
contiene a: | la mayoria | casi toda toda (la poblacion)

¢Qué estatura no supera el 5% de los esparioles? (pgs)
Pos =170+1.645x10=186.45= x <186.45 en el 95% de los espafoles.

¢Qué estatura supera el 95% de los esparioles? (ps)
ps=170-1.645x10=153.5=x>153.5 en el 95% de los esparioles.

Utilidad general
Para dar valores normales de estaturas, glucosa, presion, ... (dos colas) o
valores minimos o maximos normales de algo.

O00000000000OOO0OOOOO0OOOOOOOOOOOO

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 20
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Utilidad extra de la tipificacién
. Para comparar dos cantidades no comparables, como en el ejemplo que
sigue.
- Si P(peso) —> N(69,4), E(estatura) - N (170;6) y un individuo tiene P,=72 y
Ey=173: ;es mas pesado que alto?
. Son dos cantidades no comparables, para que lo sean = tipificar:

Zp= 2-6 o755 z B850 1a respuesta es que si
4 6

.De igual modo para asignar una beca a dos estudiantes de diferentes
estudios.

O0000000O0OO0OOO0OOOOOOOOOOOOOOODOOOO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 21
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Comprobacién de la normalidad de una variable aleatoria

. Para comprobar si una muestra (de pesos, por ejemplo) proviene de una v.a.
Normal, pueden emplearse dos procedimientos:
- Heuristico (aproximado): verificar si se adapta bien al histograma una curva
Normal (se vera en SPSS).
- Test de Normalidad (exacto): se vera mas adelante.

. El Teorema Central del Limite permite justificar la abundancia de la distribucion
Normal: si una variable X (estatura) se puede expresar como la suma de variables
independientes:

X = X; (efecto del padre) + X, (madre) + X3 (alimentacion) + ... + Xk
entonces, aproximadamente, X — Normal si K es grande (a veces eso no pasa
con X, pero si con el logaritmo de X).

O00000000OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOO

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 22
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Caso especial de x
-X=(x+x,+..+x,)/n es v.a., pues varia con la muestra.

. f=ﬁ+ﬁ+...+i=X1 +X, +...+ X, =>Normal si n es grande (por el TCL).
n o n n

. X = Normal siempre si x— Normal (se demuestra)

(a) Si x es una v.a. cualquiera de media x y desviacion tipica o, y si = es la
media de una muestra de tamafo n>30, X se distribuye aproximadamente
como una Normal: X —>N(x; o/+7), con o /In el error estandar.

(b) Si x es Normal, lo anterior se verifica exactamente para cualquier valor de n.

. Desviacion estandar (o) # Error estandar (O'/\/;).

. 0 mide la variabilidad de x; o //n mide la de x.

Utilidad
. X = n° hijos de una familia: no es Normal (por ser discreta).
- Peso X (si n>30)—Normal (aproximadamente).

. jlmportancia de tomar muestras grandes! para que sea aplicable la distribucion
Normal a Xx: se utilizara con frecuencia mas adelante.

O0000000O0OO0O0OO0OOOO0OOOOOOOOOOOOOOOO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 23
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2a

Ejemplo de variable aleatoria Normal

Histograma de la distribucion del IMC

(n=500)

70
60 _
50
40 =
30 -

20 v \

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

POOOOOOOOOOOOOO0OOOOOOOOOOOOOOOO

IMC
PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 24
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2b

Variable aleatoria Binomial

(a) Si de una poblacion de tamano (N) infinito, cuyos
individuos verifican una cierta caracteristica dicotdmica
con probabilidad p, se extrae una muestra de tamano
n, el numero x de individuos, de entre los n, que
verifican la caracteristica sigue una distribucion
Binomial; esto se expresa abreviadamente diciendo
que x—B(n; p).

(b) Cuando N<w, x sigue aproximadamente una Binomial
si N> 40y n/N (fraccién de muestreo) < 0,10.

DOOOO0OOO0OOO0OO0OO0O0OOOOOOOOOOOOOOOOO0OO
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Probabilidad y V.A. - 25

PROBABILIDAD Y VARIABLE ALEATORIA Resamenes: 3.20

Ejemplos:

. Numero de caras (x) en 100 lanzamientos de una moneda (n) es Binomial
pues N =~ (la moneda se puede lanzar indefinidamente). Aqui p=% de
caras.

. NUumero de varones (x) entre 50 espafoles (n) es Binomial pues, si bien
N<oo (hay 44 millones de esparioles), la fraccion n/N =50/(44x10°) es
pequefa. Aqui p=% de varones.

. Numero de curados (x) entre 200 enfermos (n) es Binomial pues, si bien
N<o, la fraccion n/N es pequena. Aqui p=% de curados.

. Numero de aprobados (x) entre 20 alumnos (n) de una clase de 100 (N) no
es binomial: N=100>40 pero n/N = 20/100 = 0,20 > 0,10.

. Numero de aprobados (x) entre 5 alumnos (n) de una clase de 20 (N) no es
binomial: N=20 < 40.
(las dos ultimas son v.a. hipergeométricas).

En general
La Binomial esta asociada a los problemas en los que estudiamos el % de

individuos que verifican algo

PDOOO0OO0OO0OOOOOOO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOO

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 26
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2b

Variable aleatoria Binomial

Tipo: Discreto.
Valores: 0,1,2,....n
Funcién de probabilidad:

P(.X':V)Z[jjpr(l_p)n_r, V=0,1,2,.-.,n

Parametros de la variable aleatoria: n, p

Se indica: x—>B(n,p)
Media: i =np
Varianza: o =np(1-p)

POOOOOODOOODOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 27
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2b

Ejemplo de variable aleatoria binomial

(]
o
5
5 2
5 x = B(2;0.5) si P(x=r) =( ]0.5'(1-0.5)2", r=0,1,2
° r
o
o 0.6
O
o 0.5F---------------p---------------
(]
o 04Fr----——-"-"-"-"""""“"p-—"""“"""""—"-"—"-"--
° P(x)
o 03—~
(@]
o 02r----"4--"-——-—--"-"-"-"“"F-—---"-"-""-"-"A----
O o1rF----4- - ——----—-“p----- |-
]
O
o) 0
o 0 1 2
]
(e} X
PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 28
VARIABLE ALEATORIA Resumenes: 3.20

Aproximacion a la normal
. Si se asigna un valor 0 (1) al individuo que no (si) verifica la
caracteristica en estudio (varén por ejemplo):
x=0+1+ ... +1— Normal si n grande (por TCL).

.Six—>B(np)=>x—> N(p,u/npq)si n es grande.

. Como B (binomial) es discreta y N (Normal) es continua, eso no
puede entenderse asi:

0+P{B=4}=P{N=4}=0
sino como que la Normal redondeada da la Binomial:
P{B=4}=P{3,5<N<4,5}=P{Ne4£0,5}
con 0,5 = 1/2 = "mitad del salto de la Binomial”.

. De modo general, si una variable discreta salta de h en h (h = 1
antes) ha de hacerse una correccién por continuidad (cpc) -ella
aparece con frecuencia en adelante- consistente en sumar y/o
restar la mitad del salto (h/2 6 1/2 = 0,5 de antes).

POOOOOODOOODOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOO
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 29
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2

Variable aleatoria Poisson

Son variables x de Poisson:

i) Aproximadamente, una Binomial con n grande y p
pequefno (n° de enfermos de SIDA entre 1.000 espafioles
elegidos al azar), de ahi que se la conozca como /a ley de
los sucesos raros.

i) El numero de particulas por unidad de medio, si un gran
numero de particulas estan repartidas al azar en una gran
cantidad de medio (n° de granulocitos por milimetro cubico
de sangre; n° de bacterias por milimetro cuadrado de
cultivo).

iii) EI nUmero de sucesos que ocurren por unidad de tiempo,
si estos suceden al azar e independientemente entre si (n°
de urgencias al dia en un hospital; n° de particulas o
emitidas en un segundo por una sustancia radioactiva).

PNOOOOODOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 30
VARIABLE ALEATORIA Restimenes: 3.2

Variable aleatoria Poisson

Caracteristicas de la distribucién de Poisson
.x=0,1,2, ..., .
.Media=p =4, Varianza = 6= A.
. Si x—>P(/1):x—>N(/1;\/Z) si A es grande.

POOODOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOOOO0O
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PROBABILIDAD Y Probabilidad y V.A. - 31
VARIABLE ALEATORIA Restmenes: 3

Todos los problemas de Estadistica los dejaremos resumidos
a intentar conocer ‘algo’ acerca de esos pardmetros, que son
generalmente desconocidos, y que nos van a permitir hacer
afirmaciones acerca de las variables aleatorias.

Todo problema serd expresado en funcion de una variable
aleatoria y de los pardmetros que la definen, haciéndose
afirmaciones acerca de ellos que nos permitirdn contestar a
las distintas cuestiones.

Fin del capitulo
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