CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

TEMA 3
REGRESION Y CORRELACION

Regresion minimo-cuadratica bidimensional

Planteamiento del problema

Dadas dos variables aleatorias X e Y definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (aso-
ciadas a un mismo experimento aleatorio), el problema de la regresién consiste en determinar
relaciones entre X e Y que permitan predecir o aproximar el valor de una de ellas a partir del
valor tomado por la otra.

Concretamente, si se quiere predecir los valores de Y a partir de los de X, se considera una
funcién d(X) de forma que cuando X tome el valor x, la prediccién para el valor de Y serd y =
d(x).

El problema consiste entonces en elegir la funcion d, que se denomina funcién de regresion, de
forma que las predicciones sean 6ptimas en algin sentido.

El criterio de optimalidad usado mas frecuentemente esta basado en el PRINCIPIO DE MINI-
MOS CUADRADOS, que consiste en elegir d de forma que la media de las desviaciones cuadrati-
cas entre los valores reales y los aproximados sea minima.

Se trata, por tanto, de encontrar la funcién d(X) que minimice

E[Y — d(X)]* = ERROR CUADRATICO MEDIO asociado a la funcién de regresion d

El problema de regresién abordado segin este criterio se denomina REGRESION MINIMO
CUADRATICA vy, evidentemente, requiere que IJEY? y JE(d(X))%.

Solucion del problema

Vamos a obtener tal funcién d(X): Por las propiedades de la esperanza condicionada se tiene

E[Y —d(X))? = E [B[(Y — d(x))*/x]]

Por tanto, la funcién d(X) que minimiza el primer miembro es la que minimiza

E[(Y - d(X))*/X]

y, recordando una propiedad vista para variables aleatorias (E[X — ¢]? se hace minima para
c = EX), claramente en este caso, d(X) = E[Y/X].
El error cuadréatico medio de asociado a ella es

ECM = E[Y — E[Y/X]]> = E [E [(Y — E[Y/X])?/X]] = E[Var[Y/X]]

Nota

Observemos que si queremos predecir el valor de Y sin ninguna informacién sobre el valor
de X (sin observar X), segun el Principio de Minimos Cuadrados serd el valor ¢ que haga
minimo E[Y — ¢]? que, evidentemente, es ¢ = EY y el ECM cometido en la prediccién es
E[Y — EY]? = VarY.
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Teniendo en cuenta la descomposiciéon de la varianza

VarY = E[Var[Y/X]| + Var[E[Y/X]]
resulta que VarY > E[Var[Y/X]] y, ademas,

VarY = E[Var[Y/X]] & Var[E[Y/X]] =0 < E[Y/X]=c

y, evidentemente, ¢ = EY (¢ = E[E[Y/X]].

Por tanto, salvo que E[Y/X] sea constante (lo que ocurre, por ejemplo, si X e Y son indepen-
dientes) el ECM de la prediccién al observar X es menor que el ECM de la prediccién de YV sin
observar X.

Esto indica que siempre que se tenga la posibilidad de observar una variable aleatoria rela-
cionada con Y antes de dar una prediccion, debe hacerse. Sin embargo, en la practica, las
observaciones previas pueden conllevar algin coste (econémico, temporal, etc.) que habré que
sopesar con la ganancia en la prediccion.

Curvas de regresién minimo-cuadraticas
Notemos que al considerar una funciéon de regresion d para aproximar los valores de Y a partir
de los de X, estamos considerando una curva en el plano

y = d(z)

de forma que cada punto de la distribucién (z,y) se transforma en (x,d(z)). Esta curva se
ajustard mas o menos bien a la distribucién segin que las diferencias y — d(x) sean menos
o mas grandes. Una medida global de la magnitud de estas diferencias es la media de los
cuadrados.

Asi, tomando d(X) = E[Y/X], la curva correspondiente, y = E[Y/X = z] es la que mejor se
ajusta a la distribucién en el sentido de que hace minima la media de las desviaciones verticales
al cuadrado. Se denomina curva de regresién minimo cuadratica de Y sobre X.

Curva de regresion minimo cuadratica de Y sobre X  y=E[Y/X =x]

@)

Po ) = E[Y/X] minimiza E[(Y-@(X))’]

Patricia Roman Romén 2



CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

Si se conoce la curva de regresion, dado cualquier valor concreto de X, X = z, el valor aproxi-
mado para Y serd E[Y/X = z] y este valor coincide con la predicciéon minimo cuadrética de Y

dado X = z, esto es
E[(Y —d(z))?/X =z

es minimo para d(z) = E[Y/X = z]. Ademds el ECM de esta prediccién concreta es Var[Y/X =
]

Un desarrollo paralelo puede hacerse para aproximar la variable X por Y y, en este caso, ya
que lo que se intenta minimizar es E[(X — d(Y))?], la curva de regresién de X sobre Y es la
que mejor se ajusta a los puntos de la distribucion en el sentido de que hace minima la media
de las desviaciones al cuadrado cuando éstas se toman paralelas al eje de abcisas.

Curva de regresion minimo cuadratica de X sobre Y:  x=LE[X/Y =]

X=0(y)

P (Y) =E[X/ Y] minimiza E[(X - gr)(Y))l]

Se tiene, por tanto

A PARTIR DE UN VALOR

SIN OBSERVAR X | A PARTIR DE X CONCRETO X —

PREDICION MINIMO

CUADRATICA DE Y EY E[Y/X] E[Y/X = x]

ERROR CUADRATICO MEDIO

DE LA PREDICCION Y VarY E[Var(Y/X]| Var[V/X = ]

Casos particulares.

1. Si las variables aleatorias X e Y son independientes, las distribuciones condicionadas
son idénticas y coinciden con la distribucién marginal correspondiente, por lo que las
medias condicionadas son iguales a la media marginal, esto es

E[X/Y]=EX, E[Y/X]=EY
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por lo tanto las curvas de regresién son rectas paralelas a los ejes (ninguna variable
proporciona informacién sobre la otra y la prediccién es constante)

y=EY r=EX

que, evidentemente, se cortan en el punto (EX,EY’). Ademds los ECM asociados son
VarY (para el caso Y/X) y VarX (para el caso X/Y)

2. SiY depende funcionalmente de X pero X no depende funcionalmente de Y, la curva de
regresion de Y sobre X es y = f(x) (coincide con la curva de dependencia). Evidente-
mente, el ECM es cero.

3. Si X e Y tienen dependencia funcional reciproca Y = f(X), X = f~1(Y), la curva
de regresion de Y sobre X es

y = EY[X = z] = E[f(X)|X = 2] = f(z)

y la curva de regresién de X sobre Y es
r=EX[Y =y] =E[f (V)Y =y] ="' (y)

que coinciden y coinciden con la curva de dependencia. Los ECM son evidentemente nulos.

Regresiéon minimo-cuadratica lineal

Planteamiento y solucién del problema

En la practica es a veces 1til restringirse a un tipo determinado de curvas para hacer la regre-
sién. Esto suele hacerse si se tiene idea de que los puntos de la distribucion se ajustan a una
determinada forma funcional: funciones lineal, exponenciales, logaritmicas, etc. En tales casos,
el problema de regresién puede simplificarse restringiéndose a funciones del tipo deseado. Un
caso particularmente importante es la REGRESION LINEAL que es al que dedicamos este
apartado.

Intentamos ahora resolver el problema de predecir, por minimos cuadrados, los valores de una
variable (Y') a partir de una funcién lineal de otra (X). O sea, encontrar una recta y = ax + b
en torno a la cual se ajusten lo mejor posible los puntos de la distribucion.

Segtun el Principio de Minimos Cuadrados, la mejor aproximacién de Y mediante una funcién
lineal de X, viene dada por la funciéon aX + b que minimice

E[Y — (aX +b)]?
(para ello hace falta suponer la existencia de EX? y EY?).

El problema se reduce a obtener “a” y “b” que minimicen L = E[Y — (aX + b)]?

L=E[Y — (aX +b)]2 = B[Y? + (aX +b)* — 2Y (aX +b)] =

= EY? 4+ a’EX? + b* + 2abEX — 2aEXY — 2bEY
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[1)]

Derivando con respecto a “a” y “b” e igualando a cero, se obtiene

aEX? + DEX = EXY

b+ aEX = EY } ECUACIONES NORMALES

cuya solucion es

~ Cov(X,Y) b= EY _ Cov(X,Y)

, EX
VarX VarX

NOTA. .- Se puede comprobar que la solucién obtenida es un minimo

NOTA.- Observemos que X debe ser tal que VarX # 0. Si VarX = 0, X es constante y el
problema es predecir Y por una constante, cuya solucion es y = EY

Rectas de regresién minimo-cuadraticas

A la recta de ecuacion

Cov(X,Y) Cov(X,Y)
=—- EY - —FEX
Var X v Var X
o bien,
Cov(X,Y)
y—EY = ~~Varx (x — EX)

se le llama recta de regresiéon de Y sobre X.

De igual forma, se procede para la prediccién de X mediante una funcion lineal de Y, ¢Y +d
y v la recta de regresién de X sobre Y es

Cov(X,Y)

—EX =
v VarY

(y — EY).

Suponiendo la existencia de EX? y EY? y que las variables son no degeneradas, se definen los
coeficientes de regresiéon como

COEFICIENTE DE REGRESION DE Y SOBRE X: Ay /x = SOV

Varx
COEFICIENTE DE REGRESION DE X SOBRE Y: 7y/y = —C‘{/V;y)
Notas.-

1.- El Principio de Minimos Cuadrados se puede utilizar de igual forma para obtener pre-
dicciones mediante cualquier otro tipo de funciones (polinomios de cierto grado, funciones
exponenciales, etc).

2.- Evidentemente si una curva de regresién es una recta coincide con la recta de regresién
correspondiente.

3.- Las rectas de regresién se cortan en el punto (EX, EY).

4.- vy/x ¥ 7x/v tienen el mismo signo (el de la Cov(X,Y)).
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5.- La recta de regresién de Y sobre X tiene menor pendiente, en valor absoluto, que la de X
sobre Y. En efecto, la pendiente, en valor absoluto, de la recta de regresion de Y sobre X es

|Cov(X,Y)|
Var X
y la de X sobre Y

VarY
[Cov(X, V)
y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
|Cov(X,Y)] < VarY
VarX = |Cov(X,Y)|

Algunos casos particulares.

1. Si las variables aleatorias X e Y son independientes, Cov(X,Y) = 0 y, por tanto,
Yv/x = Yx/v = 0. En este caso las rectas de regresion son rectas paralelas a los ejes

y=FEY r=EX
que, evidentemente, se cortan en el punto (EX, EY).

2. Y (X) depende linealmente de X (Y), entonces la dependencia lineal es reciproca (Y =

aX+b = X= —g + %) En este caso, la recta de regresion de Y sobre X es
y=axr—+b
y la de X sobre Y
_ Yy
xr = - — —
a a

Las rectas de regresion coinciden y coinciden con la recta de dependencia.

Error cuadratico medio asociado a la recta de regresién

El error cuadratico medio asociado a la prediccién (centrandonos en la recta de regresion

de Y sobre X) es
(Cov(X,Y))?

Y —
Var Var X
Dem
B Cov(X,Y) Cov(X,Y) 2 B
ECM—E[Y (WX—FEY EXVaT =
Cov(X,Y) 2
=E[(Y-EY)- ——(X —-EX)| =
{< ) VarX ( )}
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(Cov(X,Y))? Cov(X,Y)

- 2 o 2 . - —
E[Y — EY]? + NarXy B(X —EX)’ - 2= = E[(X ~ EX)(Y — EY)]
(Cov(X,Y))? (Cov(X,Y))* (Cov(X,Y))?
VarY + VarX 2 VarX = Vary’ VarX
Correlaciéon

La correlacién estudia la bondad del ajuste de la funcién de regresion encontrada mediante el
método de minimos cuadrados, es decir, evalia en qué medida la funciéon de regresion explica
a una variable a partir de la otra.

Razo6n de correlacién

Centréandonos en la curva de regresién de Y sobre X (y = E[Y|X = z]) se trata de definir un
coeficiente para medir el grado en que la variable Y depende de X (puede determinarse a partir
de X). Dicha dependencia se medira en funcién del grado de concentracién de la distribucién
en torno a dicha curva.

De hecho, si Y depende funcionalmente de X (Y estd totalmente determinada por X y el grado
de dependencia es maximo), Y = E[Y/X] y la curva de regresién proporciona exactamente los
puntos de la distribuciéon. En general

Y =Y — E[Y/X] + E[Y/X] = RESIDUO + E[Y/X]

y la variable Y depende mds de X cuanto menor sea el residuo. Ya que Y — E[Y/X] es una
variable aleatoria centrada en cero, para obtener una medida global de sus valores puede usarse
su varianza

Var[Y — E[Y/X]] = E[(Y — E[Y/X])?] = ECM de la curva de regresién = E[Var[Y/X]]
que se denomina VARIANZA RESIDUAL.

Asi, la variable Y depende mas de X cuanto menor sea el ECM asociado a la curva de regresion
0, equivalentemente, teniendo en cuenta la descomposicién de la varianza

VarY = Var[E[Y/X]| + E[Var[Y/X]]

cuanto mayor sea la varianza de la funcién de regresién, Var[E[Y/X]].

Esta ecuacion suele especificarse diciendo que la varianza de Y queda explicada por la varianza
de la funcién de regresion y la varianza residual, y la variable Y queda mejor explicada por X
cuanto mayor sea la varianza de la funcién de regresion.

Sin embargo, tomar Var[E[Y/X]] como medida del grado de dependencia tiene algunos incon-
venientes:
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= No es una medida adimensional, por lo que no es vélida para efectuar comparaciones (la
unidad de medida es la de Y al cuadrado).

= No es invariante frente a cambios de escala en la unidad de medida por lo que puede
conducir a conclusiones enganosas. Por ejemplo, si la variable Y mide tiempo en horas y
la variable Y* tiempo en minutos, Y* = 60Y y dado que Y e Y* son la misma variable
(medidas en distintas unidades) cualquier otra variable X explica igual de bien a Y que
a Y*. Sin embargo,

Var[E[Y*/X]] = (60)2Var[E[Y/X]]

y se deduciria que Y* depende de X mucho mas que Y.

Para salvar estos inconvenientes, se define el siguiente coeficiente normalizado

Definicién.- Se define la razén de correlacion de Y sobre X y se notara 1732,/  como

2 Var[E[]Y/X]] _q{_ E[Var[Y/X]]
Tr/x Vary Vary

» Proporcién de varianza de la variable (VarY’) que corresponde a la funcién de regresién
(E[Y/X]).

= Proporcion de la varianza de la variable que queda explicada por la funcion de regresion

Es una medida adimensional que sirve para efectuar comparaciones y es invariante frente a
: 2 .2
cambios de escala 7y x = y/x-

De forma andloga se define la razén de correlacién de X sobre Y y se notard n3 /y como

» _ Var[E[X/Y]] ) E[Var[X/Y]]

XY T T Varx VarX

En resumen, n? /X (n3% /Y) proporciona una medida del grado de dependencia de Y respecto de
X (X respecto de Y) o, equivalentemente, del grado de concentracién de la distribucién en
torno a la curva de regresion, esto es, una medida de la bondad del ajuste de la distribucién a
la curva de regresion correspondiente.

Las propiedades que vemos a continuacion reflejan que esta es una medida para ello.

Propiedades
1) 0<ny/x <1

2) n} /X = 0 <= La curva de regresion de Y sobre X coincide con la recta de regresién de Y
sobre X y es y = EY.

3) 7752// v =1 <= Y depende funcionalmente de X. (Dicha dependencia no tiene por qué ser
lineal, ni X tiene que depender funcionalmente de Y')
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4) 13/x = % )y =1 <= Hay dependencia funcional reciproca.

5) ECM = VarY[l — 7752//)(] (para la curva de regresién de Y sobre X).

Coeficiente de determinacion lineal

De la expresién del ECM asociado con la recta de regresién (caso de Y/X)

(Cov(X,Y))?

ECM (Recta d i6n) = VarY —
(Recta de regresion) ar Var X

se tiene la siguiente descomposicion de la varianza de Y

(Cov(X,Y))?

Vary =
ar VarX

+ ECM (Recta de regresion)
Notemos que el primer sumando es la varianza de la funcién de regresién (lineal) que estamos
considerando

(Cov(X,Y))?
(VarX)?2

Por lo tanto, como en el caso de las curvas de regresion, tenemos descompuesta la varianza de
Y en la varianza debida a la funcién de regresion y el ECM.

Ya que, de nuevo, la recta proporciona un mejor ajuste a los puntos de la distribucion cuanto
menor sea el ECM y, por tanto, cuanto mayor sea el otro sumando, y buscando de nuevo que
la medida sea adimensional, se mide ahora el grado de concentracién por

Var[aX + b] = a*VarX = VarX

(Cov(X,Y)) 2
VarXVarY

que, observemos es el mismo para la recta de regresiéon de X sobre Y.

Se define el Coeficiente de determinacion lineal de X e Y como

) (Cov(X,Y))?

Pxy = VarX VarY
que verifica

Pxy = V/XVX)Y

Es, de forma andloga a n3. /x €n la curva, la proporcion de la VarY que corresponde a la funcién
de regresion considerada.

Propiedades
1) 0< P%{,Y <1

2) pX.y = 0 (variables incorreladas (linealmente)) <= Las rectas de regresién son paralelas
a los ejes de coordenadas, esto es t = EX y y = EY.

3) Si una de las rectas es paralela al eje correspondiente, entonces p_%(yy = 0 y, por tanto, la
otra también.
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4) pﬁij =1<«= Ja#0,0 €R, tal queP{Y = aX + 8} = 1, es decir, existe una relacién
lineal entre las variables.

5) pggy = 1 <= Las dos rectas de regresioén coinciden.

6) 0 < P?X,Y < 77)2//)( <1
0<pky <y <1

) pxy =15 /x & La curva de regresion de Y sobre X coincide con la recta.
Pxy = x;y © Lacurva de regresién de X sobre Y coincide con la recta.

Coeficiente de correlacion lineal

El coeficiente de determinacion lineal entre dos variables, p?va, es el analogo, en las rectas de
regresion, a las razones de correlacion en las curvas, proporcionando la medida del grado de
dependencia lineal entre las variables.

Sin embargo, en la regresiéon lineal, la medida de correlacion por excelencia es el denominado
coeficiente de correlacion lineal que proporciona, no sélo una medida del grado de relacién lineal
entre las variables (bondad del ajuste por las rectas de regresion), sino el sentido de la relacién.
Se define como

B Cov(X,Y)
Py v VarXVarY

para X e Y variables aleatorias con momento de segundo orden y no degeneradas.

Notemos que px y tiene el signo de la covarianza y, por tanto, el de los coeficientes de regresion,
de manera que pxy > 0 indica que las pendientes de ambas rectas son positivas (cada variable
crece con la otra), mientras que pyy < 0 indica pendientes negativas (cada variable decrece

con la otra). Ademds, puesto que |pxy| = \/p%y, lpx,y| mide (al igual que p% ;) la bondad

del ajuste lineal.

Propiedades
1) -1 <pxy <1

2) Si X e Y son independientes, entonces pxy = 0. El reciproco no es cierto. (El mismo
contraejemplo que Cov(X,Y) = 0 no implica X e Y independientes.)

3) pXx.y = 0 (variables incorreladas (linealmente)) <= Las rectas de regresién son paralelas
a los ejes de coordenadas, esto es t = EX y y = EY.

4) lpxy| =1<= Ja#0,0 € R, P{Y = aX + [} = 1, es decir, existe una relacién lineal
entre las variables.

5) |pxy| = 1 <= Las dos rectas de regresién coinciden y coinciden con la recta de dependencia.
Ademas también coinciden con las curvas de regresién

6) Si pxy = 1, la dependencia funcional lineal exacta es positiva (las rectas de regresion
coinciden con la de dependencia que tiene pendiente positiva).
7) Si pxy = —1, la dependencia funcional lineal exacta es negativa (las rectas de regresion

coinciden con la de dependencia que tiene pendiente negativa).
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