CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

TEMA 1
VARIABLES ALEATORIAS MULTIDIMENSIONALES

Recordemos que el concepto de variable aleatoria surge de la necesidad de transformar el
espacio muestral asociado a un experimento aleatorio en un espacio cuantitativo, lo que se
consigue asignando un valor real a cada resultado elemental del experimento (a cada elemento
del espacio muestral). Este valor se obtiene midiendo una determinada caracteristica numérica
de los resultados del experimento que describa alguna propiedad de interés.

En muchas ocasiones, para describir las propiedades de interés de los resultados de un experi-
mento es preciso considerar varias caracteristicas. Por ejemplo, en el experimento consistente en
la eleccion de un individuo de una determinada poblacién, se consideran las variables “altura”
y “peso”. Si se extraen cinco bolas de una urna con bolas blancas, negras y rojas, podemos
estar interesados en el nimero de bolas de cada color.

Es evidente que al considerar diversas caracteristicas para describir los resultados de un
experimento aleatorio (o sea, diversas variables aleatorias), estas estaran a menudo relacionadas,
por lo que sera conveniente realizar un estudio conjunto de ellas que refleje dichas relaciones,
mas que analizarlas individualmente.

De esta forma aparece el concepto de variable aleatoria multidimensional o vector aleatorio
que, en términos generales, puede definirse como una funcién que asigna a cada elemento del
espacio muestral un conjunto finito de niimeros reales que describen el valor de cada una de las
caracteristicas bajo estudio en dicho elemento.

Como en el caso unidimensional, al considerar un vector aleatorio definido en relacién a
un experimento, los conjuntos de interés estaran definidos en términos de dicho vector y, para
poder calcular sus probabilidades, es preciso exigir determinadas propiedades. La definicién
formal y el tratamiento de las variables aleatorias multidimensionales son andlogos a los de
unidimensionales.

Espacio de Borel multidimensional

Sobre el conjunto R” se define la o-dlgebra de borel B”, como la minima clase, con estructura
de o-dlgebra, que contiene a todos los intervalos de R"™.

= Un intervalo de R™ es un subconjunto de la forma I; x --- x [I,,, donde I, € Y =
{intervalos de R}.

= Notando por V" a la clase formada por los intervalos de R", se tiene
B" =o()")

(R",B") — Espacio de Borel n-dimensional
B e B* — B : Conjunto de Borel

- Igual que en el caso unidimensional, todo intervalo, y en particular, todo punto y, por tanto,
todo conjunto numerable de R™ es un conjunto de Borel.
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- Puede probarse que, como en el caso unidimensional, la o—algebra de Borel B™ es la ge-

nerada por intervalos de cualquier tipo y, en particular, por intervalos del tipo (—oo,z1] X
-, X (=00, x,], que notaremos (—oo, z], siendo x = (z1,...,z,) € R”

Teorema: Caracterizaciéon de B"

B" coincide con la o—algebra generada por los intervalos de la forma (—oo,z], x € R™.

Variables aleatorias multidimensionales (vectores aleatorios)

Definicién: Una variable aleatoria n-dimensional sobre un espacio de probabilidad (£2,.4, P) es
una funcién X : Q — R™ medible (X '(B) € A, VB € B")

Notacién: X : (2,4, P) — (R",B")

Caracterizaciones de vectores aleatorios:

n X =(Xq,..., X)) (2,4,P) — (R™ B") es un vector aleatorio si y sélo si

XY (~o0,z])={weQ/ Xw) <r}={wecQ/ Xi(w) <mz,.... Xp(w)<z,} €A

Ve = (r1,...,7,) € R™.
» X =(Xy,.... X)) (Q,A4,P) — (R™,B™) es un vector aleatorio si y sélo si
Vi=1,....n X;:(2,A4,P) — (R,B) es variable aleatoria
Dem
=] Sear; €R: X;'((—o0,z;]] ={w € Q/ Xi(w) <z, Xj(w) ERVj#i}=

=X Rx-+ xRx(—o00,z] x---xR)e A

—|Seazx = (r1...,2,) €ER":

X (~o0,2]) ={weQ/ X;(w) <z Vi=1,...,n} = mel((—oo,xi]) cA

Distribucién de probabilidad de un vector aleatorio

Como ocurria en el caso unidimensional, al considerar un vector aleatorio X = (Xj,...,X,)
sobre un espacio de probabilidad, los tnicos sucesos de interés son los que se expresan en
términos de dicho vector:

{weQ/ Xw)e B}, BeB"

{weQ/Xw)eB}=X"'(B)={XeB}ecA

Patricia Roman Romén 2



CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

y las probabilidades de estos sucesos describen completamente el comportamiento del vector
X.

Definicién: Dado un vector aleatorio X = (Xq,...,X,,) : (2, 4,P) — (R", B"), se denomina
distribucién de probabilidad de X o probabilidad inducida por X en (R", B") a la funcién
de conjunto

Py=PoX': B — [0,1]
B +— Px(B)=P{XY(B)}=P{X € B}

Justificacién: X 1(B) € Ay se puede aplicar P.

Teorema: Py es una medida de probabilidad sobre (R", B™)

Por tanto, X transforma el espacio probabilistico original (£2,.4,P) en un nuevo espacio
probabilistico
X=(X,....X,): (AP — (R",B",Px)

y el interés se centra exclusivamente en el estudio de este nuevo espacio, o sea, en el estudio de
Px.
Este estudio se llevara a cabo, como en R, a través de la funcién de distribucion.

Funcion de distribucion de un vector aleatorio

Definicién: Dado X = (Xy,...,X,) : (2, 4,P) — (R",B",Px), se define la denominada
funcién de distribucién de X como la funcién

Fy: R" — [0,1]
v+ Fx(z) =Px((—00,2]) = P(X7}((—00,2])) = P{X <z}

Dado que = = (z1,...,x,), se escribe también Fx(z1,...,z,) = P{X; <xy,..., X, < z,}

Teorema: Propiedades de Fx
La funcién de distribucién de un vector aleatorio X satisface:
1) Es mondétona no decreciente en cada argumento.
2) Es continua a la derecha en cada argumento.
3) 3 lim  Fx(xy,...,2,) = Fx(400,...,+00) =1
3 lim Fx(zq,...,%...,2n) = Fx(x1,..., 21, —00,Tix1 ..., Tp) =0
VT1, .o Tty Tig1y - -5 Ty

4) V(a:l,. .. ,."L"n) € Rn’ V(Gl,. .. ,En) S R™*:

n
Fx(zy+€,..., 0, +€,) — E Fx(xi+er, .. @1 + 61,25, Tig1 + €1, .-, T + €0)+
i=1
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n
+ E Fx(ziter, .. @161, Ti, Tig1 F€i41, -+, Tjo1 651, Tjy Tjg1H€j41, - -, T+

i,j=1
1<j

+- -+ (—1)"Fx(21,...,2,) >0

La demostracién son anélogas al caso unidimensional. Vamos a probar la 4) para el caso n = 2
y en general se probaria por induccion.

Fx(x1 4 €1, 19 + €2) — Fx(v1, 22 + €2) — Fix (21 + €1, 72) + Fx (21, 72) =
PIX; <o +e,Xo <ao+ 6] —PX; <21, Xp <ap + 6]~
—(P[X1 <o+ e, Xo <o) = P[X; <21, Xy <1p) =
Plz; < Xy <a1+4+ €6, Xo<a9+ 6] —Plog < Xy <z14+6,Xe <x9] =
Plz; < Xy < a1+ €1, < Xo < 29 + €]

Nota: Observar que, para n = 1, esta ultima propiedad es Fx(x1 + €1) — Fx(z1) > 0, V; €
R, e; € RT y es, por tanto, junto con 1) generalizacién del no decrecimiento de funciones de
distribucién en R.

De hecho, como probamos en el siguiente ejemplo, las propiedades 1), 2) y 3) no bastan
para que Fx sea la funcién de distribucion de un vector aleatorio.

Ejemplo
0 r<0oy<lox+y<l
F(z,y) =
1 z>0,y>0, z+y>1
y
0
1
0
0

0 0 o

x+y=1

= Es no decreciente en x e .
» Es continua a la derecha en z e y.

» F(+00,400) =1y F(z,—00) = F(—o0,y) =0, Vz,yeR
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= F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0,0) =1 —1—140=—-1<0

Luego no es funcién de distribucién, porque de ser la funcién de distribucién de (X,Y), la
ultima expresion serfa P[0 < X < 1,0 <Y <1].

Nota: Estas propiedades caracterizan a la funciones de distribucién multidimensionales en el
sentido de que toda funcion de R™ en R que las cumpla es la funcion de distribucién de algin
vector aleatorio

Otras propiedades de la funcién de distribucion

a) Y(x1,...,x,) € R,

3151—1?01 Fx(l’l,...,l‘i_l,l’i—E,ZL‘Z‘+1...,JZ”) =

e>0
P{Xi <a,... . Xis1 <20, Xy <2, Xip1 < @ip1,..., Xy, < 2}
y se nota Fx(x1,...,%i-1,%; ,Tit1,...,Tp)
b) Y(x1,...,2z,) € R,
P{X: <a,... . Xin <o, Xi =2, Xip1 <@g, Xy S} =
FX(Il,...7l’i,1,SL’Z’,LEi+1,...,l’n) —Fx(.’fCl,...,l’i,hﬂf;,xi+1,...,$n)

c) Fx es continua en el argumento i-ésimo en el punto z; € R si y sélo si

P{Xi<zy,... . Xi1 <2, Xi =2, X1 S gy, ., Xy < b =0

La importancia de la funcién de distribucién (al igual que en el caso unidimensional) es que
determina la distribuciéon de probabilidad y, por tanto, el comportamiento del vector aleatorio;
esto es, conocida Fx se puede calcular P(X € B), VB € B. La forma de hacerlo para con-
juntos de Borel arbitrarios requiere usar técnicas de integracion que escapan a nuestro nivel.
Sin embargo si se trabajan con intervalos, lo que generalmente ocurre en la practica, estas
probabilidades se calculan de forma de forma simple.

Variables bidimensionales: Calculo de probabilidades de intervalos

s Pla< X1 <b X, €I} =P{X,<bXo€I}—P{X;<a X, €I}

P{CL<X1 <b,X2 GI}ZP{Xl <b,X2 GI}—P{Xl SCL,XQG]}

Pla< X1 <b X, €I} =P{X;<bXoel}—P{X,<a,Xs€l}

P{CLSXl < b,XQ EI} :P{Xl Sb,XQ EI}—P{Xl <CL,X2 E[}

P{X, <bc<Xo<d}=P{X; <b X, <d} —P{X; <b,Xo < c}=F(b,d) — F(b,c)
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P{X, <bc<Xy<d}=P{X, <b Xy <d} — P{X; <b, Xy <} = F(b,d") — F(b, )
e P{X, < bc< Xy <d} = F(b,d) — F(b,c)
u P{Xl < b,CSXQ <d}:F(b,d7>—F(b,Ci)

L] P{X1<b,C<X2§d}:Fb ,d)-F(b_,C)
F(b,c)
F

» P{X; <b,c<Xo <d}=F(0b,d)—F(b~,c")

(
» P{X; <bec<Xo<d}=F(b

(
L] P{X1<b,C§X2<d}:F(b ,di)—F(bi,Ci)

)

Ejercicio propuesto. Dar la expresion de las siguientes probabilidades en términos de la funcion
de distribucién del vector aleatorio X = (X7, X»):

» Pla< Xy <be< Xy <d]
» Pla<X; <bec< Xy <d]
» Pla< X; <bc< Xy <d]
» Pla< X; <bc< Xy<d]
» Pla< X <be<Xy<d]
» Pla< X; <be< Xy <d]
» Pla< X; <bec<Xy<d]
s Pla< X, <bc< Xy <d
» Pla< X; <be< X, <d]
» Pla< X; <be< Xy <d]
» Pla< X; <bec< Xy <d]
s Pla< X;<bc< Xy <d
» Pla< X; <be< X, <d]
» Pla< X <be< Xy <d]
» Pla< X; <bec<Xy<d

u P[CLSXlgb,CSXQSd]
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Vectores aleatorios discretos

Definicién: X = (X1,...,X,) : (A, P) — (R",B",Px) es de tipo discreto si 3Ex C R"
numerable tal que P{X € Ex} =1

El tratamiento de este tipo de vectores es totalmente analogo al de las variables discretas,
mediante la funcién masa de probabilidad

D EX — [071]
r, — P{X=ux,}=p,

que satisface p, > 0y > . By Pn = 1y determina completamente la distribucion del vector y,
por tanto, su funcién de distribucién:

ePx(B)=P{XeB}= > P{X=z} VBeB

IEBOEX
oFx(z)= ) P{X==z;} VeeR"
IjGEX

Teorema.- Toda coleccién numerable de niimeros no negativos y de suma la unidad constituyen
los valores de la f.m.p. de algin vector aleatorio n-dimensional de tipo discreto.

Ya hemos visto que un vector aleatorio no es mas que un conjunto de variables aleatorias
unidimensionales. Vemos a continuacion que los vectores discretos estan formados por variables
aleatorias discretas y reciprocamente.

Teorema: Caracterizacion de vectores aleatorios discretos por sus componentes

X =(X,..., X)) (2,A4,P) — (R, B",Px) es discreto si y sélo si Vi = 1,...,n las compo-
nentes X; : (2, A, P) — (R, B) son discretas

=] Sea Ex el conjunto de valores de X: P{X € Ex} =1y sea
Ei ={z;€eR /3r € Ex: (z); = 2;} — PROYECCION DE E, sobre el lado i
Es evidente que, puesto que Ex es numerable, E% también lo es y
P{X; e B4} =P{X;€R,.... X; 1ER X; € F{, X;,, €R,.... X, €R} >P{X € Ex} =1
Por tanto, X; es también de tipo discreto.

—>| Supongamos ahora que X; es discreta Vi =1,...,ny P{X; € E;} = 1.
Entonces, puesto que Fj, ..., E, son numerables, es claro que £} x --- x E, C R" es también
numerable y

P{XeFE x - xE}>P{Xy€E,.. X, eE,}="1

Si Ay, ... A, son sucesos seguros = P (N, 4;) =1

P<ﬁAi> :1—P<0A§> > l—iP(Af):l—Ozl
i=1 =1

subadit i=1
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Se deduce entonces que un vector aleatorio n-dimensional de tipo discreto no es mas que un
conjunto de n variables aleatorias unidimensionales de tipo discreto.

Ejemplo: Se lanza un dado equilibrado y se observa la cara superior. Se definen las variables
aleatorias

—2 si sale 1,2,3
—1 si el resultado es impar
X, = Xy = 0 si sale 4
1 si el resultado es par
3 si sale 5,6

Determinar la funcién masa de probabilidad y la funcién de distribucién de (X7, Xs).

Ex = {(_17 _2)7 (_17 3)7 (17 _2)7 (1’ 0)7 (1> 3)}

Funcién masa de probabilidad

X

X, -2 0 3
—-112/6 0 1/6
1]1/6 1/6 1/6
Funcion de distribucion
(0 r1 < —loxg < —2
2/6 —1§$1<1,—2S$2<3
o 3/6 —1§$1<1,1’223
Fx(wrm) =4 56 21 >1,-2< 3, <0
4/6 $121,0§SL’2<3
1 T Z ]-7$2 Z 3

\

Vectores aleatorios continuos

Definicién: X = (Xq,...,X,) : (,A4,P) — (R, B",Px) es de tipo continuo si Ifx : R —
R no negativa e integrable tal que

Fx(x) = /Z fx(t)dt Ve € R"

Fx(l’l,...,xn):/ / i / fx(tl,,tn)dtldtn Vxl,...,:anR

La funcién fx se denomina funcién de densidad del vector aleatorio X y, como vemos en la
definicién, fx determina F'x y, por tanto, Px:

Px(B) = P{X € B} = / Fx(t)dt

lo cual implica, que si E es numerable, P{X € E} = 0.
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Ademas, fx tiene propiedades andlogas a las del caso unidimensional.

Propiedades de fx

1) fx es no negativa, integrable y f_Jroooo fx(t)dt = f : f+oo fx(ty, ... ty)dty---dt, = 1.

2) fx es continua salvo en un conjunto con medida de Lebesgue nula, y en los puntos de
continuidad de fx, Fx es derivable y

6”Fx(x1, e ,ZL‘n)

Oxy--- 0z, = fx(z1,...,2,)

3) fx puede ser cambiada en conjuntos de medida nula sin afectar a la integral, o sea, a Fx.
Por tanto, notamos que fx no es unica. Elegiremos siempre una version de ella que sea,
en la medida de lo posible, continua.

Teorema. Toda funcion f : R® — R no negativa, integrable y tal que fRn t)dt =1 es la
funcion de densidad de algin vector aleatorio n-dimensional de tipo continuo.

En el caso discreto hemos visto que los vectores pueden caracterizarse como conjuntos de
variables aleatorias unidimensionales discretas. Sin embargo, en el caso continuo esto no es

cierto.
Si bien las componentes de un vector aleatorio continuo son también de tipo continuo, el

reciproco no es cierto. Probamos lo primero en la siguiente proposicién y lo segundo con un
contraejemplo.

Proposicién: Si X = (Xq,...,X,): (A, P) — (R",B",Px) es un vector aleatorio de tipo
continuo, entonces X; : (€2; A, P) — (R, B, Py;,) es de tipo continuo Vi = 1,...,n.
Dem.- Fijado i = 1,...n, Fx,(z;) = P[X; <x] =P[X; e R,..., X; 1 € R X, <z, X;41 €
R,...,X, cR] =

hIE PXi <z, Xio1 <00, Xy S 23, Xi <@g, ., X <] =

JJ#L

Fx(400,...,400,z; +00,...,+00) =

+o00 +oo +o0 too
/ / / / f(th’t“atn)dtldtn:
+o0 40

/ U f(tl,...,ti,...,tn)dtl---dti,ldtiﬂ...dtn dt;

Entonces si definimos

+oo +o0
:/ by, .oty t)dty - dty_qdtyy ... dty,
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se cumple que f; es una funcion real de variable real, no negativa, integrable y

Fy () = /_ Y dt

Por tanto, X; es de tipo continuo, con funcion de densidad f;.
Ejemplo: Variables continuas no tienen por qué componer un vector continuo.
Sea X una variable aleatoria unidimensional de tipo continuo y Xy = X;. Supongamos que

el vector X = (X7, X5) es de tipo continuo. En tal caso, tendrd una funcién de densidad f(z1, z2)
y podemos calcular la probabilidad de que X pertenezca a cualquier conjunto integrando en él.

+o0 T2
P{Xl = XQ} = / / f(.%l,l'g)d%ldl'g =0
—00 T2

Sin embargo, es evidente que P{X; = X5} = 1. Por tanto, deducimos que (X;, X3) no puede
ser de tipo continuo.

Ejemplo 1: Calcular la funcién de distribuciéon de un vector aleatorio (X,Y) con funcién de

densidad

F(z,y) = /_; /_io f(s,t)dtds =

0 r<0o0y<O0
fo fy —S7ldtds = (fox e_sds) (fy e tdt =(1—e")(1— e_y)) z,y >0

Ejemplo 2: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad
fleyy=1 0<zy<l1
Calcular:
a) P{X+Y <1}

b) P{1/3< X +Y < 3/2}
¢) P{X >2v}

pexay<ip= [ [ = [a-nii= -2l =172

[ = [omni= =
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b)

1/3 1 1/2 1 1 3/2—y 59
P{1/3§X+Y§3/2}:/ / dydx+/ / dydx+/ / dydxr = —
o Jisa 13 Jo 1/2 Jo 72
o bien
1/3 1/3—y 1 1 59
1—/ / d:cdy—/ / drdy = —
o Jo 12 J3/2—y 72
1/2 1 1 fz/2 1
P{X >2Y} = / / dxdy = / / dydx = 1
0 2 0o Jo

Distribuciones marginales

Al considerar un vector aleatorio como conjunto de variables aleatorias unidimensionales
la distribucién del vector se denomina distribucién conjunta (funcién de distribucién conjunta,
funcién masa de probabilidad conjunta o funcién de densidad conjunta) y a la distribucién de
cada componente se le denomina distribucién marginal de dicha componente.

Veamos a continuacién cémo pueden obtenerse las distribuciones marginales de cada com-
ponente a partir de la conjunta.

Funcién de distribucion marginal

Si X = (Xj,...,X,) es un vector aleatorio con funcién de distribucién F'y
Vi=1,...,n Fx,(x;) = Fx(+o00,...,+00,2;,+00,...,+00) Vz; € R
Analogamente,
Fx, ox (T @) = Fx (400,00, 400,74, +00, . . ., 400, T, , +00, . . ., +00)

Sin embargo, ya que nosotros trabajamos con vectores discretos o continuos cuyas componentes,
como hemos visto, son variables aleatorias discretas o continuas, lo que nos interesa es el calculo
de las f.m.p o funciones de densidad marginales a partir de la conjunta.

Distribuciones marginales de vectores discretos

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio discreto con P{X € Fx} =1 y funcién masa de
probabilidad conocida: P{X =z} Vz € Ey.
Si X; es una componente arbitraria (ya sabemos que es discreta y que toma valores en el
conjunto EFx, = {z; € R / Jx € Ex : (z); = z;}) su funcién masa de probabilidad puede
obtenerse a partir de la de X por la siguiente relacion

P{X;=z}= ) P{X=ua}=

TEE x
(z);=m;

E P{Xi=uz,... . Xii =21, Xs =2, Xij1 = Tiga, ..., Xy = 0}
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relacién que se obtiene inmediatamente de P{X; = z;} = P{X, = z;, X € Ex}.

Anélogamente se obtiene la funciéon masa de probabilidad de cualquier subvector que serd tam-
bién de tipo discreto puesto que todas sus componentes los son.

TEE x
(ac)ij:xij,jzl,m,k
> P{X1==z1,... X1 =2, -1, X4y =i, Xij41 = Tig41,---, Xip—1 =@y —1, X, =4, Xgp 41 = i 41,005 Xn =azn}

TLye T 15T 415
T 1T 41T

Ejemplo: Se lanza una moneda tres veces y se define X : Numero de caras e Y : Diferencia, en
valor absoluto, de niimero de caras y cruces. Calcular las distribuciones marginales a partir de
la conjunta.

La funcién masa de probabilidad conjunta y marginales son (sin mas que sumar por filas y por
columnas)

o 1 2 3
1] 0 3/83/8 0 |6/8
3/1/8 0 0 1/8[2/8
1/8 3/8 3/8 1/8| 1

Distribuciones marginales de vectores continuos

Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio de tipo continuo con funcién de densidad fx
conocida. En el apartado anterior vimos que cada componente X; es de tipo continuo y su
funcion de distribucion es

P (w) = | "t
Ccon

+00 +oo
fi(ti) :/ Ix (oot tp)dty - dt_qdtiyy - - - diy, Vi, € R

oo —00
Por tanto, esta es la funcion de densidad de X; que, como observamos se obtiene integrando la
conjunta en el resto de las componentes, fijando en la componente ¢-ésima el punto de interés
£

Ejemplo: Sea (X,Y') un vector aleatorio continuo con funcién de densidad
flz,y) =102’y  0<y<z<l1

Calcular las marginales y P{Y < 1/2}

x 2|
fi(z) = / 10z2ydy = 10902% = 5t 0<z<1
0 0
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1
10 )
=—y(l—-y’) 0<y<1

1 .TS
) = [ 100yde = 10| =
Yy Yy

3

La probabilidad P{Y < 1/2} se puede calcular de dos formas, con la marginal

10

1/2
P{Y <1/2} = / 90— ypyay =12

3 T

o con la conjunta,

1/2 1 p1/2 19
P{Y <1/2} = / / 1022y dydax +/ / 102%ydydr = 18
0 0 1/2Jo

o bien,
1/2 1 19
P{Y <1/2} = / / 102°ydady = ~—~
o Jy 48

Con un razonamiento similar se obtiene la distribucién marginal de un subvector (de dimensién
mayor que uno) de un vector continuo

Fx, ..x, (@iy,y .oy xy,) = Fx (400, ..., 400,24y, ..., T4y, +00, ..., +00) =
Tiy Tiy, —+00 “+00
/ v / |:/ <. fx(tl, . ,tn)dtn <o dtik—i-ldtik—l v dtil-l—ldtil—la s ,dtl

de lo que se deduce

—+00 —+o00
firoin (til,...,tik) = / e Ix(te, .o ty)dty . dty adt, g - dty adt -+, dty
—0o0

—00

Distribuciones condicionadas

En el andlisis conjunto de variables aleatorias surge una importante cuestién, como es
el estudio del comportamiento de un subconjunto de ellas, cuando el resto estd sujeto a
alguna condicién y, en particular, cuando se conoce su valor. Aparece asi, el concepto de
distribucién condicionada.

Analizamos a continuacién como pueden obtenerse las distribuciones condicionadas a partir
de la conjunta distinguiendo entre vectores discretos y continuos.

Distribuciones condicionadas de vectores discretos

Caso bidimensional: X = (X, X3)

Si tenemos un vector aleatorio X = (X7, X3) definido en relacién a un experimento aleatorio
y se sabe que, por ejemplo, la variable X; ha tomado un determinado valor, zf, (P{X; = 27} #
0), este conocimiento afecta a la distribucién de la variable X5. De hecho, las probabilidades

Patricia Roman Romén 13



CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

de los distintos valores de Xy habra que calcularlas teniendo en cuenta que X; = ] y seran,
por tanto, distribuciones condicionadas:
P{X1 = JTI,XQ = .1’2}

si xg € Ex,
P{XQI.I‘QIXl:ZCT}:

0 si ) ¢ EX2

Notemos que P{Xy =25 | X; =23} >0y Z P{X;=xy| X; = 2]} =1, por lo que estos
ngEX2

valores proporcionan una funcién masa de probabilidad sobre EY,.

La distribucién determinada por esta f.m.p. se denomina distribucién condicionada de X,

a X; = x7 (distribucién de X, dado X = z7).

Notemos que Vzi / P{X; = 27} > 0 puede definirse la distribucién de X, dado X; = x} y, de
forma andloga, Va3 / P{Xy = x5} > 0 se define la distribucién condicionada de X; a Xy = 3.

Caso general: X = (X1,...,X,)

La definicién de distribuciones condicionadas en el caso bidimensional se generaliza de forma
inmediata al caso de vectores de dimension arbitraria, caso en el que puede condicionarse bien
al valor de una sola variable o de varias.

Definicion: Distribucién condicionada al valor de una variable

Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio discreto. Sea X; una componente arbitraria y =} €
R / P{X; = xf} > 0. Se define la distribucién condicionada de (X1,...,X; 1, Xi11,...,X,) a
{X; = a7} (distribucién de (X, ..., X; 1, Xi41,...,X,) dado X; = 27) como la determinada
por la funcién masa de probabilidad:

*
P{Xl :Jfl,...,Xi_l :xi—I;Xi+1 :l’i+1,...,Xn:In / Xlzl’l}:

P{Xl =x1,...,Xi01 =221, X; = ﬂﬂf,Xiﬂ =Tiq1,---, Xp = l‘n}
P{X; = a7}

V(Sﬂl, ey Ti1, i1y - - 7xn) / (‘rla s 7$i717x;7$i+17 s 7xn) € EX

EJEMPLOQO: Se lanza una moneda tres veces y se define X : nimero de caras e Y : diferencia,

en valor absoluto, entre el nimero de caras y cruces. Calcular las distribuciones condicionadas
deXaY=1,deXaY=3ydeY aX=0.

X1o 1 2 3
1] 0 3/8 3/8 0 |6/3
3/1/8 0 0 1/8]2/8
1/8 3/8 3/8 1/8| 1

Y

QX‘Y:1

P{X =0y =1} =0, P{X =1]Y =1} = 1/2, P{X =2]Y =1} = 1/2, P{X =3[V =1} = 0
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o X[V =3
P{X=0Y=3}=1/2, P{X=1Y =3} =0, P{X =2]Y =3} =0, P{X =3]Y =3} =1/2
¢ V[X =0

P{Y =1|X=0}=0, P{Y =3|X =0} =1 — Degenerada en 3

Definicion: Distribuciéon condicionada a valores de varias variables

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio discreto y sea (X;,,...,X;, ) un subvector ar-
bitrario y («f,,...,2;) € R¥ / P{X;, = a},...,X;, = 2} } > 0. Se define la distribucién

< gy i1?

. . .
condicionada de (Xi,..., Xi 1, X1, Xip1, Xipg1, -, Xn) a { Xy, = 27,..., X, = 2],
como la determinada por la funcién masa de probabilidad:
P{X1 = T1y... 7Xi171 = xil,l, XZ'lJrl = .fL'ilJrl, ey
* *
Xik—l = xik—17Xik+1 = Tijp+15--- ,Xn = Ty / Xil = Z‘il, e 7Xik = l’lk} =

P{Xi=ua,....X;, =2a},....X;, =2 ,.... X, =2,}

i1 010" i)

P{X;, =x1,....X

117 ik

_ *
= xik

* *
V(ml,...,xil_l,xi1+1,...,xik_l,xiﬁl ,ZEn) / (xl,...,xil,...,xik,...,xn) S EX

Distribuciones condicionadas de vectores continuos

Si X = (Xy,...,X,) es un vector aleatorio continuo, Vi = 1,...,n, X; es continua y P{X; =
xzf} = 0 Vaf € R. No es posible, por tanto, definir la probabilidad condicionada al suceso
{X; = x}} como en el caso discreto.

Para obtener de forma rigurosa las distribuciones condicionadas debe realizarse un procedi-
miento de paso al limite que escapa a los contenidos de este curso. Veamos simplemente las
definiciones.
Caso bidimensional

Sea X = (X1, X3) un vector aleatorio de tipo continuo con funcién de densidad fx. Sea
xzy € R tal que fx,(25) > 0. Se define la distribucién condicionada de X; a {Xy = z}}
(distribucién de X; dado Xy = 2%) como la determinada por la funcién de densidad

Fxi|xe=ay (21/25) = fl);)(f—ﬁ

Caso general: X = (Xy,...,X,)

Definicién 1: Distribucién condicionada al valor de una variable

Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio de tipo continuo con funcién de densidad fx. Sea
X, una componente arbitraria y zj € R tal que fx,(z) > 0. Se define la distribucién condicio-
nada de (Xy,..., X;-1, Xiy1,. .., Xpn) a{X; = 27} (distribucién de (Xy, ..., X;—1, Xit1,- .-, Xn)
dado X; = z¥) como la determinada por la funcién de densidad

le,~~~,X¢—1,Xi+17~~~,Xn|Xi:$f ($1> sy Ti1y L1y - - - axn‘x:) = fX( = 7 z*’ : ”)
le(l‘Z)
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Definicion 2: Distribucién condicionada a valores de varias variables

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio de tipo continuo con funcién de densidad fx y
sea (Xj,, ..., X;,) un subvector arbitrario y (z7,,..., 25 ) € R" / fx, .. x,, (@i, 25) > 0. Se
define la distribucién condicionada de (X1, ..., Xi -1, Xij41, -y Xipo1, Xip 1, - - -, Xp) a {X;, =
xy,..., X, = z; } como la determinada por la funcién de densidad:

* *
le,.‘.7Xi1717Xi1+17~~;Xik—1;Xik+1 ~~~~~ XnIXil::E;-*l,...,Xik:mfk (xh sy Ly 15 Ty 1y e ey Lig—15 Lip4-15 - - - 7x7l/xi17' sy ) =
*
_ Ix(oe, oo xf, 0w, )
* *
inl 77777 Xik (':Eh? e 7x’ik)

EJEMPLO: Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad

flz,y)=2, O<zx<y<l

Calcular las funciones de densidad y de distribucién condicionadas. Calcular también las pro-
babilidades
P{Y >1/2 /) X =1/2} P{X>1/3/Y =2/3}

DISTRIBUCION DE X/Y = y,

y
f2(y):/2dx:2y 0<y<l1
0

Sio<yy <1

fX/Y:yo(l'/yo) = fX/Y:yo(l‘) = =5 = 0<z<uwyo
es decir,

X/Y =yo ~ U(0,10)

A partir de la funcién de densidad condicionada podemos calcular la funcién de distribucién
condicionada

(0 <0
1 x
Fx/y=y,(2/Y0) = Fxjy=y(z) = —dt = — 0<z <y
o Yo Yo
! T > Yo

DISTRIBUCION DE Y/X =z

1
fl(x):/Qdy:2—2x 0<zx<l1
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, 2 1
Jy/x =0 (y/xo) = fY/X:xo(y) = f;jc(;j) = 5~ 92 = T To<y<l1

es decir,

Y/X =Ty U(I0,1>

A partir de la funcién de densidad condicionada podemos calcular la funcién de distribuciéon
condicionada

(0 Yy < X
y—2x
FY/Xzfo(y/x()) = FY/X:ﬂ?o(y) = 1— xz o Sy < 1
(1 y=>1
Por otra parte
PlY >1/2 ) X =1/2} = fy/x=12(y)dy =1 dado que Y/X =1/2~U(1/2,1)
{y>1/2}

233 31 1
P{X > 1/3 / Y = 2/3} = fX/Y=2/3($)d$ = —dr = —-- =
{z>1/3} 13 2 23 2

dado que X/Y =2/3 ~ U(0,2/3). También se podian haber calculado a partir de las corres-
pondientes funciones de distribucion.
Funciones de vectores aleatorios: Cambio de variable

Como en el caso unidimensional, si X es un vector aleatorio n-dimensional y ¢ : (R™, B") —
(R™,B™) es una transformaciéon medible, ¥ = ¢(X) es un vector aleatorio m-dimensional
(composicién de funciones medibles) cuya distribucién puede hallarse a partir de la de X.

Foérmula general de cambio de variable

Fy(y) = PlY <y] = Plg(X) <y] = P[X € g '((—o0,y])]

Cambio de variable de discreto a discreto

Si X es un vector aleatorio n-dimensional discreto con valores en Ex y g : (R",B") —
(R™, B™) es una transformacién medible, Y = ¢(X) es un vector aleatorio m-dimensional
discreto con valores en g(Fx) y su funcién masa de probabilidad se puede obtener a partir de
la de X como

Py =y|=PXeg'(yl= > PX=z] yeg(Ex).
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Ejemplo 1

Sea X = (Xj, X2) un vector aleatorio discreto con funcién masa de probabilidad

L I ) 1

—2|1/6 1/12 1/6
10 1/6 1/12 1/6
201/12 0 1/12

Calcular la funcién masa de probabilidad de Y = (| X;], X2)

Y toma valores en {(1,4),(1,1),(0,4),(0,1)}

1 1 1 1 6
PY=(1,4)]=P[X, =41 Xy =42 = — 4+ — 4+ — 4+ — —
¥ = (0] = PIX = 41X =42 = G G gy 5 =
PlY=(1,1]=P|Xi=£1, Xy =1 ==+ - = —
¥ =00 = P = 51X =1)= =
PIY = (0,4)] = P[X1 = 0, X, = 2] = —

1

PIY = (0,1)] = P[X; =0, Xy = 1] =

Cambio de variable de continuo a discreto

Si X es un vector aleatorio n-dimensional continuo con funcién de densidad fy y g : (R, B") —
(R™, B™) es una transformacién medible tal que Y = g(X') es un vector aleatorio m-dimensional
discreto, su funciéon masa de probabilidad se puede obtener a partir de la funcién de densidad
de X como

PlY =y|=P[X cg (y) = /1( )fX(g;) dz.

Ejemplo 2
Sea X = (X3, X3) con funcién de densidad

[y, z9) = Ape e ™2 21 25 >0 (A, > 0)

Sea

Y — 0 X1>X2
o 1 X1<X2

Calcular su distribucién.
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PW:N::PMpMm:/‘/ e e T2 day
0

= / pe ez [/ )\e_’\xldxl} dxy :/ pe ez [—e_)‘xl]x2 dxy
0 xo 0

00 —(p+A)z2
_ —(u—i—)\)xzd _ e _ H
= pe Ty = =
/0 —(H+Nlp  pt+A
A

A A

Py =1] =

Cambio de variable de continuo a continuo

Si X es un vector aleatorio n-dimensional continuo con funcién de densidad fy y g : (R", B") —
(R™, B™) es una transformacién medible tal que Y = g(X') es un vector aleatorio m-dimensional
continuo, su funcion de densidad se puede obtener derivando su funcién de distribucién que se
obtiene como

Ejemplo 3
Sea X = (X,Y) con funcién de densidad

fle,y) =Y 2,y>0

Calcular la funcion de densidad de U = X

X+Y
X 0 u<0
U:X+Y€<O’1) — Fy(u {(* 0<u<l1
1 u>1
P[ X <u1 = (X+Y>O):P[X<UX—|—UY]:(1—u>0):P[X< u Y}
X+Y ~ - “1l-u

00 =Y [ N
= / / e Ye Vdxdy = / e Y [1 - e_my] dy
o Jo 0
= / e Ydy — / e*y(Hﬁ)dy =u
0 0

Asi,
0 u<0
Fy(u) =< wu 0<u<1
1 u>1
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y, por tanto,
fow)=1, 0<u<l,

~ U(0,1).

deci X
€S declir
"X 4+Y

Teorema: Cambio de variable de continuo a continuo

Sea X : (Q,A,P) — (R",B", Px) un vector aleatorio con funcién de densidad fx y ¢ :
(R™, B") — (R", B™) una funcién medible tal que

1) g=(g1,---,9n) admite inversa g~* = (g5,..., ).

agr(?/h s 7yn)
dy;

(),

En estas condiciones, el vector aleatorio n-dimensional Y = ¢(X) es de tipo continuo y su
funcién de densidad es

Vi, j=1,...,n, 3

£ 0.

frw) = fx(g ' W)IJ], YyeR"

NOTA 1: Si el vector transformado es de dimensién menor que el original se consideran variables
auxiliares y luego se calcula la marginal correspondiente.

NOTA 2: Si g no admite inversa pero cada y € R" tiene un ntmero finito de antiimagenes,
g t(y),. .., g,;é’) (y), y cada una de las antiimégenes satisface las hipétesis del Teorema, entonces

k(y)
fr(y) = Z | Jil fx (97 ()

siendo J; el jacobiano correspondiente a g; *.

Ejemplo 3
Sea X = (X,Y) con funcién de densidad

flr,y) =e Y x,y>0
X
X+Y

X

U =
X+Y
V=X+Y

de forma que 0 < u < 1, v > 0. La transformacién inversa es

Calcular la funcion de densidad de U =
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X=UV
Y=V(1-0)
con jacobiano
v U
J’ —v 1—u v

Asi,

fovy(w,v) = fuv,v(1—u))|v| = e |yl = ve™, uw >0, v(1-u) >0 (0 <u <1, v > 0),

de donde

fU(U)Z/ ve 'dv=1, O<u<l1
0

Distribuciéon del maximo y del minimo de variables aleatorias

Un tipo de transformaciones que aparecen comunmente en la practica son el maximo y el
minimo de variables aleatorias.

Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio, se define M = max(Xj, ..., X,) como una variable
aleatoria tal que

M(w) = max{X;(w), Xo(w), ..., Xp(w)}

y N = min(Xy,..., X,) como una variable aleatoria tal que
N(w) = min{X;(w), Xo(w), ..., X,(w)}

Dado que estas transformaciones no satisfacen, en general, las condiciones de los Teoremas de
Cambio de variable, para obtener su distribucién usamos la formula general.

Distribucién del maximo: M = max(Xy,...,X,)

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcién de distribucién Fx. Entonces

Fy(x)=PM<z]=PX,<z,...,X,<z|=Fx(z,...  x)

y, a partir de aqui se obtiene su funcién masa de probabilidad, en el caso discreto, o su funcion
de densidad, en el caso continuo.

Distribucién del minimo: N = min(Xy, ..., X,,)

Fy(z)=PIN<z|=1—-P|N>z|=1-P[Xy>uz,....X, > 2

y, a partir de aqui se obtiene su funcion masa de probabilidad, en el caso discreto, o su funcion
de densidad, en el caso continuo.
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Distribucién conjunta: (M, N)

PIM <z|=Fx(x,...,x) r <y
F(M,N)(x:y):P[MSZE;NSy}: P[MSZC]—P[MS%,N>y]
=PM<z]-Ply<X; <z, Vi=1,...,n] x>y

Ejemplo
Sea X = (X7, X2) un vector aleatorio discreto con funcién masa de probabilidad
PX, =1, Xo =25] = p*(1 =)™, 2;,=0,1,2,...,i=1,2 (0<p<1).

Calcular la funcién masa de probabilidad de M = max(X;, X3), N = min(X;, X») y la conjunta
de M y N.

o M =max(Xy,Xs):0,1,2,...

PIM<z] = PXi<z,Xp<a]= Y PXi=z,Xo=a]=p" Y (1—p)"t®
z1,22=0 z1,22=0
z 2 (1 )x+l 1 2
1 o —D B - T
= p2<2(1—p) ) —p2< - ) =(1—(1—p)"*™)?
x1=0

de donde se deduce

PIM=2]=PM<z]-PM<z—1=(1—-(1-p* 12— (1-(1-p)°)?

También se podria haber hecho directamente

P[M =m] = P[X;=m,Xo <m]+ P[X; <m, Xy =m]+ P[X; =m, Xy =m]
m—1 m—1
= > PA=p)" ) PP —p)"T P (1 - p)"
x2=0 x1=0
m—1
= 2°(1—p)" > (1—=p)*+p*(1—p>
=0
= 2p°(1—p) % +p*(1 - p)?

e M =min(Xy, X5):0,1,2,...

PIN<z] = 1-P[X; >z, X >a]=1- > PXi=a,Xo=mz]=1— Y p(L—p"*™=
r1,x2=x+1 x1,x2=x+1
o 2 (1 ):c—‘rl 2
1 o - D . x
= 1—p2( > (1-p) ) =1-p (T) =1—(1—p)**
r1=x+1
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de donde se deduce

PIN=2]=P[N<z]-P[N<z—1]=(1-p)* — (1 — p)>*?

También se podria haber hecho directamente

PIN =n] = P[X;=mn, X2>n]—|—P[X1 >n, Xy =n]+ P[X, =n,X, =n]
_ Z p2(1 n+m+ Z n+:p1+p (1—]7)
ro=n+1 r1=n+1
n+x2 2 n(l _p>n+l 2 2n
= 2 Z PP =21 =) = (L)
r=n+1

= —2p(1—p)"(L—p)"" +p*(1—p)*", n=0,1,2,...

e (M, N) toma valores en {(m,n) / m,n=0,1,..., m >n}

Calculamos directamente su funcién masa de probabilidad

P[M=m,N=m] = P[X;=m,Xo=m]=p*(1-p)*", m=n
PIM=m,N=n] = P[X;=m,Xo=n]+P[X;=n,Xo=m]=2p*(1-p)""™", m#n

Independencia de variables aleatorias

El concepto de independencia de variables aleatorias es esencial en el Calculo de Probabilidades.
La distribucién conjunta de un conjunto de variables aleatorias determina de forma tnica las
distribuciones marginales. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general.

A continuacion estudiamos una situacion en la que si se cumple este hecho: las marginales
determinan de forma tunica la distribucién conjunta.

Definicién y caracterizaciones de independencia

Definicién
Sean Xy, ..., X, variables aleatorias unidimensionales definidas sobre el mismo espacio de pro-
babilidad y sea X = (Xi,...,X,). Decimos que las variables Xj,..., X, son mutuamente

independientes (completamente independientes) o, simplemente, independientes si

Fx(xy,...,2,) = Fx,(x1) -+ - Fx, (x,), Vo1,...,2, €R

Caracterizacion para variables aleatorias discretas

Sean X, ..., X, variables aleatorias unidimensionales discretas definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad

Xi,..., X, son independientes < P[X; = z1,...,X,, = x,]| = P[X; = 24| --- P[X,, = x,],

Ve, ...,x, €ER
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Caracterizacién para variables aleatorias continuas

Sean X1,..., X, variables aleatorias unidimensionales continuas definidas sobre el mismo espa-
cio de probabilidad

X = (Xy,...,X,) es de tipo continuo
Xi,...,X, son independientes <
fx(xy, ..o mn) = fxy (1) fx, (zn), Vo1,...,2, €R

El siguiente teorema de caracterizacion de independencia establece la relacion entre la indepen-
dencia de variables aleatorias y la independencia de sucesos expresados en términos de dichas
variables.

Caracterizacion de independencia por conjuntos de Borel

Sean X1, ..., X, variables aleatorias unidimensionales definidas sobre el mismo espacio de pro-
babilidad

Xi,..., X, son independientes < P[X; € By,..., X, € B,] = P[X; € By]--- P[X,, € B,],

VBy,...,B,€B
Dem
<] Si la relacién es cierta VBy, ..., B, € B, tomando B; = (—o0, z;] se tiene la definicién de
independencia.

=| Caso discreto: X7,..., X, V.A. discretas

PX,€Bi,..., X, €B,] = Y PXi=uz,.... Xy=u,]= > PXi=m] - P[X, =
r1€B] xr1€B]
= ( Z P[Xl = {L‘l]) o e ( Z P[Xn = gj‘n]>
r1€81 Tn€Bn

= P[X, € B+ P[X,, € B,]

=| Caso continuo: X7, ..., X,, V.A. continuas (si las variables son independientes y continuas,
el vector aleatorio formado por ellas es continuo)

P[XleBl,...,XnEBn] = / fX(xl,...,xn)dxn...dxl
B1 By

= [ [ pae) ) do e

Bn

= ( . fxl(xl)dfﬂl) ( . fxn(-fn)dl’n)
— PIX, € B P[X, € B,
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A continuacién damos otra caracterizacion, de gran interés préactico, para variables discretas y
continuas. Su interés radica en que no es preciso calcular las funciones masa de probabilidad o
funciones de densidad marginales para comprobar la independencia.

Caracterizacién de independencia por factorizacion

a) Sean Xi,...,X, variables aleatorias unidimensionales discretas definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad

Xi, ..., X, son independientes < P[X; = x1,..., X,y = x,,) = hi(x1) -+ - hp(xy), V2i,...,2, €R

b) Sean Xj,..., X, variables aleatorias unidimensionales continuas definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad

X = (Xy,...,X,) es continuo
Xq,...,X, son independientes <
fx(@1, ..o xn) = hi(zq) - ho(zy), Yai,...,z, €R

Ejemplos
o f(z,y)=1, 0<zr<1l, 0<y<l — Independientes

e f(r,y)=2, 0<x<y<1l — No son independientes

o) =2ea) ety —a) el =) eon o) ={ 5 12

De hecho las marginales son

filz)=21—2z), 0 <z <1, fly) =2y, 0<y<1

Propiedades de independencia

Teorema 1

Una variable aleatoria degenerada es independiente de cualquier otra.

Dem

X1 = ¢, X, arbitraria

OIP[XlgLEl]P[XQSQZQ] Si$1<c
F(z1,20) = P[X; <21, X <19 =
P[XQ S IQ] = P[Xl S l’l]P[XQ S ZL‘Q] S1 I Z C
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Teorema 2

Si Xi,...,X, son independientes y g; : (R, B) — (R, B) son funciones medibles (i = 1,...,n),

entonces las variables g1 (X71), ..., g,(X,) son indepedientes.
Dem
Plgi(X1) <y, gn(Xn) Swn] = PIX1 € g7 (00, 1)), -, X € g, (=00, )]

= PIXi € g7 (o0, ya))] -+ P[X, € g, (=00, y))]
= Plgi(X1) <y Plgn(Xn) < )

Teorema 3

Si X1, ...,X, son independientes, cualquier subcolecciéon X;,, ..., X;, también lo son.

Dem

PlX;, € B,,,...,X;, € B;,] =

PX,eR,....X;, 1eRX;, €B,, XpymeR,..,X;, 1R X, €B,,X;, 11 €R,..., X, €R]

119 X

(por la caracterizacién de conjuntos de Borel)

= P[X; €R]--- P[X;,_1 € RIP[X;, € B;,|P[Xi, 11 €R]--- P[X;,_1 € R|P[X,, € B;,|P[X;,41 €R]---P[X,, € R]

Teorema 4

Xq,...,X, son independientes < las distribuciones condicionadas de cualquier subvector a
cualquier otro coinciden con la marginal del primero.

Independencia dos a dos
Definicién
Sean Xy, ..., X, variables aleatorias unidimensionales definidas sobre el mismo espacio de pro-

babilidad son independientes dos a dos si

Vi,j=1,...,n, 1 # j, X; y X, son independientes.

Puesto que cualquier subcoleccién de variables aleatoria independientes lo son, es claro que

INDEPENDENCIA MUTUA = INDEPENDENCIA DOS A DOS

Sin embargo, el reciproco no es cierto como se prueba en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo. Sean X; y X, variables aleatorias independientes y con idéntica distribucién P[X; =

+1] = 1/2, i = 1,2. Sea X3 = X; - X3. Vamos a probar que X7, X5 y X3 son independientes
dos a dos pero no mutuamente independientes.

Independencia dos a dos.
= X, vy X5 son independientes por hipdtesis.

= X, y X3 son independientes:
P X3 ==+1]=1/2

P[Xl = 1,X3:1] :P[Xl :].,XQ = 1] = (pOI’ 1ndep) = i :P[Xl :1]P[X3 = 1]

1
o P[X1=1,X;=—1]=P[X)=1,Xy = ~1] = (por indep.) = 7 = P[X, = 1]P[X3 = ~1]

e PIX; = —1,X3= 1] = P[X; = —1,X5 = —1] = (por indep.) = i — P[X, = ~1]P[Xs = 1]
o« P[X; = —1,X5 = —1] = P[X; = —1, X5 = 1] = (por indep.) = i — P[X) = —1]P[X5 = —1]
» X5 y X3 son independientes (igual que el anterior)
Sin embargo, no son mutuamente independientes ya que
PIXi=1,X = 1, Xy = —1] = 0 # % — PIXy = 1]P[Xs = 1]P[Xs = —1]

Familias arbitrarias de variables aleatorias independientes

La nocion de independencia de variables aleatoria, que se ha definido para colecciones finitas,
se puede extender a familias arbitrarias.

Definicién
Dada una familia arbitraria de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de proba-

bilidad, se dice que dichas variables son independientes si cualquier subcolecion finita de ellas
son VA independientes.

Sucesiones de variables aleatorias independientes

Sea { X, }nen una sucesion de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabi-
lidad. Se dice que {X,, },en es una sucesién de variables aleatorias independientes si cualquier
subcoleccion finita de variables de la sucesién son independientes o, equivalentemente, si

vn € N, Xy,...,X, son independientes.
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Independencia de vectores aleatorios

La definicién de independencia de variables aleatoria se extiende de forma inmediata a vectores
aleatorios.

Definicién

Si X1,...,X™ son vectores aleatorios definidos sobre un mismo espacio de probabilidad, con
dimensiones nq, ..., n,,, respectivamente,

X' ... X™son independientes < Fx(z',...,2™) = Fxi(2') -+ Fxm(2™), Va' € R™ ... 2™ € R™"

siendo X = (X1,... X™).

Las caracterizaciones y propiedades se extienden al caso multidimensional.
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