CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

TEMA 2

CARACTERISTICAS DE
VARIABLES ALEATORIAS MULTIDIMENSIONALES

Esperanza matematica de vectores aleatorios

Definicién:
Sea X = (Xq,...,X,) : (2, A, P) — (R™, B", Px) un vector aleatorio. Diremos que existe la
esperanza de X si existe la esperanza de cada componente X; y, en tal caso, se define

EX = (EXi,....EX,)

también llamado vector de medias del vector aleatorio X.

La definicién no supone ningin concepto adicional ya que la verificacion de existencia y el
calculo de esperanzas de vectores se reduce al de variables unidimensionales. También, como en
el caso unidimensional, puede calcularse la esperanza de cualquier funcién del vector a partir
de su distribucion.

Esperanza de una funcién (unidimensional) de un vector aleatorio

Sea X = (X4,...,X,) : (A P)— (R",B", Px)yg: (R"B") — (R, B) medible, de forma

que g(X1,...,X,) es una variable aleatoria unidimensional.

» Si X es de tipo discreto, existe la esperanza de g(X) = g(Xy,...,X,) siy sélo si

Z lg(z1, ..., z)|P{X1=21,..., X;y =2} < 0

y en caso de existir

Elg(X1,.... X)) = > glar,...,x)P{Xi =a1,... . X, =x,}

» Si X es de tipo continuo, existe la esperanza de g(X) = g(Xi,...,X,) si y sdlo si

lg(z1, ... 20) | fx (@1, ..., 2p)day - - day, < 00
Rn

y en caso de existir
E[g(Xl,...,Xn)]:/ (@1, ) (@ an)day - - - d

Nota: Segun el resultado anterior, la esperanza de cada X; puede calcularse bien a partir de la
conjunta, o bien a partir de la marginal.
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in e P{Xi=my =%, o P{Xi=x,...,X, =2, discreto

fR zifx, (z;)dz; = fR" rifx(x1,...,x,)dxy - - day, continuo
Esta propiedad permita generalizar algunas propiedades de la esperanza que se estudiaron en
el caso unidimensional, como la linealidad y la conservacion del orden.

Propiedades

Teorema 1
Si Xy, ..., X, son variables aleatorias unidimensionales sobre ({2, A, P) tales que IEX;, Vi =
1,2,...,n, entonces

B[ Xy + -+ a, X, = Y a; EX;, VYay,...,a, €R.

=1

Dem.- Lo probamos en el caso continuo, y en el discreto es andlogo.

e JF ZaiXi] — / Zaixi fx(z1,... xy)dxy - - - dx, < 00
i=1 " i=1
/ Zaixi fx(z1,... xn)dxy - - - dx, < / Z la;| |zi| fx(z1, ... 2,)dxy - - - day,
R™ |4=1 " =1

- Z |ai‘/ || fx (21, an)day - - - doy, = Z |a;| E|X;| < o0
i=1 R

=1

n

Z CI,ZXl] = / <zn: aixi> fX(iL‘l, Ce ,l’n)dl'l cee dxn
i R™ \ 4=1

rifx(x1,...,x,)dxy - - dx, = Zai EX;
i=1

Teorema 2: Conservacion del orden
Si X3 y X3 son variables aleatorias unidimensionales sobre (€2, A, P) tales que X; < X,, enton-
ces EX; < EX, (siempre que 3JE X, EX5).

Dem .- Igual que antes, suponemos que (X7, X5) es continuo y fx(z1, z2) su funcién de densidad.
Notando que, puesto que X; < Xo, fx(x1,29) = 0 si 1 > x9, se tiene

EX1 = / .’L’lfx<xl,l’2>d$1dﬂf2 S / wgfx(ﬂfl,.il}g)dﬂfldl’g = EXQ
{(z1,22) /w1 <22} {(z1,22) /w1 <22}

Teorema 3: Teorema de multiplicacion
Si Xi,..., X, son independientes y AEX;, Vi = 1,...,n, entonces
AE[X, -+ X, = E[X4] - F[X,)]
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Dem

Lo probamos sélo en el caso continuo, el discreto es analogo.

2) IE[X: - X, & | |anee malfx(@n, . m0) day - day < 00
RTL

/ |z x| fx (21, .o ) day -+ - dxy, = |z1 x| fx, (1) - - fx, (2n) day - - - dxy

RTL

/|x1\fX1(m1)dx1---/ \zn| fx, () dz, < 0o (FEX;, Vi)
R R
b) E[X;--- X,] :/ x1 o Tnfx(x, .. ) dey - - dy,
— /n l’l"'anfxl<$1)"'an(In)dJ}1~"dZEn
/xlfxl(xl)dxl-~/xnfxn(xn) dx, = E[X4q]--- E[X,)]
R R

Momentos de variables aleatorias n-dimensionales

Momentos no centrados (centrados respecto al origen):

Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio y hq,...,h, enteros no negativos. Se define el mo-
mento no centrado de orden (hy,...,h,) como
ElXy - X0

siempre que exista.

le - xi” szt PIX) =2y, X, = @)

-----

------

h hn
fRn it fx(x, . xy)day - - - day,
Notemos que si se hace hy = -+ = h;_1 = hjz1 = -+ = h,, = 0, se obtienen los momentos no
centrados de la variable X; (Vi =1,...,n) (suelen denominarse momentos marginales).

Momentos centrados (respecto a las medias):

Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio y hq,...,h, enteros no negativos. Si AEX;, Vi =
1,...,n, se define el momento centrado de X de orden (hy,...,h,) como

E[(X, — EX)" ... (X, — EX,)"™]

siempre que exista.
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Casos particulares: Vectores bidimensionales:

myo = E[X] mo = E[Xo)]
Moy = E[Xlz] Moo = E[XQQ] mi1 = E[XlXQ]
10 =0 o1 = 0

poo = Varl Xy  poe =Var[Xs]  pn=E[(X) — EXy)(Xe — EXs)]
A pp = E[(Xy — EXq)(Xe — EX3)] se le denomina covarianza de X7 y X3
Cov(X1, Xo) = pnn = E[(X;1 — EX1)(Xy — EXy)]
Para un vector aleatorio de dimensién arbitraria se define su matriz de covarianzas como
Ex = ((cov(Xi, X)), =1 m

siempre que existan todas las covarianzas. Esta matriz es simétrica y, en el caso bidimensional,

5= (oot Vol )

Propiedades de los momentos de segundo orden
1) Si JEX? y EY? entonces dF[X - Y].

2) Si JE[X - Y] entonces deov(X,Y) = E[XY] - EXEY.

Dem

cov(X,Y) = E[(X—EX)(Y—EY)] = E[XY-XEY-YEX+(EX)(EY)] = E[XY]—(EX)(EY)

3) Sean Xy, X, ..., X, variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad
tales que IF[X?], Vi =1,2,...,n. Entonces, Vai,...,a, € R

IVar (i aiXZ-> = Zn:afVarXi + z": a;a;cov(Xi, X;)
=1

i=1 ij=1
i#£]

Dem

3

n 2
Var <Z aiXi> =E ( ai(X; — EXi)> =
=1 =1

b Z al(X; — EX;)* + Z a;a;(X; — EX;)(X; — EXj)
=1 'LZ;:JI
La esperanza anterior existe por existir la esperanza de cada sumando por 1) y 2) y es igual a
la expresién dada.

4) deov(X,Y) = deov(aX +b,¢Y +d) = accov(X,Y), Va,b,c,d € R
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Dem
cov(aX+b,cY+d)=E[(aX+b-aEX-b)(cY+d-cEY-d)|=acE[(X-EX)(Y-EY)]

Como consecuencia inmediata del Teorema de Multiplicacion de esperanzas se tiene

5) X e Y independientes y Jeov(X,Y), entonces cov(X,Y) = 0.

Dem

EXY]=(EX)(EY) = cov(X,Y)=FXY]—-(EX)(EY)=0

El reciproco de este resultado no es cierto, existen variables no independientes con covarianza
nula.

Ejemplo: Sea X una variable aleatoria tal que EX = EX? = 0 (por ejemplo una A (0,1)) y
sea Y = X2 Es evidente que X e Y no son independientes y, sin embargo E[XY] = E[X?3] =0
y (EX)(EY) = 0. Por tanto, cov(X,Y) = 0.

6) Si Xi,...,X, son independientes y IEX?, Vi =1,...,n, entonces

Yai,...,a, €R, War(a X, +...0,X,) = a?VarX, +... + aiVaan

Por tanto, la varianza de sumas de variables aleatorias independientes (o de diferencias) es la
suma de las varianzas.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Teorema

Sean X,Y variables aleatorias tales que 3EX?, EY? entonces
» (E[XY])? < E[X?E[Y?
= Si X oY es degenerada en cero o las dos son degeneradas, se da la igualdad.

= Si X e Y son no degeneradas, se da la igualdad si y sélo si

Jda, b € R, ambos no nulos, tal que PlaX +bY =0] =1

La desigualdad de Cauchy-Schwarz da lugar a la siguiente expresién para los momentos cen-
trados:

Corolario

Sean X,Y variables aleatorias tales que 3EX?, EY? entonces

» (cov(X,Y))?? < (VarX)(VarY)
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= Si una de las variables es degenerada, se da la igualdad.

= Si las variables son no degeneradas, se da la igualdad si y sélo si

Ja#0,b#0,c € R tal que PlaX +bY =¢| =1

Funcion generatriz de momentos

Definicion
Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio tal que IE [e" X1t Xn] Vg, 4, [t € (—t), 1)
con tj, tt € RT. Se define la funcién generatriz de momentos de X como

My @ (=t t]) x -+ x (=t5,t}) — RF

dada por
Mx(ty,...,tn) =E [et1X1+...+tan]

La funcién generatriz de momentos que, como en el caso unidimensional, puede no existir, tiene
propiedades andlogas a las de tal caso. Destacamos, como alli, el Teorema de Unicidad y la
Relacién con los momentos.

Teorema de unicidad

La funciéon generatriz de momentos de un vector aleatorio, si existe, es Unica y determina
univocamente su distribucién (y, por tanto las marginales).

Relacién entre f.g.m. y momentos

Si dMx, ... x,), existen todos los momentos y se pueden calcular como

- ah1+"'+h"’M(X1,...,Xn)(tl’ e 7tn)
Oty -+ - Othe

t1=0,...,tp,=0

A continuacién probamos que si existe la fgm de un vector existe la de cualquier subvector.

Teorema

Si X = (Xy,...,X,) tiene funcién generatriz de momentos My (ty,...,t,), existe la fgm de
cada subvector (y, por tanto, de cada componente) y puede calcularse a partir de la conjunta
por

M(Xil,---7Xik)(ti1’ e 7tik> = M(Xl,---an)([)? e ,O,t,-l,O, PN ,O,tik,O, ceey 0)

para t;,,...,t; en los intervalos correspondientes.

Dem
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Xik)(tilv Ce 7tlk) = F [eti1Xi1+"'+tikXik:| —

E [eo'X1+"'+0'Xi171+ti1 Xiy 40X p1++0-X5, —1+ti, X +0'Xik+1+~~+0'Xn}

Ejemplo

Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad
flr,y)=e"Y x>0, y>0

Calcular la funcién generatriz de momentos del vector, la de cada componente, las medias,
varianzas y covarianza.

M(X7y)<t1,t2) — E[eththzY] — / / et1x+t2yefa:fydm dy
0 0
— </ et1xexdx> (/ etzyeydy> — (/ ex(tll)d$> (/ ey(t21)dy>
0 0 0 0
= L ! ti <1, ta<1
- 1 — tl 1 — t27 1 y L2
Mx(tl) = M(X7y)(t1,0) = 14 t1 <1
- U
My(tg) = M(X,y)(o,tz) = 11— t, <1
— L2
M 1 1
px = M) = - =1
atl t1=t2=0 1 - t2 (1 - tl) t1=t2=0
py o Moww)| L1
Oty t1=ty=0 1—1t (1 — tg) t1=ty=0
EX? = w - 1 2 —9— FY?
ot3 hetemo  L—ta (L=11)%], _, ¢
VarX =VarY =1
M (t,t 1 1 1 1
E[XY] = 9" M{(t1, t2) — 9 { 2} - - - -1
8151 8752 t=ty=0 8t2 1-— t2 (]_ — t1> £ =ty=0 (]. — tl) (]_ — tg) t=ty=0

cov(X,Y) = E[XY] — (EX)(EY) =0
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A continuacién establecemos una nueva caracterizacién de independencia en términos de fun-
ciones generatrices de momentos y que se obtiene como consecuencia del Teorema de Multipli-
cacion.

Caracterizacién de independencia por fgm

Sea X = (X3,...,X,) un vector aleatorio tal que IMx, (t;), t; € I;, i =1,...,n, siendo I; un
intervalo abierto que contiene al 0, V2 =1,... n.

Xi, ..., X, son independientes < IMx (ty,...,t,) = Mx,(t1) - Mx, (t,) V(t1,...,t,) € [1 XX Ip,.

Dem
=] Xi,..., X, independientes = "1 .. % independientes y ademds IE [e'Ni] | i =
1,...,n. Aplicando el Teorema de Multiplicacion

JE

ﬁetz’X«;] — ﬁ E [etiXi]
=1 =1

<] Lo probamos en el caso continuo y el discreto se harfa de forma anéloga.

/ ehorttndn £ (o ay)dey - - day, = (/ e““fxl(%)dxl) (/ e fx, () dwn)
R™ R R

/ et1x1+.“tnxan1 (xl) T an(xn) dry---drn, Vi,....t,

Entonces fx(z1,...,2,)y fx,(x1) -+ fx, (z,) son dos funciones de densidad sobre R™ a las que
corresponde la misma fgm. Por el teorema de unicidad de la fgm dichas densidades coinciden
y, por tanto, X1, ..., X, son independientes.

Reproductividad de distribuciones

Ver presentacion multimedia.

Esperanza condicionada

Variables aleatorias unidimensionales.

Definicién.- Sean X e Y variables aleatorias unidimensionales definidas en el mismo espacio
de probabilidad (€2, A, P) y supongamos que JEX. Se define la esperanza condicionada de
X dada Y (o esperanza de X condicionada a Y'), y se nota por E[X/Y] como la variable
aleatoria que toma el valor E[X/Y = y| cuando la variable aleatoria Y toma el valor y, donde
E[X/Y = y| se define a su vez como
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( Z 2P X =2/Y =y si (X,Y) es de tipo discreto
yP[Y =y >0
BY =y =0
/ Tfx/y—y(x)dx si (X,Y) es de tipo continuo
L y f2(y) >0
Notas.-

1) E[X/Y] es una funcién de Y.

2) E[X/Y = y] no es mds que la media de la variable aleatoria X considerando como distribucién
la condicionada de X dado Y =y.

3) De forma similar se puede definir la esperanza de Y dada X, supuesta la existencia de la
EY.

Esperanza condicionada de una funcién medible

Sean X e Y variables aleatorias unidimensionales definidas en el mismo espacio de proba-
bilidad (2, A, P) y sea h : (R,B) — (R, B) una funcién medible tal que JEA(X). Se define
la esperanza condicionada de h(X) dado Y, y se nota E[h(X)/Y], como la variable alea-
toria que toma el valor E[h(X)/Y = y| cuando la variable aleatoria Y toma el valor y, donde
E[h(X)/Y = y] se define a su vez como

( Z hz)P[X =2/Y =] si (X,Y) es de tipo discreto
yPlY =y >0
B/ =)=
/ h(z) fx)y=y(x)dx si (X,Y) es de tipo continuo
\ y fQ(y) >0
Nota.-

De forma similar se definiria la E[h(Y)/X].

Ejemplos

1.- Una urna contiene tres bolas rojas y dos blancas. Se extrae aleatoriamente una muestra de
dos bolas.

a) Con reemplazamiento.

b) Sin reemplazamiento.

Sea X = 0 si la primera bola es blanca y X = 1 si es roja. Sea Y = 0 si la seqgunda bola es
blanca e Y =1 st es roja.

Calcular EIX/Y] y E[Y/X].
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a) Extraccién con reemplazamiento. La distribucién conjunta de X e Y es

X
Y 0 1
0 1725 | 6/25 | 10/25
1 6/25 | 9/25 | 15/25
10/25 | 15/25
X/Y =0
PX=0Y =0 4/25 2
X =0/¥Y =0 P[Y = 0] 10/25 5
PX=1Y=0 6/25 3
X =1/¥ =0 P[Y = 0] 10/25 5
2 3 3
EX/Y =0=0-+1-=—
[X/Y =0]=0;+1z = ¢
X/Y =1
PX=0Y=1 6/25 2
X =07y =1] PlY = 1] 15/25 5
PX=1Y=1 9/25 3
X =1/Y=1] PlY = 1] 15/25 5
2 3 3
EX/Y =1]=0-+1-= -
X/ J=0-+1: =<

Como E[X/Y] es una variable aleatoria que toma el valor E[X/Y = 0] si Y = 0 y el valor
E[X/Y =1]si Y =1, en este caso E[X/Y] es la variable aleatoria degenerada en el punto 3/5.

Y/X =0

X =0Y =0 4/25 2

PIY =0/X =0] = P[X = 0] 10/25 5

. - PX=0Y=1 6/25 3

P =1/X =0 = P[X = 0] 10/25 5

B[Y/X = 0] = —+1§:§
Y/X =1

X=1,Y=0 6/25 2

PV =0/X =1] = P[X = 1] 15/25 5

. . PX=1Y=1  9/25 3

Py =1/X =1] = P[X = 1] 15/25 5
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2 3 3
E[Y/X =1]=0+12="2

En este caso E[Y/X] es también la variable aleatoria degenerada en el punto 3/5.

b) Extraccién sin reemplazamiento. La distribucién conjunta de X e Y es

X
Y 0 1
0 2/20 | 6/20 | 8/20
1 6/20 | 6/20 | 12/20
8/20 | 12/20
X/Y =0
v g PX=0Y=0 2/20 1
PX =0/Y =0/ = PlYy =0  8/20 4
v PX=1Y=0 _6/20 3
PIX =1/Y =0 = PY =0  8/20 4
mXﬂﬂzmzoi+1Z:Z
XY =1
., PX=0Y=1 6/20 1
PX=0/y=1)= P[Y = 1] 12/20 2
_ 4 PX=1LY=1 6/20 1
PR =1/Y =1 = Ply =1  12/20 2
E[X/Yzl]:0%+1%:%

E[X/Y] es una variable aleatoria que toma el valor E[X/Y = 0] =3/4si Y = 0 (con probabi-
lidad 8/20) y el valor E[X/Y = 1] si Y =1 (con probabilidad 12/20).

Y/X =0
_ o PX=0Y=0 2/20 1
PV =0/x=01= P[X=0]  8/20 4
. _PX=0Y=1 6/20 3
PV =1/ X =0l = =55 ~§/20 1
Eumxzmzm%+1zzz
Y/X =1
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. . PX=1Y=0  6/2 1
PV =0/X =1 = —p 7 12/20 2
o PX=1Yy=1 620 1
Py =1/X =1] = P[X = 1] 12/20 2
E[Y/X—l]—0—+1—_%

En este caso E[Y/X] coincide con E[X/Y].
2.- Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad

flz,y) =2 D<z<y<l
Calcular EIX/Y] y E[Y/X].

» E[X/Y] es la variable aleatoria que toma los valores E[X/Y = yo] si Y = yq

BLY/Y =) = [ v (@)da

Calculemos previamente la distribucion condicionada
Yy
fQ(y):/de:Qy 0<y<l1
0
Luego, si 0 < yg < 1

2 1
fX)Y =yy(x) = — = — 0<z<uyo

290 Yo
Por tanto, si 0 < yp < 1
Yo 1 1 2 Y0 2
E[X/Y:yo]:/ or—dr = ——| = _ 0
o Y Yo2lg 2% 2
Y, en consecuencia
Y
E[X/Y] = 3

» E[Y/X] es la variable aleatoria que toma los valores E[Y/X = x| si X = zq

E[Y/X = l‘o] = /ny/X_ac()(y)dy

Calculemos previamente la distribucién condicionada
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1
fl(a:):/Qdy:2(1—x) 0<zr<l1
Luego, si 0 < xp < 1

2 1

Por tanto, si 0 < g < 1

| 1 2 1—a2 1+

E[Y/szo]z/x y dy = 2| T 5

0 1— Zo 1— Zo 2 0
Y, en consecuencia

E[Y/X] — #

3.- Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad

f(x,y) =1 (x,y) < T(0,0)’ (27())7 (17 1)
Calcular E)Y/X]
Marginal de X
/ dy =x 0<z<l
0
filz) =
2—x
/ dy=2—=x l<z<?2
0

Condicionada Y/X = z

1
Si0<$0<1, fy/X:xo(y):x— 0<y<$0
0
1

:2—1'0

Si1<$0<2, fY/X:zo(y) 0<y<2—l’0

E[Y/X = ]
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o 1 1 y2 zo
Si0<zy<1l, EY/X= = —=__Z| ==
' o ’ [ / xO] \/0 yl'o Zo 2 0 2

2—xq 1 1 yg 2—x9 9 — 2
Sil<zy<?2, ElY/X= = — L —
th<mo <2 EY/X = /0 Yy a2 —m 2, 2

Luego
X/2 0<X<1
E[Y/X] =
(2—-X)/2 <X <2

Propiedades de la esperanza condicionada

Dado que los valores de la esperanza condicionada son esperanzas, las propiedades son
andlogas.

1) El¢/Y]=¢, ceR.

2) Sean X e Y variables aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad tal que
JE[X] y a,b € R, entonces JE[aX +b/Y]| = aE[X/Y] +b.

3) Sean Xy, X, ..., X, variables aleatorias tales que JEX;, i = 1,2,..., n, entonces Vay, as, ..., a, €
R, ElE[(CLle + CL2X2 + ...+ CLan/Y] = CLlE[Xl/Y] + CLQE[XQ/Y] + ...+ anE[Xn/Y]

4) Si X > 0y JEX, entonces E[X/Y] > 0.
5) Si X; y X, son variables aleatorias tales que JEX;, EXy v X7 < X, entonces E[X; /Y] <
E[X,/Y]

Teorema.

Si X e Y son independientes y JE[h(X)] siendo h una transformacién medible, entonces

E[n(X)/Y] = E[h(X)]
En particular, E[X/Y] = E[X]

Demostracion.-

Es debida a que en el caso de independencia, la distribucién de X condicionada a Y coincide
con la marginal de X. (Comentar ejemplo 1)

Dado que E[X/Y] es una variable aleatoria (funcién de Y'), podemos considerar su esperanza y
se obtiene el siguiente resultado:

Teorema.

Si X eY son variables aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad tal que JE[h(X)]
siendo h una transformacién medible, se tiene
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JE [E[A(X)/Y]] = ER(X)
En particular, E [E[X/Y]] = EX

EJEMPLOS

1.- Para el ejemplo 3 anterior

Por otro lado

29 1 3

BEY/X) = [ Gedes [ 25t = 5

Momentos condicionados

Sean X e Y variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad y vamos
a considerar la E[h(X)/Y] para funciones particulares h.

» Si JEX™ a E[X"/Y] se le llama momento condicionado no centrado de orden n
de X dada Y.

» Si JEX" a E[(X — E[X/Y])"/Y] se le llama momento condicionado centrado de
orden n de X dada Y. Observemos que (X — E[X/Y])" es una funcién A(X,Y) y de
aqui que

>.(z —E[X/Y = y])"P[X = 2/Y = y]
E[(X —EX/Y])"/Y =y] =
J(@ = EIX/Y = y])" fx)y—y(2)dz
CASOS PARTICULARES

= Momento condicionado no centrado de orden uno = Esperanza condicionada.

s Momento condicionado centrado de orden dos = Varianza condicionada

Var[X/Y] = E [(X — E[X/Y])*/Y]

que se puede probar que verifica

Var[X/Y] = B[X*/Y] — (E[X/Y])*
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En efecto,

Var[X/Y = y] = 3 (x — E[X/Y = y))*P[X = /¥ =] =

T

Y @PPIX =2/ =y + (BX/Y =y])* Y P[X =z/Y =y]-

—2(B[X/Y =y)) Y aP[X = /Y =y] = E[X*/Y = y] — (B[X/Y =y])’

A continuacién establecemos una importante propiedad de la varianza condicionada que se
usard en el problema de regresion.
Teorema: Descomposicion de la varianza.

Si JEX? entonces FVar[E[X /Y]] y FE[Var[X/Y]] y ademds

VarX = Var[E[X/Y]] + E[Var[X/Y]]

Corolario.

En las condiciones del Teorema

VarX > Var[E[X/Y]]

Var X > E[Var[X/Y]]

dado que los dos términos del lado derecho de la expresién del Teorema son no negativos.

EJEMPLOS

1.- URNA. Consideramos sélo el caso de la extraccién sin reemplazamiento ya que si las extrac-

ciones se hacen con reemplazamiento, las variables X e Y son independientes y Var(X/Y) =
VarX y Var(Y/X) = VarY.

Extraccion sin reemplazamiento. La distribuciéon conjunta de X e Y es

X
Y 0 1
0 2/20 | 6/20 | 8/20
1 6/20 | 6/20 | 12/20
8/20 | 12/20

Var[X/Y] es una variable aleatoria que toma los valores Var[X/Y = 0] siY = 0y Var[X/Y = 1]
siY =1
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X/Y =0

con lo que

X/Y =1

PIX=0/Y =1] =

PX =1/Y =1] =

N | — N —

E[X/Y =1] =

E[X2/Y = 1] =

CTRS

con lo que

1 1 1

XY =1]=2—->==

Var[X/ ] 57 1° 1
Como Var[X/Y] es una variable aleatoria que toma el valor Var[X/Y = 0] si Y =0 y el valor
Var[X/Y = 1] si Y =1, en este caso Var[X/Y] toma el valor 3/16 si Y = 0 (con probabilidad

8/20) y el valor 1/4 si Y =1 (con probabilidad 12/20). En este caso
38 112 72 9

EVarlx/yl = 58 112 72 9
VarlX/Y]] = 1650 T 220 = 320 — 20
Y/X =0
1
P[Y = 0/X = 0] = ;
3
P[Y = 1/X =0] =

Patricia Roman Romén 17
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3
E[Y/X =0] = 1
9 3
E[Y*/X =0] = 1
con lo que
Var[Y/X = 0] = -
16
Y/X =1
1
P[Y:()/le]:§
1
P[Yzl/le]zE
1
EY/X =1] = 5
9 1
EY*/X =1] = 3
con lo que
1

VarlY/X =1] = 1

Como Var[Y/X] es una variable aleatoria que toma el valor Var[Y/X = 0] si X =0y el valor
Var[Y/X = 1] si X =1, en este caso Var[Y/X] toma el valor 3/16 si X = 0 (con probabilidad
8/20) y el valor 1/4 si X =1 (con probabilidad 12/20). En este caso

38 112 9
E[Var[Y/XH = 1_6% + Z% = E
2.- Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad

flz,y) =2 0<rx<y<l
Calcular Var[X/Y], Var[Y/X], E[Var[X/Y]] y E[Var[Y/X]].
» X/Y

Sabiamos que

Ly)=2y O<y<l

ysi0<y <1
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1
fX/Y:yo(x):_ 0<z <o

Yo
Y
BX/Y] ==
2
Ahora, si 0 < yg < 1
Yo 1 1 3 |%0 2
E[XQ/Y:yO}:/ Pedr=—2] =%
0 Yo Yo 3|, 3
Luego
Y2
EX?/Y] = —
3
Y2 (Y\? Y2
XY]=—-(=) ==
VarlX/¥] = <2) 12
E[Var(X/Y] = 2O 1/1 29yd 1/1 sy = L= ]
ar — — — — — — — e
12 12, 7MY T ), VYT Ty
» Y/X

Sabiamos que

filx) =2(1 —x) O<z<l1

ysi0<ay<l1

1
Jy/x=20(Y) T ro <y<l1
1+ X
ElY/X] = 1A
2
Ahora, si 0 < 2y < 1
b, I 1—xf 2 1
E[YQ/X:LU()]:/ y2 dy: y— = :EO :.T0+x0+
0 1—270 1—1’0 3 0 3(1—1’0) 3
Luego
X2+ X+1
B[Y?/X] = =
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CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

X2+ X+1 [(1+X\° X>-2X+1
YX: — e
Var[¥/X] 3 ( 2 ) 12
X2 -2X +1 1 [
E[Var[Y/X]] = E <T+) = E/ (2 =22+ 1)2(1 — x)dw =
0

1/t 1 3
0

3.- Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad

flzy) =1 (z,y) € T{(0,0),(2,0), (1, 1)}

Calcular VarlY/X] y E[Var]Y/X]].

Sabiamos que la marginal de X era

/dy::c O<z<l1
0
filx) = -
/ dy=2—=x l<z<?2
0

y la condicionada Y/X = x

1
Si0<xy<l1, fY/X:zo(y):_ 0<y <z

Zo
1
Si1<$0<2, fy/X:xo(y):Q . 0<y<2—x0
- 40
X/2 0<X <1
EY/X] =
(2—-X)/2 1< X <2
Ahora,
o 1 y3x0 332
i0<zy<1l, E[Y?/X= = 2oy = —L | =20
si0 <z <1, E[Y?/X = /nyoy w3l T3
1 1 B (2— )2

2—x0
ysil <z <2, E[Y2/X:rc0]:/ y? =
0

Patricia Roman Romén

20



CALCULO DE PROBABILIDADES II
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(2—1‘0)

x% x0) 2 95(2)
5-(3) =15
Var[Y/X = xy] =
2—xg o
el (25" =
E[Var[Y/X]] = /Var[Y/X =z]fi(x
el B O R S
48, 8 |,

/ —xd:v—l—/ (ZI—

2

1

48

O<zo<1

1 <zg<?2

x)2(2 —z)dr =
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