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1 Espacio vectorial

Definicién 1.1 Un espacio vectorial es una terna (V,+,-), donde V' es un conjunto
no vacio y +,- son dos operaciones del tipo + :V xV =V, - :RxV —V a las
que llamaremos ‘suma de vectores’ y ‘producto por escalares respectivamente y con
las siguientes propiedades: denotando +(u,v) =u+v y (A, v) = A,

~

u+ (v+w)=(ut+v)+w, Yu,v,w €V (asociativa).

u+v=v+u, Vu,v €V (conmutativa).

Existee € V tal quee+v=v+e=uv, Yv €V (elemento neutro).

Para cada v € V existe w tal que v +w = w + v = e (elemento opuesto).
A(pv) = (Ap)v, Yo € V, YA u € R (seudo-asociativa,).

AMu+v) =Au+Av y (A4 p)v = v+ pv, Yu,v € V y VA, u € R (distributiva).

A N A T

lv=v,Yv € V (unimodular).

De forma abreviada diremos que V' es un espacio vectorial. A los elementos de V'
lo llamamos vectores y a los de R, escalares.
Proposicion 1.2 1. El elemento neutro es unico. Se denotard por 0.

2. El elemento opuesto de un vector es unico. Si v es un vector, su opuesto lo
denotamos por —v.



Proposicién 1.3 En un espacio vectorial se tiene las siguientes propiedades:

~

. A0=0, e R.

2. 0v=0,veV.

3. (=N)v=—=(M) =A(-v), \eRveV.
4. SineN, nv=v+...+v.

5. Si v =0, entonces \=0 o v =0.

6. Si Au= A v y \# 0, entonces u = v.

7. 8i A= pv yv#0, entonces A = pu.

2 Subespacio vectorial

Definicién 2.1 Sea V' un espacio vectorial y U un subconjunto suyo. Se dice que
U es un subespacio vectorial de V' si satisface las siguientes propiedades:

1. Siu,v e U, entonces u+v € U.
2. SiANeR yueU, entonces \u € U.
3. Con la suma y producto por escalares de V', U es un espacio vectorial.

Proposicién 2.2 Sea U un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces U es
un subespacio vectorial si y solo si

1. Siu,v e U, entonces u+v € U.
2. SiNeR yueU, entonces \u € U.
Proposicion 2.3 1. Si'V es un espacio vectorial, {0} y V' son subespacios vec-
toriales.

2. 85U C V es un subespacio vectorial, el elemento neutro de U y el de V
coinciden.



3. 81U C V es un subespacio vectorial, u € U, entonces el elemento opuesto de
uenV yenU coinciden.

4. SiU y W son subespacios vectoriales, entonces U N W también es subespacio
vectorial.

5. St U y W son subespacios vectoriales de V- y U C W, entonces U es un
subespacio vectorial de W .
Definicién 2.4 Sean U y W subespacios vectoriales de V. Se define la suma de U
con W como el conjunto

U+ W ={u+w;uelUweW}.

Entonces U+W es un subespacio vectorial. Ademds se tienen las siguientes propiedades:

1.U+W=W+U.
U+U=U.
UcU+Ww.

U+ W es el menor subespacio (con respecto a la inclusion de conjuntos) que
contiene a U y a W.

Definicién 2.5 Sean U y W subespacios vectoriales de V. Se dice que V' es suma
directa de U y W su:

LV=U+W.
2. UNW = {0}.

Se denotarda por V. =U & W.

3 Sistema de generadores. Dependencia lineal

Definicién 3.1 Sean X = {vy,...,v,} un conjunto de vectores de un espacio vec-
torial V. Una combinacion lineal de X es una suma del tipo

)\101+...+)\nvn, N eR
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Se llama subespacio vectorial generados por X al conjunto de combinaciones lineales:

<X >=<wy,.. 0, >= LX) =L{v1,...,va}) = {D_ i A € R},
=1

Proposicion 3.2 Se tienen las siguientes propiedades:

1. < X > es un subespacio vectorial. Si el cardinal de X es 1, se dice que < v >
es la recta vectorial generada por v.
2. i X C U, donde U es un subespacio vectorial, entonces < X >C U.

3. 91 X CY, entonces < X >C<Y >.
4. ST X,)Y CV, entonces < XUY >C< X >+ <Y >.
Definicién 3.3 Un espacio vectorial V' se llama finitamente generado si existe un

conjunto finito de vectores X tal que < X >= V. A X se llama un sistema de
generadores de V.

Proposicién 3.4 1. Si X es un sistema de generadores y X C Y, entonces Y
también es un sistema de generadores.

2. Si{v,...,vn} es un sistema de generadores y vy es combinacion lineal de los
demds, entonces {va, ... ,v,} es un sistema de generadores de V.

3. Si {vy,...,v,} es un sistema de generadores y v = A\vy + ... + AU, con
A1 # 0. Entonces {v,vs,...,v,} es un sistema de generadores de V.

4. Un subespacio vectorial de un espacio vectorial finitamente generado, también
es finitamente generado.

Definicién 3.5 Un conjunto de vectores {vi,...,v,} se dice que es linealmente
independiente (o que forman un conjunto de vectores libre) si la tinica combinacion
lineal nula de ellos es la trivial. De otra forma:

si Y, Av; =0, entonces \; = 0 para cada i.

Un conjunto de vectores que no es linealmente independiente se llama linealmente
dependiente.



Proposicién 3.6 1. {v} es linealmente independiente si y y solo si es no nulo.
2. Dos vectores son linealmente independientes si no son proporcionales.

3. 91 X CY eV es linealmente independiente, entonces X es linealmente inde-
pendiente.

4. Si en un conjunto X hay un vector que es combinacion lineal de los demds,
entonces X es linealmente dependiente.

5. 510 € X, entonces X es linealmente dependiente.

Definicién 3.7 Una base de un espacio vectorial es un sistema de generadores que
es linealmente independiente.

Teorema 3.8 Sea V' un espacio vectorial y B = {vy,...,v,} un conjunto de vec-
tores. Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. B es base de V.

2. Para cada v € V', existen unicos \; € R tales que v = Z?:l AiV;.

Definicién 3.9 Sea B una base de un espacio vectorial. Se llaman coordenadas de
un vector v a la n-upla (A1, ..., \,) tal que v =">"" | \v;.

A partir de ahora vamos a demostrar que en un espacio vectorial dado, el cardinal
de las bases de dicho espacio es siempre el mismo.

Lema 3.10 Sean X e Y dos conjuntos finitos de un espacio vectorial, tales que
X CY, X eslinealmente independiente e Y es un sistema de generadores. Entonces
existe una base B de V tal que X C B CY.

Corolario 3.11 Si v es un vector no nulo, v pertenece a una base.

Corolario 3.12 (completacién) Dado un conjunto de vectores linealmente inde-
pendientes, siempre es posible anadir vectores hasta tener una base.

Corolario 3.13 En todo sistema de generadores, existe un subconjunto suyo que es
base.



Lema 3.14 Sea B = {ey,...,e,} una base de un espacio vectorial. Sea v € V y
v="> " Nvi. St A #0, entonces {v,es,...,e,} es una base de V.

Teorema 3.15 (de la base) Sea V' un espacio vectorial finitamente generado. En-
tonces todas las bases de V' tienen el mismo cardinal.

A ese cardinal se llamard la dimension de V', denotdandola por dim(V).

Corolario 3.16 Sea V' un espacio vectorial de dimension n y X ={e,...,en} C
V.

1. Si X es un conjunto de vectores linealmente independiente, entonces m < n.
Ademds se da la igualdad si X es base.

2. Si X es un sistema de generadores de V', entonces m > n. Ademds se da la
tqualdad si X es base.

Corolario 3.17 Si U es un subespacio vectorial de un espacio vectorial V', entonces
dim(U) < dim(V') y la igualdad se tiene si y sélamente U = V.

Corolario 3.18 Sean {e1,...,en} un conjunto de vectores de R™. Entonces

1. dim(<ey,...,e; >)=1(A), A=(e1 ... €m).

2. {e1,...,e,} es base de R" si y sdélamente si det(A) # 0.

Corolario 3.19 Sea un subespacio vectorial U de R™ dado por
U={(z1,...,z,) € R"; Ax = 0}.

Entonces dim(U) =n — r(A).
Teorema 3.20 Sea U y W subespacios vectoriales de V. Entonces:

1. Si By es base de U y By es base de W, entonces By U By es un sistema de
generadores de U + W.

2. dim(U + W) =dim(U) + dim(W) — dim(U "W).



3. SiV=Ua&W, entonces dim(V') = dim(U) + dim(W).
4. Sean By y By bases de U y W respectivamente. Entonces son equivalentes:

() V=U®&W.
(b) By U By es base de V.



