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1 Matrices

Definicién 1.1 Una matriz de m filas y n columnas es una caja de nm nimeros
a;j, donde a;; estd en la fila i-ésima y columa j-ésima. Notaremos A = (a;;). Dos
matrices A y B con el mismo nimero de filas y de columnas, son iguales si a;; = b;;,
para cada i, j. Al conjunto de matrices m x n se denotard por M, x,(R).

Dadas dos matrices A, B € M,,x,(R) y A € R, se define la suma de Ay By el
producto de A por A como

A + B = (aij + bij), )\A = ()\(12])
Proposicién 1.2 M,,.,(R) es un espacio vectorial de dimension mn.

Demostracion: Una base de M,,,x,(R) es {E;;;1 < i < m,1 < j < n}, donde el
elemento kl es
(Eij)et = 0ibji.

q.e.d

Definicién 1.3 Dadas dos matrices A € Mp,xn(R) y B € M,«.(R) se define el
producto de A por B como la matriz AB € M., (R) definida por

(AB)Z] = Z aikbkj.
k=1

Proposicién 1.4 Se tiene las siguientes propiedades del producto de matrices:
1. AAB+C)=AB+ AC), (A+ B)C = AC + BC.
2. (M)B = M\(AB) = A(AB).
3. A(BC) = (AB)C.
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4. I, A= Al, = A, con A € Mpxn(R), e I, es la matriz identidad de orden n.

Definicién 1.5 Una matriz cuadrada A € My, (R) se dice que es regular (o in-
versible o no degenerada) si existe B € Myx,(R) tal que AB = 1I,,. A la matriz B
la denotamos por A= y se llama la matriz inversa de A.

Proposicién 1.6 Denotamos Gl(n,R) el conjunto de las matrices regulares de or-
den n. Se tiene las siguientes propiedades:

1. La matriz identidad es reqular y su inversa es ella misma.
2. Si A y B son regulares, entonces AB es reqular y su inversa es B~'A™L.
3. Si A es reqular, A= también es reqular y su inversa es A.

: - 141
4. St A es reqular y A # 0, entonces NA es regular y su inversa es y A™".

2 DMatrices y aplicaciones lineales

Sea f : V — V' una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales de dimensiones
n y m respectivamente. Se consideran B = {eq,...,e,} vy B' = {¢},... e/} bases
de V' y V' respectivamente. Sean A = (a;;) € M,xn(R) la matriz definida por

m

flej) = g%‘eé-

Definicién 2.1 La matriz A se llama la expresion matricial de f respecto de las
bases B y B' y se denotard por M(f, B, B’).

Si v € V con coordenadas (z1,...,x,), entonces f(v) tiene como coordenadas
T1
M(f, B, B')
Tn
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Proposicién 2.2 1. M(0,B,B’) =0.
2. M(1y,B,B) = I,.
3. M(f+g,B,B") = M(f,B,B')+ M(9,B,B"). Si A € R, M(\f,B,B') =
AM(f, B, B').

4.8 f:V =V yqg: V' — V" son dos aplicaciones lineales, entonces M (g o
f,B,B") = M(g9,B',B"YM(f,B,B’"). Si f :V — V' es un isomorfismo,
entonces M(f~', B’ B) = M(f, B, B')~™.

Corolario 2.3 Sean V y V' dos espacios vectoriales y B y B’ sendas bases. La
aplicacion ® : L(V"™, V") — M,,«n(R) definida por
o(f) = M(f.B,B"),

es un isomorfismo.

Corolario 2.4 Sea f : V — V' una aplicacion ilneal y B y B’ bases de V y V'
respectivamente. Entonces f es un isomorfismo si y solo si M(f, B,B’) es una
matriz reqular.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n, B = {ey,...,e,}, B ' ={¢€},... e}
bases de dicho espacio. Si v € V| sean (z1,...,2,) v (2},...,2)) las coordenadas
de v respecto de By B'. Si

n
R— .. ,
€ = Z Qij€;
i=1
entonces

n
/ P .. .
r; = Zamxj.
i=1

Por tanto
x) T

= M(1y,B, B

x, T,

e
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Proposicién 2.5 Sea B una base de un espacio vectorial y A € Gl(n,R). Entonces

1. Eziste una base B’ tal que A = M(1y, B, B’).
2. Eziste una base B” tal que A = M(1y,B", B).

Como consecuencia de la proposicion 2.2, se tiene:

Corolario 2.6 Sea f:V — V' una aplicacion lineal, By, By y B}, B} bases de V' y
V' respectivamente. Entonces

M(f,Bi1,B}) = M(ly,, By, Bo)M(f, By, By) M (1y, By, By).

Definicién 2.7 Dos matrices A y C' de M,xn(R) son equivalentes si existen ma-
trices P € Gl(n,R) y Q € Gl(m,R) tales que

A=QCP.

Corolario 2.8 Sea f:V — V un endomorfismo, B y B’ bases de V. Entonces
M(f,B,B")=M(1ly,B',B)M(f,B',B"YM(1y, B, B").
Definicién 2.9 Dos matrices A y C' de M,«,(R) son semejantes si existe una
matriz reqular P € Gl(n,R) tal que
A=PCP.
Proposicion 2.10 1. Dos matrices equivalentes son expresiones matriciales de
una misma aplicacion lineal.

2. Dos matrices semejantes son expresiones matriciales del mismo endomorfismo.

Se estudia ahora cuando dos matrices son equivalentes, introduciendo el con-
cepto del rango de una matriz. Previamente, se tiene:
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Proposicién 2.11 Sea V' un espacio vectorial y B una base suya. Sea X = {vy,..., vy}
un conjunto de vectores. Consideramos

X, = {(CLH, e ,anl), cey (aml, . ,amn)}

el conjunto de R"™ formado por las coordenadas de los vectores de X respecto de la
base B. Entonces X es linealmente independiente (resp. sistema generador, base)
si y solo si X' es linealmente independiente (resp. sistema generador, base).

Definicién 2.12 Se llama rango de una matriz A € M« (R) al nimero mdzimo
de columnas linealmente independientes, considerdandolos como vectores de R™.

Proposicion 2.13 FEl rango de una matriz coincide con el rango de una aplicacion
lineal que la tenga como expresion matricial.

Proposicién 2.14 Dada una aplicacion lineal f:V — V' existen bases B y B’ de
V' y V' respectivamente tales que

~n_ (I 0O
M(f? B7 B ) - < O O 9
donde r es el rango de f.
Corolario 2.15 Toda matriz de rango r es equivalente a una del tipo
I. 0
no__ r
Corolario 2.16 Dos matrices son equivalentes si y solo tienen el mismo rango.

Definicién 2.17 Dada una matriz A € M, xn(R), se llama traspuesta de de A
como la matriz A € Mpxm(R), donde su elemento ij es el elemento ji de A.

6 Se prohibe cualquier reproduccién sin permiso del autor



Universidad de Granada. Licenciatura de Matemaéticas.
Asignatura: Geometria I. Prof: Rafael Lopez Camino

Corolario 2.18 FElrango de una matriz coincide con el rango de su matriz traspuesta.

Proposicién 2.19 1. (A+ B)' = A"+ B, (AA)" = \A".

2. (AB)' = B'A".

3. (AhHt = (AH~L
Definicién 2.20 Una matriz cuadrada se llama simétrica (resp. antisimétrica) si
coincide con su matriz traspuesta (resp. la opuesta de su matriz traspuesta). Se

denota S,(R) y A, (R) al conjunto de matrices simétricas y antisimétricas respecti-
vamente.

Proposicion 2.21 Los conjuntos S,(R) y A, (R) son subespacios vectoriales de di-

. 1 —1
mensiones " 4 %

5 respectivamente. Ademdas,

Mipxn(R) = Sn(R) & An(R).
Por 1ultimo, como propiedades del rango de una matriz se tiene:

Corolario 2.22 El rango de una matriz no varia si

1. una fila (o columna) se sustituye por un mailtiplo no nula de ella.

2. una fila (o columna) se sustituye por ella y una combinacion lineal de las
demds.

3. Una fila (o columna) es cero.
4. Se cambia el orden de las filas (o columnas).

5. se elimina una fila ( 0 columna) que es combinacion lineal de las demds.
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3 Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 3.1 Un sistema de ecuaciones lineales, con m ecuaciones yn incognitas

1, ..., Ty @ un sistema de ecuaciones del tipo
anxy + ... a1T, = b
Am1T1 + ...+ CGnTn, = b,
donde a;;,b; € R. A by,..., by, sellaman términos independientes

Se puede escribir también como
AX =D,

con
X1 by

T, b,

Definicién 3.2 Un sistema de ecuaciones lineales se llama compatible si tiene solucion,
es decir, existe X tal que AX = b. En caso contrario, se dice que el sistema es
incompatible. Si un sistema compatible tiene una unica solucion, se dice que es
compatible determinado. Si tiene mds de una solucion, se dice que es compatible
indeterminado.

Proposicién 3.3 St X es una solucion de un sistema de ecuaciones lineales, en-
tonces el conjunto de soluciones es

S =Xo+ Ker(A) ={Xo+v;v € Ker(A)}.

En particular, un sistema compatible indeterminado tiene infinitas soluciones.

Corolario 3.4 Uns sistema compatible es determinado si y solo si el rango de A es
n.
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Teorema 3.5 Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales. Sea (A|b) € My, i1y (R)
la matriz formada por la matriz A a la que se ha anadido una columna mds formada
por la matriz b de términos independientes. Entonces el sistema es compatible si y
solo si el rango de A es el rango de Alb.

Corolario 3.6 Un sistema homogéneo (b =0) es compatible. Ademds, es determi-
nado st y sélo si el rango de A es n.

4 Determinantes

Definicién 4.1 La definicion del determinante de una matriz cuadrada se hace por
recurrencia. Sea A € My, (R). Sin =1, se define el determinante de A como ay;.
Sin =2,

det(A) = ay1a92 — ar2a2;.

Sin > 2, se toma una fila cualquiera, por ejemplo, la fila i-ésima; entonces
det(A) =Y (=1)"a; Ay,
j=1

donde Ayj es el determinante de la matriz cuadrada de ordeen (n — 1) que resulta
de eliminar de la matriz A la i-ésima fila y la j-ésima columna.

Proposicién 4.2 Se tienen las siguientes propiedades de los determinantes:

1. det(0) =0, det(I,) = 1.

2. det(A") = det(A).

3. A es una matriz reqular si y sdlo si det(A) # 0.
4. det(AB) = det(A)det(B).

5. det(AA) = A"det(A).
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6. det(A™1) = 1/det(A), si A es reqular.
También se tiene

Proposicién 4.3 1. El determinante es nulo si dos filas son iguales, o si una es
combinacion de las demds.

2. Si se cambia dos filas (o columnas), el determinante cambia de signo.

3. St una fila se multiplica por un niumero A, el determinante se multiplica por .

Teorema 4.4 El rango de una matriz es el orden de la mayor submatriz cuadrada
con determinante no nulo. Mas concretamente, para el estudio del rango de una
matriz, si un menor es no nulo, basta con anadir filas y columna a este menor.

Definicién 4.5 Dada una matriz cuadrada A, se llama adjunto de a;;, y lo deno-
tamos por Ay, al (—1)"" veces el determinante de la matriz que resulta de quitar
la fila y columna donde se encuentra el elemento (i, j). Se llama matriz adjunta de
A a la matriz A* = (A;).

La matriz adjunta tiene como propiedad que (A*)* = (A*)!. Como consecuencia,
se tiene

Corolario 4.6 1. Si A es una matriz reqular,

o A
A= det(A)

2. 81 AX = b es un sistema compatible determinado den ecuaciones y n incognitas,
entonces cada solucion x; es

air ... b1 ... Qip
det a12 bg ... Qop
[07%% R bn oo Apn
€T; = )
det(A)
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donde se ha colocado en la i-ésima columna de la matriz A, la columna de
términos independientes.
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