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1 Aplicaciones afines

Lema 1.1 Sea f :V — V' una aplicacion con la propiedad de que existe P € V' tal
A .
que la aplicacion fp:V — V definida por

— ———
fr(v) = F(P)f(P+v)
es lineal. Entonces ﬁ: = ]TC; para cada Q) € V.

Definicién 1.2 Una aplicacion f : V. — V' se llama afin si la aplicacion ]Tp> es
lineal. A la aplicacion fp = 7 se llama la aplicacion lineal asociada a f.

Proposiciéon 1.3 Sea [ :V — V' una aplicacion afin. Entonces

———
1. T(PQ) = F(P)f(Q).
2. f(X) = f(P)+ [ (PX).
Proposicion 1.4 Sea F : V. — V' una aplicacion lineal, Py € V y Pj € V'.

Entonces existe una unica aplicacion afin f : 'V — V' con la propiedad de que
f(Py) = P} y cuya aplicacion lineal asociada es F.

Como ejemplos de aplicaciones afines tenemos:

1. Las aplicaciones lineales.

2. Las tnicas aplicaciones afines que son lineales son aquellas que llevan elemento
neutro en el neutro.

3. Las aplicaciones constantes.
4. Las traslaciones: t,(X) = X + v.

5. Las homotecias: h,\(X) =a+ AaX (A#£0,1,aecV).
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6. Las aplicaciones afines f : R" — R™ de R" a R™ son de la forma f(X) =
AX +0b.

Proposicién 1.5 (Traslaciones) 1. Una traslacidn es biyectiva y (t,)"' =t_,.
2. La composicion de traslaciones es otra traslacion.

3. El conjunto de traslaciones de un espacio afin es un grupo (con la com-
posicion).

4. La inica traslacion que tiene puntos fijos es la identidad.

5. Una traslacion viene determinada por la imagen de un unico punto.

Proposicién 1.6 (Homotecias) 1. Una homnotecia es biyectiva y (ha )" =

ha,l/)v
2. La composicion de homotecias es otra homotecia. Ademds, hqx © hay = Raau-

3. El conjunto de homotecias de centro a, junto con la identidad, es un grupo
(con la composicion).

4. El unico punto fijo de una homotecia es su centro.

5. Una homotecia viene determinada por la imagen de dos puntos.

2 Propiedades de las aplicaciones afines

Proposicién 2.1 1. La composicion de aplicaciones afines es una aplicacion afin
y la aplicacion lineal asociada a la composicion es la composicion de las apli-
caciones lineales asociadas.

2. La suma de aplicaciones lineales y el producto por escalares son aplicaciones
afines.
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Proposicién 2.2 (subespacios afines) Se considera una aplicacion afin f : V —
V'. Entonces

1. 80 S es un subespacio afin de V', entonces f(S) lo es de V' y f(S) = 7(?)

—
2. Si S es un subespacio afin de V', entonces f~1(S') lo es de V y f~1(S') =
—-1 =

;8.

3. 51 S yT son subespacios de V' y S es paralelo a T, entonces f(S) es paralelo
a f(T).

4. S1.S yT son subespacios paralelos de V', f(S) y f(T') son subspacios paralelos.

5. f(<{Po, ..., Pn}>) =< A{f(Po,..., f(Pn)} >.

6. Si P,Q, R son tres puntos alineados de V', entonces f(P), f(Q), f(R) son pun-
tos alineados.

Proposicion 2.3 Si f : V — V' es una aplicacion afin, el conjunto de puntos fijos
de f, es decir,

S = {X € Vi f(X) = X)

es un subespacio afin (si no es vacio). Ademds S = Ker(? —1y).

Teorema 2.4 Sea f :V — V wuna traslacion o una homotecia. Entonces si S es
un subespacio de V', f(S) y S son subespacios paralelos. Reciprocamente, las unicas
aplicaciones afines de un espacio afin en si mismo con dicha propiedad, son las
traslaciones y homotecias.

Proposicién 2.5 Una aplicacion afin es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva) si
y sélamente si su aplicacion lineal asociada es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyec-
tiva,).

Definicién 2.6 Una afinidad es una aplicacion afin biyectiva. El conjunto de afinidades
es un grupo (con la composicion).
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Si el espacio afin es R" y f(X) = AX + b, entonces f es afinidad si y sélo si el
determinante de A no es cero.

3 Proyecciones y simetrias

Recordamos que si Sy T son subespacios afines de un espacio afin V', se dice que
V' es suma directa de S y T, y lo denotamos por V=S ® T si V = S @ T, o lo
que es lo mismo, si V =S+ T y la interseccion de S y 1" es un punto.

Definicién 3.1 Supongamos que V=S & T.

1. Se llama proyeccion sobre S paralela a T ala aplicacion g : V. — V' definida
por

7T5(X) = SﬂT(X),
donde T(X) es el subspacio T(X) = X + T,

2. Se llama simetria respecto de S y paralela a T ala aplicacion og : 'V — V
definida por

_
os(X) =X +2X7mg(X) = X + 2(mg(X) — X).
Proposicién 3.2 Se tienen las siguientes propiedades sobre las proyecciones.

1. La aplicacion lineal asociada es una proyeccion vectorial.
2. momw =m.

3. m(X)=X siysolosi Xe€S.

4. Im(m) =S,

Proposicién 3.3 Se tienen las siguientes propiedades sobre las simetrias.
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1. La aplicacion lineal asociada es una simetria vectorial.
00 = 1v.

o(X)=X siysdlosiXeS.

e e

Una simetria es una afinidad y su inversa es ella misma.
Caracterizamos las proyecciones y simetrias atendiendo a la segunda propiedad.

Teorema 3.4 Sea f:V — V una aplicacion afin. Si fof=f (resp. fof=1y),
entonces f es una proyeccion (resp. simetria).

Estudiamos las proyecciones y simetrias en R". Sea H = {(z1,...,2,) €
R"™; > a;x; + b = 0} un hiperplano de R" y T =< (vi,...,v,) > una recta vec-
torial. Entonces

( ) Ya;x;+b S a;z; +b
(X1, Tp) = | X — ————V1,..., 0y — ———VUp | .
S\41, ) 1 Zaﬂ)z‘ 1 Zaﬂ)z‘

o1, ..., Tp) = X1 —2==——V1,.. ., Ty — 2=V | .
e ’ ' > 4iV; ' > av;

Se considera ahora una recta afin L = ¢+ < v > y un hiperplano vectorial
H= {(z1,...,2,) € R";> a;x; = 0}. Ahora tenemos

71-L(xla"'axn) = (Cl_'_%vlwuacn‘i‘%vn) .

O-L('rla ) "L‘n) - <—{L'1 + 201 + 2%”17 sy TIp + 2071 + 2%?)71) .
Definicién 3.5 Dado P1V, se llama simetria central respecto de P a la afinidad
op(X)=X—2PX =2P — X.
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