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1 Aplicaciones afines

Lema 1.1 Sea f : V → V ′ una aplicación con la propiedad de que existe P ∈ V tal
que la aplicación

−→
fP : V → V definida por

−→
fP (v) =

−−−−−−−−−→
f(P )f(P + v)

es lineal. Entonces
−→
fP =

−→
fQ para cada Q ∈ V .

Definición 1.2 Una aplicación f : V → V ′ se llama af́ın si la aplicación
−→
fP es

lineal. A la aplicación
−→
fP =

−→
f se llama la aplicación lineal asociada a f .

Proposición 1.3 Sea f : V → V ′ una aplicación af́ın. Entonces

1.
−→
f (

−→
PQ) =

−−−−−−→
f(P )f(Q).

2. f(X) = f(P ) +
−→
f (

−−→
PX).

Proposición 1.4 Sea F : V → V ′ una aplicación lineal, P0 ∈ V y P ′
0 ∈ V ′.

Entonces existe una única aplicación af́ın f : V → V ′ con la propiedad de que
f(P0) = P ′

0 y cuya aplicación lineal asociada es F .

Como ejemplos de aplicaciones afines tenemos:

1. Las aplicaciones lineales.

2. Las únicas aplicaciones afines que son lineales son aquellas que llevan elemento
neutro en el neutro.

3. Las aplicaciones constantes.

4. Las traslaciones: tv(X) = X + v.

5. Las homotecias: ha,λ(X) = a + λ
−→
aX (λ �= 0, 1, a ∈ V ).

2 Se prohibe cualquier reproducción sin permiso del autor



Universidad de Granada. Licenciatura de Matemáticas.
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6. Las aplicaciones afines f : R
n → R

m de R
n a R

m son de la forma f(X) =
AX + b.

Proposición 1.5 (Traslaciones) 1. Una traslación es biyectiva y (tv)
−1 = t−v.

2. La composición de traslaciones es otra traslación.

3. El conjunto de traslaciones de un espacio af́ın es un grupo (con la com-
posición).

4. La única traslación que tiene puntos fijos es la identidad.

5. Una traslación viene determinada por la imagen de un único punto.

Proposición 1.6 (Homotecias) 1. Una homnotecia es biyectiva y (ha,λ)−1 =
ha,1/λ.

2. La composición de homotecias es otra homotecia. Además, ha,λ ◦ ha,µ = ha,λµ.

3. El conjunto de homotecias de centro a, junto con la identidad, es un grupo
(con la composición).

4. El único punto fijo de una homotecia es su centro.

5. Una homotecia viene determinada por la imagen de dos puntos.

2 Propiedades de las aplicaciones afines

Proposición 2.1 1. La composición de aplicaciones afines es una aplicación af́ın
y la aplicación lineal asociada a la composición es la composición de las apli-
caciones lineales asociadas.

2. La suma de aplicaciones lineales y el producto por escalares son aplicaciones
afines.
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Proposición 2.2 (subespacios afines) Se considera una aplicación af́ın f : V →
V ′. Entonces

1. Si S es un subespacio af́ın de V , entonces f(S) lo es de V ′ y
−−→
f(S) =

−→
f (

−→
S ).

2. Si S ′ es un subespacio af́ın de V ′, entonces f−1(S ′) lo es de V y
−−−−→
f−1(S ′) =−→

f
−1

(
−→
S ′).

3. Si S y T son subespacios de V y S es paralelo a T , entonces f(S) es paralelo
a f(T ).

4. Si S y T son subespacios paralelos de V , f(S) y f(T ) son subspacios paralelos.

5. f(< {P0, . . . , Pm} >) =< {f(P0, . . . , f(Pm)} >.

6. Si P, Q, R son tres puntos alineados de V , entonces f(P ), f(Q), f(R) son pun-
tos alineados.

Proposición 2.3 Si f : V → V ′ es una aplicación af́ın, el conjunto de puntos fijos
de f , es decir,

S = {X ∈ V ; f(X) = X}
es un subespacio af́ın (si no es vaćıo). Además

−→
S = Ker(

−→
f − 1V ).

Teorema 2.4 Sea f : V → V una traslación o una homotecia. Entonces si S es
un subespacio de V , f(S) y S son subespacios paralelos. Rećıprocamente, las únicas
aplicaciones afines de un espacio af́ın en śı mismo con dicha propiedad, son las
traslaciones y homotecias.

Proposición 2.5 Una aplicación af́ın es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva) si
y sólamente si su aplicación lineal asociada es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyec-
tiva).

Definición 2.6 Una afinidad es una aplicación af́ın biyectiva. El conjunto de afinidades
es un grupo (con la composición).
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Si el espacio af́ın es R
n y f(X) = AX + b, entonces f es afinidad si y sólo si el

determinante de A no es cero.

3 Proyecciones y simetŕıas

Recordamos que si S y T son subespacios afines de un espacio af́ın V , se dice que
V es suma directa de S y T , y lo denotamos por V = S ⊕ T si V =

−→
S ⊕ −→

T , o lo
que es lo mismo, si V = S + T y la intersección de S y T es un punto.

Definición 3.1 Supongamos que V = S ⊕ T .

1. Se llama proyección sobre S paralela a
−→
T a la aplicación πS : V → V definida

por
πS(X) = S ∩ T (X),

donde T (X) es el subspacio T (X) = X +
−→
T .

2. Se llama simetŕıa respecto de S y paralela a
−→
T a la aplicación σS : V → V

definida por

σS(X) = X + 2
−−−−−→
XπS(X) = X + 2(πS(X) − X).

Proposición 3.2 Se tienen las siguientes propiedades sobre las proyecciones.

1. La aplicación lineal asociada es una proyección vectorial.

2. π ◦ π = π.

3. π(X) = X si y sólo si X ∈ S.

4. Im(π) = S.

Proposición 3.3 Se tienen las siguientes propiedades sobre las simetŕıas.
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1. La aplicación lineal asociada es una simetŕıa vectorial.

2. σ ◦ σ = 1V .

3. σ(X) = X si y sólo si X ∈ S.

4. Una simetŕıa es una afinidad y su inversa es ella misma.

Caracterizamos las proyecciones y simetŕıas atendiendo a la segunda propiedad.

Teorema 3.4 Sea f : V → V una aplicación af́ın. Si f ◦ f = f (resp. f ◦ f = 1V ),
entonces f es una proyección (resp. simetŕıa).

Estudiamos las proyecciones y simetŕıas en R
n. Sea H = {(x1, . . . , xn) ∈

R
n;
∑

aixi + b = 0} un hiperplano de R
n y

−→
T =< (v1, . . . , vn) > una recta vec-

torial. Entonces

πS(x1, . . . , xn) =

(
x1 −

∑
aixi + b∑

aivi

v1, . . . , xn −
∑

aixi + b∑
aivi

vn

)
.

σH(x1, . . . , xn) =

(
x1 − 2

∑
aixi + b∑

i aivi
v1, . . . , xn − 2

∑
aixi + b∑

aivi
vn

)
.

Se considera ahora una recta af́ın L = c+ < v > y un hiperplano vectorial−→
H = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n;
∑

aixi = 0}. Ahora tenemos

πL(x1, . . . , xn) =

(
c1 +

∑
ai(xi − ci)∑

aivi
v1, . . . , cn +

∑
ai(xi − ci)∑

aivi
vn

)
.

σL(x1, . . . , xn) =

(
−x1 + 2c1 + 2

∑
ai(xi − ci)∑

aivi
v1, . . . ,−xn + 2cn + 2

∑
ai(xi − ci)∑

aivi
vn

)
.

Definición 3.5 Dado P ıV , se llama simetŕıa central respecto de P a la afinidad
σP (X) = X − 2

−−→
PX = 2P − X.
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