Leccidn

Acotacion y compacidad

Para subconjuntos de un espacio métrico, estudiamos ahora la nocién de acotacion, que
como ocurria con la complitud, no es una nocién topolégica, pero se conserva en un espacio
normado, al cambiar su norma por otra equivalente. Probamos fcilmente la versién para RY
del teorema de Bolzano-Weierstrass. Relacionada con dicho teorema discutimos brevemente la
nocién de divergencia para sucesiones de vectores de RY.

Directamente relacionada con la acotacion, estudiamos entonces la nocién de compacidad,
que serd muy importante a la hora de estudiar las propiedades de las funciones continuas. La
compacidad si es una propiedad topoldgica, pero no vamos a trabajar con la nocién general
de compacidad en espacios topoldgicos, sino con otra propiedad mucho mds sencilla que, para
espacios métricos, es equivalente a la compacidad.

8.1. Acotacion en espacios métricos

Sin duda, la nocién de acotacion tiene gran utilidad para trabajar en R. La definiciéon de
conjunto acotado nace ligada al orden de R, y de hecho podemos usarla en cualquier conjunto
ordenado. Sin embargo, un conjunto no vacio A C R estd acotado si, y s6lo si, estd mayorado
en valor absoluto, es decir, el conjunto {|x| : x € A} estd mayorado. Esto sugiere ya la forma
en que podemos definir la acotacion en cualquier espacio normado: bastard sustituir el valor
absoluto por la norma del espacio.

Pero podemos llegar atin mas lejos, pues de nuevo para todo conjunto no vacio A C R,
comprobamos que A estd acotado si, y sélo si, el conjunto {|y — x| : x,y € A} estd mayorado.
En efecto, si A estd acotado, existe M € R tal que |x| < M para todo x € A, luego para
cualesquiera x,y € A tenemos |x — y| < |x| 4+ |y| < 2M. Pero reciprocamente, si existe
R € R* tal que |x — y| < R para cualesquiera x,y € A, fijado a € A tenemos claramente
|x| < |x—al+|al < R+ |a| paratodo x € A, luego A estd acotado. Vista de esta forma,
la nocién de acotacién sélo involucra la distancia usual de R, por lo que podemos definirla de
forma andloga en cualquier espacio métrico.

41



8. Acotacion y compacidad 42

Si E es un espacio métrico cuya distancia denotamos por d, se dice que un conjunto no
vacio A C E estd acotado, cuando el conjunto de nimeros reales {d(x,y) : x,y € A} estd
mayorado. El didmetro de A es entonces el nimero real no negativo diam A definido por

diam A = sup{d(x,y) : x,y€A}

nocion que se inspira en el didmetro de una circunferencia, o de una esfera.

Es evidente que si A es un conjunto acotado, todo subconjunto no vacio de A también estd
acotado. Para que no haya excepciones, convenimos que el conjunto vacio estd acotado, con
diam @ = 0. Por tanto diam A = 0 si, y s6lo si, A es vacio o se reduce a un punto.

Por ejemplo, es claro que si 0 # A C R, entonces A estd acotado para la distancia usual de
R si, y sélo si, estd mayorado y minorado, en cuyo caso diam A = sup A — infA.

En cualquier espacio métrico, un ejemplo claro de conjunto acotado es una bola cerrada, y
por tanto cualquier subconjunto suyo. Reciprocamente, todo conjunto acotado estd contenido
en una bola abierta, cuyo centro se puede elegir con total libertad. En resumen, tenemos:

» Un subconjunto A de un espacio métrico E estd acotado si, y solo si, estd contenido en
una bola. De hecho, si A estd acotado, para cada z € E se puede encontrar r € R™ tal
que A C B(z,r).

Siz€E,rcR" y AC B(z,r) para cualesquiera x,y € A se tiene:
d(x,y) < d(x,2) +d(z,y) < 2r

luego A estd acotado, con diam A < 2r.

Reciprocamente, supongamos que A es un conjunto acotado y sea z € E arbitrario. Fijamos
a € A, pues si A =0 no hay nada que demostrar. Entonces, para todo x € A se tiene

d(x,z) < d(x,a) +d(a,z) < diam A + d(a,z)
luego bastara tomar r > diam A + d(a,z), para tener A C B(z,r). [

Conviene resaltar que la relacion entre el radio y el didmetro de una bola no es siempre la
que podria esperarse. Por ejemplo, si consideramos la distancia discreta en un conjunto £ con
al menos dos elementos, para todo x € E la bola cerrada F(x, 1) tiene didmetro 1, igual al
radio, y la bola abierta B(x, 1) tiene didmetro 0, menor que el radio. En lo que sigue no vamos
a prestar mucha atencion al didmetro de un conjunto, s6lo nos interesa la acotacion.

Es obvio que si A es un subconjunto finito de un espacio métrico E, entonces A estd
acotado. El siguiente paso es pensar en un subconjunto numerable de E, o lo que es lo mismo,
en el conjunto de los términos de una sucesion de puntos de E. Naturalmente, si x, € E para
todo n € N, decimos que {x,} es una sucesion acotada cuando el conjunto {x, : n € N} estd
acotado. Es claro que entonces, toda sucesion parcial de {x,} también estd acotada.

El resultado anterior nos dice que una sucesién {x,} estd acotada si, y sélo si, existe z € E
tal que la sucesion {d(x,,z)} estd acotada. Esto hace completamente obvia la relacion entre
sucesiones convergentes y acotadas: si {x,} — x € E, de {d(x,,x)} — 0 deducimos que la
sucesion {d(x,,x)} estd acotada. Asi pues:
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» En cualquier espacio métrico, toda sucesion convergente estd acotada.

Por supuesto, el reciproco es falso: en cualquier espacio métrico que contenga al menos dos
puntos, es facil dar ejemplos de sucesiones acotadas que no son convergentes.

Es importante resaltar que la acotacién no es una propiedad topoldgica: cuando sustituimos
la distancia de un espacio métrico por otra equivalente, un subconjunto acotado puede dejar de
serlo, y viceversa, como vamos a ver.

Ejemplo. Dos distancias equivalentes que no dan lugar a los mismos conjuntos acotados.

Si d es una distancia cualquiera en un conjunto no vacio E, podemos definir otra distancia p
en E de la siguiente forma:
d(x,y)

p(x,y) = T+ d(xy) Vx,y€E (1)

Comprobemos que p es una distancia en E, equivalente a d. Para x,y € E se tiene claramente
p(x,y) = p(y,x), mientras que p(x,y) = O si, y s6lo si, x = y. Para la desigualdad triangular
usamos que la funcién 7 +— 7/(1+1),de R] es sf mismo, es creciente. Entonces, para x,y,z € E
tenemos

dixz) _ d(x,y) d(y,z)
1+d(xz) ~ 14+dxy) +d(,z)  14+dxy) +d(y,z)
d(x,y) n d(y,z)
S 14dxy)  14d(y2)

p(x,z) =

= p(x,y) +p(»2)

Observamos ademds que

p(x,y)
1 - p(x,Y)
En vistade (1) y (2) vemos claramente que si {x,} es una sucesién de puntosde E y x € E,

entonces {d(x,,x)} — 0 si, y s6losi, {p(x,,x)} — 0. Asi pues, las distancias d y p dan lugar
a las mismas sucesiones convergentes, luego son equivalentes.

plr,y) <1 y dxy) = Vx,y€E (2)

Finalmente, es claro que todo subconjunto de E estd acotado para la distancia p, cosa que
no tiene por qué ocurrir para d. Por ejemplo, d podria ser la distancia usual de R. |

8.2. Acotacion en espacios normados

En un espacio normado X usamos siempre, como tantas veces hemos dicho, la distancia
asociada a su norma. Entonces, un conjunto A C X estd acotado si, y s6lo si, estd contenido
en una bola de centro 0, lo que equivale a que A esté acotado en norma, es decir, a que el
conjunto de nimeros reales { ||x|| : x €A} esté mayorado:

A acotado <— dIM >0: x| <M Vxe€A
Si ||+ ||’ es otra norma en X, y existe una constante p > 0 tal que || x|’ < p|/x|| para todo

x € X, estd claro que todo conjunto acotado para la norma || - || lo estard también para || -||’.
Cuando ambas normas son equivalentes, podemos intercambiarlas, y obtenemos:
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= Dos normas equivalentes en un espacio vectorial dan lugar a los mismos subconjuntos
acotados.

En particular, en R podemos hablar sin ambigiiedad de subconjuntos acotados, son los
acotados para cualquier norma cuya topologia sea la usual de RY. Podemos averiguar si un
subconjunto de RV est4 acotado viendo lo que ocurre en cada coordenada. De hecho, 1o mismo
es cierto en cualquier producto de espacios normados:

N
n Sean X1,X>,...,Xn espacios normados y X = H Xy el espacio normado producto.
k=1
Un subconjunto A C X estd acotado si, y solo si, el conjunto Ay = {x(k) : x € A} estd
acotado, para todo k € Iy .

Basta pensar, como hemos hecho otras veces, que para todo k € Iy se tiene
N
B < llxllo < YNNI VxeX
j=1

La primera desigualdad nos dice claramente que si A estd acotado, entonces Ay estd acotado
para todo k € Iy . Reciprocamente, tomando M; = sup{||x(j)| : x €A;} paratodo j € Iy, la
segunda desigualdad nos dice que
N
[x]le < Y M, VxeA
j=1

luego A estd acotado. ]

8.3. Teorema de Bolzano-Weierstrass

Como caso particular del dltimo resultado, para una sucesién {x,} de vectores de RV,
tenemos:
{x,} estdacotada <= {x,(k)} estd acotada Vk € Iy

Para sucesiones convergentes teniamos la equivalencia analoga, luego podemos ya adivinar
que el principal resultado sobre convergencia de sucesiones de nimeros reales también serd
cierto en RV, pero debemos salvar un obsticulo. Si {x,} es una sucesién acotada de vectores
de RV, para cada k € Iy la sucesién de nimeros reales {x,(k)} admite una sucesién parcial
convergente. El problema es que, en principio, dicha sucesion parcial se obtiene mediante una
aplicacion oy : N — N que depende de k, y no tenemos una sola sucesion parcial {xc(n)} tal
que {xg(,)(k)} sea convergente para todo k € Iy, para concluir que {xs(,)} es convergente. La
forma de resolver este problema se puede adivinar: extraer sucesiones parciales en un proceso
iterativo, de forma que en cada paso se consigue la convergencia en una nueva componente,
manteniendo la de las anteriores. Este proceso se entiende mejor si razonamos por induccion.
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Teorema de Bolzano-Weierstrass. Toda sucesion acotada de vectores de RN admite una
sucesion parcial convergente.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre N. La etapa base esta clara, sabemos que
el teorema es cierto para N = 1. Suponiendo que es cierto en RV, lo demostramos en RV
Sea pues {x,} una sucesién acotada de vectores de RV *1.

Para cada n € N, escribiendo y,(k) = x,(k) para todo k € Iy tenemos y, € R", y hemos
conseguido asi una sucesién {y,} de vectores de R", que evidentemente estd acotada. Por la
hipétesis de induccion, {y,} admite una sucesién parcial convergente {yg(,)}. Tenemos asi
que {xg(n) (k)} = {yo(n)(k)} converge para todo k € Iy. Ahora {x¢(,)(N+1)} es una sucesién
acotada de nimeros reales, que admitird una sucesion parcial convergente {x(p(T(n))(N +1)}.
Definiendo ¢ = @ o7 es claro que 6 : N — N es estrictamente creciente, luego {xc(n)} es
una sucesion parcial de {x,}. Sabemos que {xs(,)(N+ 1)} es convergente. Pero ademds, para
todo k € Iy, la sucesion {xc(n) (k)} también es convergente, por ser una sucesion parcial de
{X(n) (k) } . que era convergente. En resumen, {xq(,)(k)} es convergente para todo k € Iy+1,
luego {xg(n)} converge. [

Prestemos atencién, igual que haciamos en R, a las sucesiones que no verifican la tesis
del teorema anterior. Recordemos que, para una sucesién {A,} de nimeros reales, que {A,}
no admita ninguna sucesion parcial convergente equivale a que {A,} sea divergente, lo que
por definicién significa que {|A,|} — +oo. En RV es mds 16gico tomar la primera de estas
condiciones como definicién de sucesion divergente, porque s6lo involucra la topologia usual
de RV . Pero enseguida probaremos una caracterizacién andloga a la que tenfamos en R.

Asi pues, si x, € RN para todo n € N, decimos que la sucesién {x,} diverge, o que {x,}
es una sucesion divergente, cuando ninguna sucesion parcial de {x,} es convergente, en cuyo
caso escribimos {x,} — . Es claro que entonces, toda sucesién parcial de {x,} también
diverge. El teorema anterior nos da una caracterizacion de las sucesiones divergentes:

» Si ||-|| es una norma en RN cuya topologia es la usual de RN y {x,} es una sucesion
de vectores de RV, se tiene:

() = = {lwll} = 4

Por el teorema anterior, {x,} — oo si, y solo si, {x,} no admite una sucesion parcial acotada,
lo que claramente equivale a que {||x, ||} no admita una sucesion parcial acotada, es decir, a
que {[[xn[|} — +oo. u

Es claro que, si {x,} es una sucesién de vectores de RV, y {x,(k)} es divergente para algin
k € Iy, entonces {x,} es divergente. Pero conviene observar que el reciproco no es cierto, {x, }
puede ser divergente, aunque ninguna de las sucesiones {x,(k)} con k € Iy sea divergente. Por
ejemplo la sucesién {(x,,y,)} de vectores de R? dada por

(xn,yn) = (ncos(nm/2),nsen(nm/2)) VneN

es divergente, pero {x,} e {y,} no lo son.
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Es un gran error pensar que el teorema de Bolzano-Weierstrass pueda ser cierto en cualquier
espacio normado, no digamos ya en cualquier espacio métrico. De hecho se puede probar que en
todo espacio normado de dimension infinita existe una sucesion acotada que no admite ninguna
sucesion parcial convergente.

Por tanto, cuando una sucesién {x,} de vectores de un espacio normado X verifica que
{||xx ||} — oo, podemos asegurar que {x,} no admite ninguna sucesion parcial convergente,
pero el reciproco estd muy lejos de ser cierto.

8.4. Compacidad

No obstante lo recién comentado sobre el teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos pensar
en una propiedad muy deseable para un espacio métrico, que ahora vamos a estudiar.

Se dice que un espacio métrico E es compacto cuando toda sucesion de puntos de £ admite
una sucesion parcial convergente. Notese que no estamos hablando de sucesiones acotadas,
sino de fodas las sucesiones de puntos de E. Para un subconjunto A de un espacio métrico E,
decimos que A es un subconjunto compacto de E cuando A es un espacio métrico compacto
con la distancia inducida por la de E. Claramente, esto significa que toda sucesion de puntos de
A admite una sucesion parcial que converge a un punto de A.

Estd claro que la compacidad de un espacio métrico es una propiedad topoldgica, puesto
que se enuncia en términos de convergencia de sucesiones. Sin embargo conviene dejar claro
que esta no es la nocién de compacidad que se usa en espacios topolégicos generales, sino otra
que no vamos a explicar. Cuando un espacio topoldégico Q verifica que toda sucesion de puntos
de Q admite una sucesion parcial convergente, se dice que € es secuencialmente compacto.
Ocurre que un espacio topoldgico puede ser compacto y no ser secuencialmente compacto, y
viceversa. Sin embargo, ambas nociones si son equivalentes para espacios métricos. Eso nos
permite, como hemos hecho, usar la compacidad secuencial para definir los espacios métricos
compactos, para no tener que manejar la nocion general de compacidad, que es mas complicada.

La relacién entre la compacidad de un espacio métrico y la de un subespacio métrico suyo,
es andloga a la que teniamos para la complitud:

» Sea E un espacio métrico'y A un subespacio métrico de E.

(i) Si A es compacto, entonces A es un subconjunto cerrado de E .
(ii) Si E es compactoy A es un subconjunto cerrado de E, entonces A es compacto.

(i). Para x € A, sabemos que existe una sucesién {a,} de puntos de A tal que {a,} — x. Por
ser A compacto tenemos una sucesion parcial {%(n)} que converge a un punto a € A, pero

también {ac(n)} — x, luego x = a € A. Esto prueba que A C A, es decir, A es cerrado.

(if). Si {a,} es una sucesion de puntos de A, por ser E compacto tenemos una sucesion parcial
{as(n)} tal que {ag(,)} — x € E. Ahora, por ser A cerrado, tenemos x € A. Esto prueba que
toda sucesion de puntos de A admite una sucesion parcial que converge a un punto de A, es
decir, A es compacto. [ |
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Del resultado anterior deducimos que, dado un espacio métrico compacto E, un subconjunto
A de E es compacto si, y s6lo si, es cerrado.

Por otra parte, la relacién entre compacidad y acotacién es facil de adivinar:
» Todo espacio métrico compacto estd acotado.

Por reduccién al absurdo, supongamos que E es un espacio métrico compacto, pero no esta
contenido en ninguna bola. Fijado un punto cualquiera z € E, para cada n € N existe x,, € E tal
que d(xy,z) > n. Entonces {x,} admite una sucesion parcial {x(,)} que converge a un punto
x € E, es decir, {d(xg(n),x)} — 0. Como d(xg(n),2) < d(Xg(n),*) + d(x,z) paratodo n € N,
deducimos que la sucesion {d(xs(,),z)} estd mayorada, lo cual es una contradicci6n, ya que
d(xg(n),2) = ©(n) > n paratodo n € N. |

Enlazando los dos resultados anteriores, vemos que si A es un subconjunto compacto de un
espacio métrico E, entonces A es un subconjunto cerrado y acotado de E. Para subconjuntos
de RY, tenemos el reciproco, que en realidad es una forma equivalente de enunciar el teorema
de Bolzano-Weierstrass:

» Un subconjunto de RN es compacto si, y sélo si, es cerrado y acotado.

Ya hemos visto que una implicacién es vélida, no sélo en RY, sino en cualquier espacio métrico.
Para el reciproco, sea A un subconjunto cerrado y acotado de RY. Toda sucesién {a,} de
puntos de A es una sucesién acotada de vectores de R, y el teorema de Bolzano-Weierstrass
nos dice que {a,} admite una sucesién parcial {aq(} que converge a un vector x € RN,
Como A es cerrado, tenemos x € A, lo que prueba que toda sucesiéon de puntos de A admite
una sucesion parcial que converge a un punto de A, es decir, A es compacto. |

Deducimos claramente que, para cualesquiera x € RY y r € R, y para cualquier norma en
RV cuya topologia sea la usual de RY, la bola cerrada B (x,r) y la esfera S(x,r) son conjuntos
compactos. La primera afirmacién es importante, porque nos dice que todo punto de RY tiene
un entorno compacto. Esto significa que, cuando trabajamos localmente, es decir, cuando sélo
nos interesa lo que ocurre en un entorno arbitrariamente pequefio de un punto x € RY, siempre
nos podemos situar en un espacio métrico compacto.

8.5. Ejercicios

1. Probarquesine Ny A;,A;, ..., A, son subconjuntos acotados de un espacio métrico
n

E, entonces el conjunto A = U Ay, esté acotado.
k=1

2. Probar que si A es un subconjunto acotado de un espacio métrico E, entonces A estd
acotado, con diam A = diam A.

3. Probar que un subconjunto A de un espacio métrico E estd acotado si, y sélo si, toda
sucesion de puntos de A estd acotada.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Se considera en R la distancia p definida por
p(x,y) = |e* — e Vx,y e R
(Qué subconjuntos de R estd acotados para la distancia p?
. Probar que en cualquier espacio métrico, toda sucesion de Cauchy esta acotada.

. Probar que, si {x,} es una sucesién de Cauchy de puntos de un espacio métrico, que
admite una sucesién parcial convergente, entonces {x,} es convergente.

. Probar que todo espacio métrico compacto es completo.

. Sea X un espacio normado. Probar que, para cualesquiera x € X y r € R™, se tiene

diam B(x,r) = diam B (x,r) = 2r

. Probar que si dos normas en un mismo espacio vectorial dan lugar a los mismos conjuntos
acotados, entonces dichas normas son equivalentes.

Dado un subconjunto A de un espacio normado, probar que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) A estd acotado
(ii) Si {a,} es una sucesién de puntos de A y {A,} una sucesién de nimeros reales tal
que {A,} — 0, entonces {A,a,} — 0.
(iii) Para toda sucesion {a,} de puntos de A se tiene que {a, /n} — 0.

(Significa esto que si {a, /n} — 0, entonces la sucesién {a,} estd acotada?
Sean {x,} e {y,} sucesiones de vectores de R y {A,} una sucesién de nimeros reales.
Probar que

(i) Si {y,} estd acotaday {x,} es divergente, entonces {x, + y,} es divergente.

(ii) Si {x,} esdivergentey inf{|A,|:ne€ N} > 0, entonces {A,x,} es divergente.

Probar que todo espacio métrico finito es compacto. Probar también que, en un conjunto
no vacio E con la distancia discreta, todo subconjunto compacto de E es finito.

Sea {x,} una sucesion convergente de puntos de un espacio métricoy x = 1im x, . Probar

n—oo

que el conjunto A = {x, : n € N} U{x} es compacto.

Probar que, si E es un espacio métrico compacto, y A es un subconjunto infinito de E,
entonces A’ # 0. ;Puede A ser discreto?

Probar la siguiente generalizacion del principio de los intervalos encajados: si {K,} es
una sucesion de subconjuntos cerrados no vacios de un espacio métrico compacto, tal que

K,11 C K, paratodo n € N, entonces la interseccién ﬂ K,, no es vacia.

n=1



