Tema

Topologia de un espacio métrico

Nuestro préximo objetivo es estudiar ciertas propiedades topoldgicas de un espacio métrico,
asi llamadas porque s6lo dependen de una familia de subconjuntos del espacio que recibe el
nombre de topologia. Empezamos definiendo los elementos de dicha topologia, que son los
conjuntos abiertos, y mencionamos la nocion de espacio topoldgico.

Ocurre frecuentemente que dos distancias diferentes en un conjunto dan lugar a la misma
topologia, en cuyo caso diremos que dichas distancias son equivalentes. Prestaremos especial
atencion a la posible equivalencia entre las distancias asociadas a dos normas en un mismo
espacio vectorial, 1o que nos llevard a la definicién de la topologia usual de RY.

Estudiamos, en un espacio métrico arbitrario, varios conceptos topoldgicos elementales,
que describen la posicion relativa de un punto con respecto a un subconjunto del espacio. El
interior de un conjunto y los enfornos de un punto, son nociones directamente relacionadas con
los conjuntos abiertos. Después definimos los conjuntos cerrados y, ligadas a ellos, las nociones
de cierre, punto adherente, punto de acumulacion, y frontera de un conjunto.

Por otra parte, estudiamos la convergencia de sucesiones, generalizando la que conocemos
en R. Veremos que la topologia de un espacio métrico queda caracterizada por las sucesiones
convergentes. En RY con la topologfa usual, ocurre que la convergencia de una sucesién de
vectores equivale a la de sus sucesiones de componentes, lo que servird de motivacion para un
breve estudio del producto de espacios normados, o de espacios métricos.

2.1. Bolas abiertas

En todo lo que sigue trabajaremos en un espacio métrico arbitrario E, cuya distancia se
denotara por d, teniendo presente el caso particular que mds nos interesa: un espacio normado.

Dados x € E y r € R™, la bola abierta de centro x y radio r, que se denota por B(x,r), es
el conjunto de puntos de E cuya distancia al centro es estrictamente menor que el radio:

Bx,r) = [y E : d(x,y) <1}
Es obvio que B(x,r) # 0, pues al menos x € B(x,r), asi como que la bola crece cuando,

manteniendo su centro, aumentamos el radio: si 0 < r < s, entonces B(x,r) C B(x,s).

13
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Las bolas abiertas en R son intervalos abiertos acotados:
B(er):{yeRi’X—y’<r}=}X—r,x—l—r[ VxeR, Vre Rt

Reciprocamente, para a,3 € R con o < B3, tomando x = (+B)/2 y r = (B—a)/2, se
tendrd |o, B[= B(x,r). Asi pues, al definir las bolas abiertas en espacios métricos, estamos
generalizando la nocién de intervalo abierto acotado, que tan util resulta para trabajar en R.

Cuando E = X es un espacio normado, la bola abierta de centro x € X y radio r € RT
viene dada por B(x,r) = {y€X : ||y — x|| < r}. Tiene especial interés la bola abierta unidad,
que es la centrada en el origen, con radio 1: B(0,1) = {u € X : ||u|| < 1}. A partir de ella,
mediante homotecias y traslaciones, obtenemos las demas, pues dados x € X y r € R*, vemos
facilmente que B(x,r) = {x +ru : u € B(0,1)}, asi que B(x,r) se obtiene a partir de B(0,1)
usando dos aplicaciones de X en si mismo, primero u — ru, que es la homotecia de razén r, y
luego, y— x + y que es la traslacion mediante x. Intuitivamente hablando, la forma geométrica
de un conjunto no cambia cuando le aplicamos una homotecia o una traslacion, luego todas las
bolas abiertas de un espacio normado tienen el mismo aspecto.

En R? con la norma euclidea, tenemos que B(0,1) = {(x,y) eR?: x2+y? < 1} es el
conjunto de los puntos rodeados por una circunferencia. En R3 tendriamos una esfera, y esto
explica que usemos el término “bola” en cualquier espacio métrico. Conviene observar que el
aspecto de las bolas en RY cambia totalmente cuando usamos una norma distinta de la euclidea.
Por ejemplo, con la norma del maximo, para x € RY y r € RT, tenemos que

N
B(x,r) = {yeR" : |y(k) —x(k)| <r VkeAy} = kljl}x(k) —r,x(k)+r]

producto cartesiano de N bolas abiertas en R, todas con el mismo radio. En R? tenemos el
conjunto de puntos situados dentro de un cuadrado de lados paralelos a los ejes, y en R los
situados dentro de un cubo de aristas paralelas a los ejes. Pero mds alld de la forma geométrica
de las bolas, vemos aqui una ventaja de la norma del maximo frente a la euclidea o cualquier
otra: del mismo modo que R es producto cartesiano de rectas, las bolas abiertas de RY con la
norma del mdximo son productos cartesianos de intervalos.

Como un ejemplo mds, pensemos en un conjunto no vacio E con la distancia discreta. Para
cualesquiera x € E y r € R setiene B(x,r) = {x} sir <1,y B(x,r) = E sir > 1.

Comprobamos finalmente una sencilla propiedad de las bolas abiertas en cualquier espacio
métrico. Es geométricamente muy intuitiva y su utilidad se vera enseguida.

» Sea E un espacio métrico, a € E y r € R*. Entonces, para cada x € B(a,r) puede
encontrarse un € € R" tal que B(x,€) C B(a,r).

Como d(x,a) < r, podemos tomar € = r — d(x,a) > 0, y la desigualdad triangular nos dice
que, para todo y € B(x,¢€), se tiene: d(y,a) < d(y,x) + d(x,a) < € + d(x,a) = r. |
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2.2. Conjuntos abiertos

Sea E un espacio métricoy U C E. Decimos que U es un subconjunto abierto de E, o
simplemente un abierto de E, cuando U contiene una bola abierta centrada en cada uno de sus
puntos, es decir,

VxcU JecR" : B(x,e) CU

Si no es necesario enfatizar el espacio métrico E, podemos decir que U es un conjunto abierto,
o simplemente un abierto. Es obvio, por ejemplo, que el conjunto vacio y el propio E son
abiertos, y la propiedad de las bolas abiertas comprobada anteriormente nos dice que, como su
nombre indica, las bolas abiertas son conjuntos abiertos.

Recordemos el interior de un conjunto A C R. Para x € R sabemos que x € A° cuando
existe un € € R tal que |x — €,x + €[C A. Es obvio que A° C A, inclusién que puede ser
estricta o ser una igualdad. Vemos ahora que, en el espacio métrico R, con la distancia usual,
un subconjunto U es abierto si, y sélo si, todos sus puntos son interiores, es decir, U = U °.

Es claro que existen subconjuntos de R que no son abiertos. Lo mismo ocurre en la mayoria
de los espacios métricos, pero no en todos. Si E es un conjunto no vacio con la distancia
discreta, todos los subconjuntos de E son abiertos. En efecto, dado U C E, paratodo x € U se
tiene obviamente B(x,1) = {x} C U. Queda muy claro que, si cambiamos la distancia de E,
algunos abiertos pueden dejar de serlo, y también pueden aparecer nuevos abiertos. Esto no nos
debe extrafiar, pues si cambiamos la distancia de E, estaremos en un espacio métrico diferente.

Se define la topologia del espacio métrico £ como la familia T formada por todos los
subconjuntos abiertos de E. Si conviene enfatizar la distancia d que estamos usando en E,
decimos que T es la topologia generada por la distancia d . Tenemos T C P(E), donde P(E)
es el conjunto de todos los subconjuntos de E. La familia T tiene tres propiedades bésicas:

(A .1) El conjunto vacio y el conjunto E son abiertos: 0,E € T
(A .2) La union de cualquier familia de abiertos es un abierto: S C T — US € T

(A .3) La interseccion de dos abiertos es siempre un abierto: U,V € T — UNV €T

Se ha comentado ya que (A.1) es evidente. Para (A.2) basta pensar que, dado x € US,
existira S € 8 tal que x € S, pero por ser S abierto, existe € > 0 tal que B(x,€) C S C US.
Finalmente comprobamos (A.3):si x € U NV, existen €;,¢& € R tales que B(x,e) CU
y B(x,&) CV,conlo que tomando € = min{€,€;}, tenemos B(x,e) CUNV. |

De (A.2) se deduce una descripcion alternativa de los abiertos. Como las bolas abiertas
son conjuntos abiertos, (A .2) nos dice que la unién de cualquier familia de bolas abiertas es
un abierto. Pero reciprocamente, si U # 0 es abierto, para cada x € U tenemos un €, € R™ tal

que B(x,&,) C U, yesevidente que U = |J B(x,€,), una unién de bolas abiertas. Para que no
xeU
sea una excepcion, podemos ver el conjunto vacio como unién de una familia vacia. Asi pues,

los abiertos de un espacio métrico son las uniones de bolas abiertas.
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A partir de (A.3), una obvia induccién permite deducir que la interseccion de cualquier
familia finita de abiertos es un abierto:

neN, U ,Uy,..., U, €T = UNnU,N...NU, €T

pero, a diferencia de la unién, en general no podemos asegurar que la interseccioén de cualquier
familia de abiertos sea un conjunto abierto.

Abstrayendo las tres propiedades anteriores, llegamos a la nocién de espacio topolégico.
Una topologia en un conjunto no vacio Q es un conjunto T C P(Q), es decir, una familia de
subconjuntos de Q, que verifica las tres condiciones siguientes:

(T.1) 0,Q€7T
(T.2) SCT = USeT
(T.3) U,VeT = UNVeT

Resaltamos que en (T.2), la familia 8§ es arbitraria, asi que una topologia es estable por
uniones arbitrarias, mientras que de (T.3) sélo se deduce que la interseccion de una familia
finita de elementos de T pertenece a J. Pues bien, un espacio topoldgico es un conjunto no
vacio Q en el que hemos fijado una topologia 7.

Ejemplo claro de espacio topoldgico, de hecho el tnico que vamos a manejar, es el usado
como motivacién: un espacio métrico E, con la topologia generada por su distancia d. Nos
interesa especialmente la distancia d asociada a una norma || - || en un espacio vectorial X.
Decimos entonces que la topologia generada por d es la topologia de la norma || ||.

En R tenemos la topologia del valor absoluto, o topologia usual de R, por ser la topologia
generada por la distancia usual de R. Los elementos de esta topologia se llaman simplemente
abiertos de R, y sabemos que son las uniones de intervalos abiertos acotados.

En cualquier conjunto no vacio Q, siempre disponemos de la topologia discreta, P(Q), la
mads grande posible, que es la generada por la distancia discreta.

Como hemos dicho, no vamos a trabajar con espacios topoldgicos cualesquiera, ese es el
terreno de la Topologia General, en el que no vamos a entrar. Pero de un espacio métrico, nos
interesan sus muy abundantes propiedades topoldgicas, las que s6lo involucran su topologia, y
no la distancia que la genera. Son las propiedades que podemos definir, o caracterizar, usando
sOlo los conjuntos abiertos y olvidado la distancia que dio lugar a ellos, por lo que podriamos
estudiarlas en cualquier espacio topolégico, aunque no lo hagamos.

2.3. Normas equivalentes

Se dice que dos distancias en un conjunto E son equivalentes, cuando generan la misma
topologia, es decir, los conjuntos abiertos para ambas distancias son los mismos. Tenemos asi,
valga la redundancia, una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las distancias en E.
Decimos que dos normas en un mismo espacio vectorial X son equivalentes cuando lo son las
distancias asociadas, esto es, cuando las topologias de ambas normas coinciden. La equivalencia
entre dos normas se caracteriza de forma muy sencilla, como vamos a ver.
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» Para dosnormas ||-||1 y || - |2 definidas en un mismo espacio vectorial X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe una constante p € R" tal que || x| < p||x||1 paratodo x € X.
(ii) La topologia de la norma || - ||, estd incluida enlade || -||;.

Para la demostracion, dados x € X y r € RT, denotamos por Bj(x,r) y B(x,r) a las bolas
abiertas de centro x y radio r paralas normas ||-||; y || ||2, respectivamente.

(i) = (ii). Si U es un conjunto abierto para la norma || - ||, para cada x € U existe € > 0
tal que By (x,€) C U.De (i) deducimos entonces claramente que Bj(x,e/p) C Ba(x,€) C U,
luego U es abierto para la norma || - ||, como queriamos.

(if) = (i). Como B»(0,1) es abierto para || -||2, también lo es para || - ||1, luego existe & > 0
tal que B1(0,8) C B»2(0,1). Tomando p = 1/8 > 0 conseguimos la desigualdad buscada. En
efecto, si x € X verificase que ||x|[2 > p||x||i, tomando y = x/||x||» tendriamos

E

1
=%
[xl2 —p

Iyl =

de donde ||y||2 < 1, 1o cual es una contradiccion, puesto que claramente ||y|2 = 1. Asi pues,
tenemos || x||2 < p||x]||; paratodo x € X, como queriamos. |

Esta claro que dos normas serdn equivalentes cuando verifiquen la desigualdad que aparece
en la condicién (i) anterior, junto con la que se obtendria intercambiando los papeles de ambas
normas. Esta otra desigualdad se puede escribir para que enlace con la que ya teniamos, sin mds
que dividir ambos miembros por la constante que en ella aparezca. Obtenemos asi:

» Dosnormas ||-||1y ||-|2 en un espacio vectorial X son equivalentes si, y sélo si, existen
constantes \,p € R™ rales que

Mixlh < llxll2 <pllxli  VxeX
Nétese que dos normas proporcionales verifican las desigualdades anteriores con A = p,
luego son equivalentes, como cabia esperar.

2.4. La topologia usual de RY

Aplicando el criterio antes obtenido, vemos facilmente que las tres normas que hasta ahora
hemos considerado en RY son equivalentes:

» En RY, la norma euclidea, la de la suma y la del mdximo, son equivalentes.

La relacién entre la norma del maximo || - || y la de la suma || - ||; es evidente:

lxflee < llxft S Nfxlle  VxeRY
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Para la norma euclidea || -
segunda desigualdad:

, €l razonamiento es también evidente, incluso mejorando la

x| < |1x]| < NY?| x| Vxe RN

Por supuesto, la norma euclidea y la de la suma son equivalentes, pues hemos visto que ambas
son equivalentes a la del maximo. |

La topologia comtn a las tres normas cuya equivalencia acabamos de comprobar, se conoce
como topologia usual de R”, por ser la que siempre se usa en RY. A sus elementos se les
llama simplemente abiertos de RY. Usando la norma del mé4ximo obtenemos ahora una {til
descripcion de los mismos.

N
n Si Uy,U,,..., Uy son abiertos de R, entonces el producto cartesiano U = H Uy es un
k=1
abierto de RN. De hecho, todo abierto de RN se puede expresar como union de una
familia de productos cartesianos de abiertos de R.

Para ver que U es abierto fijamos x = (x1,x2,...,x,) € U.Paracada k € Ay tenemos x; € Uy,
luego por ser Uy un abierto de R, existe rx € RT tal que ] xx — ri, x¢ + i [ C Uy Tomando
entonces » =min{ry : k € Ay} y usando en R" la norma del maximo, es claro que B(x,r) CU,
y esto prueba que U es abierto. Ademds, todo abierto de R es unién de bolas abiertas para la
norma del méximo que, como sabemos, son productos cartesianos de abiertos de R. [ |

Para definir y manejar comodamente la que llamaremos topologia usual de un subconjunto
de RY, conviene discutir en general la relacién entre la topologia de un espacio métrico y la de
un subespacio suyo. Volvamos pues a nuestro espacio métrico E cuya distancia d genera una
topologia J. Si A es un subespacio métrico de E, tenemos en A la distancia inducida dy4 , que
genera una topologia T4, y nos preguntamos por la relacién entre T y T4 . Nétese que A € Ty
pero puede ocurrir que A ¢ T . Para buscar la relacién entre los abiertos de E y los de A, es
natural empezar por la relacién entre las bolas abiertas en uno y otro espacio.

Dados a € A 'y r € R, denotando por B(a,r) y Ba(a,r) alas bolas abiertas de centro a y
radio r en los espacios métricos E y A respectivamente, es claro que Ba(a,r) = B(a,r) NA.
A partir de aqui, la relacién entre las topologias T y T4 se adivina facilmente:

» Si T es la topologia de un espacio métrico E y Ty la de un subespacio métrico A C E,
se tiene:

Ta={UNA:UE€eT}

En particular, cuando A € T, para V C A se tiene que V € T4 si, y solo si, V € T.

Si U € T, paracada a € U N A existe r € RT tal que B(a,r) CU, luego Ba(a,r) CUNAy
esto prueba que U N A € T4 . Reciprocamente, si V € T, para cada a € V existe r, € R™ tal
que Ba(a,r,) C V. Tomando entonces U = |J{B(a,rs) : a €V }, tenemos que U € T, por
ser una union de bolas abiertas, pero es claroque U NA = V.
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Supongamos finalmente que A € T ysea V CA.De V € T deducimos V =V NA € Ty.
Pero reciprocamente, si V € T4, hemos vistoque V = U N A con U € T, luego V € T, por
ser la interseccion de dos elementos de 7. |

Obtenemos pues directamente la topologia T4 a partir de T, olvidando la distancia de E
y la inducida en A. Por ello decimos que T4 es la topologia inducida por T en A, lo cual
es coherente, pues la distancia inducida genera la topologia inducida. Si dos distancias en E
son equivalentes, las inducidas en cualquier subespacio también lo son, pues ambas generan la
topologia inducida.

Destaquemos el caso particular que nos interesa. Si A es un subconjunto no vacio de RY,
llamaremos topologia usual de A a la inducida en A por la usual de RY . Como hemos visto,
los abiertos de A son las intersecciones con A de los abiertos de RY, que no tienen por qué ser
abiertos de RY. Para enfatizar esto, se suele decir que los abiertos de A son abiertos relativos.
Hemos visto también que, cuando A es un abierto de RY, los abiertos relativos no son ni mas
ni menos que los abiertos de RY que estén contenidos en A.

2.5. Interior y entornos

En todo lo que sigue, E es un espacio métrico con distancia d,y J es la topologia generada
por d. Las nociones que vamos a estudiar son topoldgicas, sélo dependen de la topologia T y
no se alteran al sustituir la distancia d por otra equivalente.

Todo conjunto A C E contiene un abierto, pues al menos @ C A. Se define el interior de A,
que se denota por A°, como la unién de todos los abiertos incluidos en A:

A= J{veT:UucA}

Claramente, A° es abierto y A° C A. De hecho A° es el mdximo abierto incluido en A, pues
si UeT yUCA, setiene obviamente U C A°. Por tanto, A es abierto si, y s6lo si, A = A°.
Cuando x € A°, decimos que x es un punto interior de A, o que A es un entorno de x, y
denotamos por U(x) al conjunto de todos los entornos de x.

Como A° es abierto, para x € A° existe € > 0 tal que B(x,€) C A° C A. Reciprocamente,
si existe € > 0 tal que B(x,€) C A, tenemos x € A°, pues B(x,€) € T y B(x,€) C A. Quedan
asi caracterizados el interior de un conjunto y los entornos de un punto, en términos de bolas
abiertas: x € A° <= AcU(x) < Je>0: B(x,e) CA.

Cuando E = R, tenemos x € A° si, y sélo si, existe € >0 tal que |x —€,x + €[C A,
luego el concepto de interior en espacios métricos generaliza el que ya conociamos en R.

Volviendo al caso general, destacamos dos propiedades de la familia U(x) de todos los
entornos de un punto x € E. Por una parte es obvio que, si A € U(x) y A C C C E, entonces
se tiene C € U(x): contener un entorno de x es lo mismo que ser entorno de x. Por otra, dados
dos entornos Aj,A; € U(x), existen U;, Uy € T tales que x e Uy CA; y x € U, C Ay,
pero entonces tenemos U NU, € T y xe€ U NU, C A NAy, luego A N A € Ux).
Por induccion, la interseccion de cualquier familia finita de entornos de x es un entorno de x.
Finalmente, conocer los entornos de todos los puntos de E, equivale a conocer la topologia,
pues un conjunto es abierto si, y s6lo si, es entorno de todos sus puntos.
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2.6. Conjuntos cerrados

Dado C C E, decimos que C es un subconjunto cerrado de E, o simplemente un cerrado
de E, cuando su complemento E \ C es abierto. Si no es preciso enfatizar el espacio métrico E,
podemos decir que C es un conjunto cerrado, o simplemente, un cerrado. Las propiedades de la
topologia se traducen equivalentemente en términos de conjuntos cerrados. Denotando por € a
la familia de todos los subconjuntos cerrados de E, tenemos

1 0.E € C; 2 DcC = nDeC; @) C,DeC = CUDEC

Resaltamos que (2) asegura la estabilidad de € por intersecciones arbitrarias, mientras de (3)
s6lo podemos deducir que la unién de cualquier familia finita de cerrados es un cerrado.

Todo A € P(E) estd incluido en un cerrado, al menos A C E. Se define el cierre de A, que
se denota por A, como la interseccion de todos los cerrados en los que A estd incluido:

A=({cec:Aacc}

Vemos claramente que A es cerradoy A C A. De hecho A es el minimo cerrado que contiene
al conjunto A, pues si C es cerrado y A C C, se tiene obviamente A C C. Por tanto, A es
cerrado si, y s6lo si, A = A. Las operaciones de cierre e interior estan claramente relacionadas:

» Para todo subconjunto A de un espacio métrico E, se tiene:
E\A=(E\A® y E\A°=E\A
La comprobacién de la primera igualdad es inmediata:
E\A=E\(N{cee:acc})={J{E\C:cee,acc)
= J{ueT:UcE\A} = (E\A)°
Para la segunda igualdad, basta aplicar la primera al conjunto E \ A en lugar de A:

E\E\A = (E\(E\A))® = A°, luego E\A = E\A° |

Usando el resultado anterior podemos caracterizar los puntos del cierre de un conjunto A.
Para x € E tenemos x € A si, y s6lo si, E\ A no es entorno de x. Esto equivale a que E \ A
no contenga ningun entorno de x, es decir, a que todo entorno de x contenga puntos de A. A su
vez, esto equivale a que toda bola abierta de centro x contenga puntos de A. En resumen:

xEA = UNA#0OVUEUlx) <= B(xe)NA#0VecR"

Cuando esto ocurre decimos que x es un punto adherente al conjunto A, asi que A es el
conjunto de todos los puntos adherentes al conjunto A. Esta denominacidn tiene un significado
intuitivo muy claro: x es un punto adherente al conjunto A cuando existen puntos de A tan
cerca de x como se quiera.

Veamos algunos ejemplos sencillos de conjuntos cerrados. Es claro que si A tiene un sélo
punto, A = {x} con x € E, entonces A es cerrado: para y € E \ {x}, tomando € =d(x,y) >0
se tiene B(y,€)NA =0, luego y ¢ A . En vista de las propiedades de los conjuntos cerrados,
deducimos lo siguiente.
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» En cualquier espacio métrico E, todo subconjunto finito de E es cerrado.

Como otro ejemplo tipico, para x € E y r € R™, la bola cerrada de centro x y radio r
viene dada por
B(x,r)={y€E : d(y,x) <r}

que ciertamente es un conjunto cerrado, como vamos a comprobar. Si z pertenece a su cierre,
para todo € > 0 existe y € B(z,€) N B(x,r), conlo que d(z,x) < d(z,y) +d(y,x) < € +r.
Deducimos claramente que d(z,x) < r, como se queria.

Como consecuencia, el conjunto

S(x,r) = {yEE :d(y,x) = r} = B(x,r)\B(x,r)

es cerrado, por ser la interseccion de dos cerrados. Se dice que S(x,r) es la esfera de centro x
y radio r, nomenclatura inspirada en el caso particular de R® con la distancia euclidea.

Veamos otra nocién muy intuitiva, relacionada con el cierre. Definimos la frontera de un
conjunto A C E, que se denota por Fr(A), como el conjunto de todos los puntos adherentes al
conjunto A que no sean interiores. Tenemos por tanto

Fr(A) = A\A° = AN (E\A°) =ANE\A

donde, para la dltima igualdad, hemos usado la relacién entre interior y cierre, ya conocida.
Como consecuencia, Fr(A) es un conjunto cerrado y Fr(A) = Fr(E \ A). Observamos también
que A =AUFr(A) y A°=A\Fr(A). Por tanto, la topologfa de E queda determinada cuando
conocemos la frontera de cada subconjunto, ya que A es abierto si, y s6lo si, A N Fr(A) = 0,
mientras que A es cerrado si, y sélo si, Fr(A) C A. Asi pues, A es abierto y cerrado si, y s6lo
si, Fr(A) = 0, como ocurre cuando A = 0 o A = E. En general, cada conjunto A C E da lugar
a una particion del espacio E, mds concretamente:

E = A° UFr(A) U (E\A)° con A°NFr(A) = A° N (E\A)° = Fr(A) N (E\A)° = 0

2.7. Puntos de acumulacion y puntos aislados

Los puntos adherentes a un conjunto A pueden ser de dos tipos excluyentes, que ahora
vamos a distinguir. En primer lugar, decimos que x € E es un punto de acumulacién de A,
cuando x es adherente al conjunto A\ {x}, esto es, x € A\ {x}. Esto significa que todo entorno
de x, o toda bola abierta de centro x, contiene puntos de A distintos de x. Denotamos por A’
al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A:

xeA = UN(A\{x}) #0 VU €eU(x) < B(x,e)N (A\{x}) #0 VecR"

Pensemos ahora en los puntos adherentes a un conjunto que no sean puntos de acumulacion.
Tenemos x € A \ A’ si, y s6lo si, existe U € U(x) tal que U N A = {x}, o lo que es lo mismo,
existe € > 0 tal que B(x,€) N A = {x}, en cuyo caso decimos que x es un punto aislado de A.
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Resaltamos que los puntos aislados de un conjunto han de pertenecer a dicho conjunto. Por
tanto, el conjunto de los puntos aislados de un conjunto A es A \A" = A\ A’. Observamos
también que A = A’ U A, luego A es cerrado si, y sélo si, A’ C A.

En el caso del espacio métrico E =R, para ACR y x € R, tenemos x € A’ si, y sélo
si, Jx—€,x+€[ N (A\ {x}) # 0 para todo € € R", mientras que x es punto aislado de A
cuando existe € >0 tal que |x—¢€,x+€[NA = {x}. Vemos asi que en R con la topologia
usual, los puntos de acumulacién y los puntos aislados de un subconjunto de R son los que ya
conociamos, como ocurrié con los puntos interiores. Son las tres nociones topoldgicas que ya
habfamos usado en R y que ahora hemos generalizado para cualquier espacio métrico.

2.8. Sucesiones convergentes

Sabemos que una sucesion de elementos de un conjunto £ # 0 es una aplicacion ¢ : N — FE,
que se denota por {x,}, donde x, = @(n) paratodo n € N. Las sucesiones parciales de {x,}
son las de la forma {xs(,) } donde 6 : N — N es estrictamente creciente. Volviendo a nuestro
espacio métrico E, definimos ahora la convergencia de una sucesién {x,} de puntos de E.

Decimos que la sucesién {x,} converge a un punto x € E, y escribimos {x,} — x, cuando
cada entorno de x contiene a todos los términos de la sucesion, a partir de uno en adelante:

{xa} =x < [VUEUlX) ImeN:n=2m = x,€U | (1)

Tenemos claramente una nocién topoldgica, s6lo involucra los entornos de x. Por tanto, al hablar
de convergencia de sucesiones en un espacio métrico E, no es necesario especificar la distancia
concreta d que estemos usando en E, sino solamente la topologia que genera. En particular,
como en RY usamos siempre la topologia usual, para una sucesién de vectores de RY, podemos
hablar de su convergencia, sin ninguna ambigiiedad.

Por otra parte, es claro que en (1), en vez de entornos, podemos usar sélo bolas abiertas,
{x,} >x < [Ve>03ImeN:n>m = d(x,x) <¢e] (2)
y si E =X es un espacio normado tendremos

{x,} 2x < [Ve>03ImeN:n>m = |x,—x| <e]

Esto se aplicard a R" con cualquier norma cuya topologia sea la usual. Para N = 1 serd
{x,} 2x < [Ve>03dmeN:n>m = |x,—x|<eg]

luego la tnica nocién de convergencia que vamos a usar en R es la que ya conociamos.

Volviendo al caso general, la afirmacién que aparece a la derecha de (2) significa, lisa
y llanamente, que la sucesién {d(x,,x)} converge a cero. Por tanto, la convergencia de una
sucesion de puntos de un espacio métrico, equivale siempre a la convergencia a cero de una
concreta sucesion de nimeros reales no negativos:

{xn} =5 x <= {dx,x)} =0 (3)
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Esta equivalencia permite trasladar a cualquier espacio métrico propiedades conocidas de
la convergencia en R, como haremos ahora. Decimos que la sucesién {x,} es convergente,
cuando existe x € E tal que {x,} — x, en cuyo caso x es Gnico. En efecto, si también se tiene
que {x,} — y, puesto que d(x,y) < d(x,x,) + d(x,,y) paratodo n € N, de (3) deducimos
que d(x,y) = 0, luego x = y. Decimos entonces que x es el limite de la sucesiéon {x,} y
escribimos x = lim{x,} = nh_r)rol<> Xp -

Usando también (3), relacionamos la convergencia de una sucesion con la de sus sucesiones
parciales. De {x,} — x se deduce que toda sucesion parcial de {x,} también converge a x.
Vemos igualmente que, fijado k € N, se tiene

{Xpin} — x — {xn} — x — {xon—1} = x y {xn} —x

Por ejemplo, si existen x € E y k € N tales que para n > k se tiene x, = x, entonces {x,} — x.

2.9. Caracterizacion secuencial de la topologia

Es muy importante observar que la convergencia de sucesiones determina la topologia de
cualquier espacio métrico:

» En todo espacio métrico E, un punto x € E es adherente a un conjunto A C E si, y solo
si, existe una sucesion de puntos de A que converge a Xx.

Si x € A, para cada n € N podemos tomar x, € B(x,1/n) N A, obteniendo una sucesién {x,}
de puntos de A tal que {d(x,,x)} — 0, luego {x,} — x. Pero reciprocamente, si {x,} — x
con x, € A paratodo n € N, es obvio que U N A # 0 paratodo U € U(x),luego x€ A. N

Deducimos que un conjunto A C E es cerrado si, y s6lo si, A contiene a los limites de
todas la sucesiones de puntos de A que sean convergentes. As{ pues, la topologia de un espacio
métrico queda caracterizada por la convergencia de sucesiones: si conocemos la convergencia
de sucesiones, conocemos los conjuntos cerrados, luego conocemos la topologia.

Aprovechamos esta idea para conseguir una comoda caracterizacion de la equivalencia entre
dos distancias:

» Si dy y d> son dos distancias en un conjunto E, equivalen las afirmaciones siguientes:

(i) La topologia generada por dy estd incluida en la generada por d .
(ii) Toda sucesion convergente para la distancia dy es convergente para dj .

Por tanto, dy y d» son equivalentes si, y solo si, dan lugar a las mismas sucesiones
convergentes.

(i) = (ii). Sea {x,} una sucesién de puntos de E y supongamos que {x,} — x € E para
la distancia d,. Si U es un entorno de x para la distancia d;, aplicando (i) tenemos que U
también es entorno de x para d;. Por tanto, existe m € N tal que x,, € U para n > m, y esto
nos dice que {x,} — x para la distancia d .
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(if) = (i). Si A C E es cerrado para d;, bastard ver que también lo es para d». Sea pues x
un punto adherente al conjunto A para d; y veamos que x € A. Por el resultado anterior, existe
una sucesion {x,} de puntos de A tal que {d»(x,,x)} — 0. Tomamos yz,—1 =X, € Y2, = X
para todo n € N, con lo que también tenemos {dz(yn,x)} — 0. Aplicando (ii) sabemos que
la sucesién {y,} es convergente para la distancia d;, pero su limite no puede ser otro que x,
puesto que y, = x paratodo n € N. Asf pues, tenemos {d;(y,,x)} — 0, de donde deducimos
que {d;(xy,x)} ={d1(y2n—1,x)} — 0. Por ser A cerrado para d; , concluimos que x € A, como
se queria. [

2.10. Convergencia en R"

Ha quedado claro que, para conocer la topologia usual de R”, basta conocer la convergencia
de sucesiones de vectores de RY, cuyo estudio se puede reducir al de la convergencia en R.
Para ello, ni siquiera necesitamos usar una norma o distancia concreta en RY, basta mirar a las
componentes de los términos de la sucesion:

= Para toda sucesion {x,} de vectores de R" ytodo x € RV, se tiene:
{xn} — x = {xn(k)} — x(k) VkeAn

Por tanto, {x,} es convergente si, y solo si, {x,(k)} es convergente para todo k € Ay.

En efecto, basta pensar, por ejemplo, que para n € N y k € Ay se tiene
N
| (k) = x(k) | < 2w = x[loo <} [20 () = x() |
j=1

Si {x,} — x, tenemos {||x, — x|| } — O y la primera desigualdad nos da {x,(k)} — x(k)
paratodo k € Ay . Reciprocamente, si {x,(k)} — x(k) paratodo k € Ay, de la segunda igualdad
deducimos que { || x, — x|l } — 0, es decir, {x,} — x. |

Usaremos a menudo este resultado para trasladar de R a RY diversos resultados acerca de
la convergencia de sucesiones. Pero de hecho, podemos usar la misma idea en un contexto mas
general, como enseguida veremos.

2.11. Producto de espacios normados o métricos

Los mismos procedimientos que, a partir del valor absoluto, nos permitieron definir tres
normas equivalentes en RY, sirven para definir otras tantas normas en cualquier producto de
espacios normados. Por su relaciéon mds directa con el producto cartesiano, casi siempre es
preferible usar la norma del maximo. Cuando se trabaja con varios espacios normados, €s una
sana costumbre denotar por |- || a las normas de todos ellos. No hay peligro de confusion,
pues segin cual sea el vector cuya norma usemos en cada momento, estard claro en qué espacio
calculamos dicha norma.
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Supongamos pues que, para cada k € Ay tenemos un espacio normado Xj, y consideremos
el espacio vectorial producto X = X; x X» x ... x Xy.Igual queen RV, para x € X y k € Ay
denotamos por x(k) € Xy ala k-ésima componente de x. Las operaciones de X tienen entonces
el mismo aspecto que las de RV: para x,y € X, A€ R y k € Ay, se tiene

(x+y)(k) =x(k) +y(k) y  (Rx)(k) = rx(k)
Para convertir X en un espacio normado, definimos

[x]leo = max { ||x(k)[| : k€ Ay} VxeX

Se comprueba sin ninguna dificultad que || - ||« es una norma en X . Decimos que X con
la norma |- ||. es el espacio normado producto de X, Xa, ..., Xy. También decimos que
la topologia de la norma || - ||« es la topologia producto de las topologias de la norma en los
espacios X1, X2, ..., XN.

Obviamente, la topologia usual de RY es un ejemplo de topologia producto, en el que todos
los factores coinciden con R. Si M € N y pensamos que R¥*¥ = RN x R¥ | es claro que la
topologia usual de R¥*™ es el producto de la usual de R por la usual de RM . En efecto, si
tantoen RY comoen RM consideramos la norma del maximo, la norma del producto RY x RM
no es otra que la norma del maximo en RV*M

Para trabajar con la topologia producto, es muy cémodo usar la convergencia de sucesiones,
que sabemos caracteriza a dicha topologfa. El mismo razonamiento que hemos usado en RV
nos dice que, conocer la convergencia en el producto, equivale a conocerla en los factores:

m Si X = X; XX X...x Xy es un producto de espacios normados, {x,} una sucesion de
vectoresde X y x € X, se tiene:

{xn} — x = {xn(k)} — x(k) VkeAy

En efecto, basta tener en cuenta que, para cualesquiera n € N y k € Ay, se tiene
N
lon (k) = (k) | < [l = xloo < Y n () = 2() | u
j=1

Todo lo hecho con un producto de espacios normados puede hacerse, de forma andloga, con
un producto de espacios métricos, lo repasamos brevemente. Sean E, E,,..., Ey espacios
métricos cuyas distancias denotamos todas por d. El producto E = E; X E» X ... X Ey se
convierte en un espacio métrico sin mas que definir

de(x,y) = méx {d(x(k),y(k)) : k€Iy} Vx,y €EE

pues se comprueba sin ninguna dificultad que d.. es una distancia en E. Decimos que E es
el espacio métrico producto de E|, E>, ..., Ey, y que la topologia generada por d. es la
topologia producto de las generadas por las distancias de Ej,E>, ..., Ex. Si {x,} es una
sucesion de puntos de E, y x € E, vemos que {x,} — x si, y s6lo si, {x,(k)} — x(k) para
todo k € Ay.
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2.12. Ejercicios

10.

. Probar que, en todo espacio métrico, la distancia queda determinada cuando se conocen

las bolas abiertas. En el caso particular de un espacio normado, probar que la norma queda
determinada cuando se conoce la bola abierta unidad.

Sea X un espacio normado, x,y € X y r,p € R™. Probar que:

(@ B(x,r) NB(y,p) # 0 = ly—x|| <r+p
(b) B(y,p) C B(x,r) = [y—x||<r—p

(Son ciertos los resultados andlogos en un espacio métrico cualquiera?

. Dar un ejemplo de una familia numerable de abiertos de R cuya intersecciéon no sea un

conjunto abierto.

. Si A es un subconjunto no vacio de un espacio métrico E con distancia d, se define la

distancia de un punto x € E al conjunto A por
d(x,A) = inf {d(x,a) : acA}

Probarque A = {x€E : d(x,A) =0}.

. Si X un espacio normado, x € X y r € R, probar que

B(x,r) = B(x,r) y B(x,r) = [ B(x,r) ]°

Deducir que Fr(B(x,r)) = Fr(B(x,r)) = S(x,r). ;Son ciertos estos resultados en un
espacio métrico cualquiera?

. Para un intervalo J C R, calcular los conjuntos J°, J,J y FrJ.

. En el espacio métrico R y para cada uno de los conjuntos N, Z, Q y R\ Q, calcular su

interior y su cierre, sus puntos de acumulacion, sus puntos aislados y su frontera.

. Siun subconjunto A de un espacio métrico E verificaque A’ =0, probar que la topologia

inducida por E en A es la discreta. (Es cierto el reciproco?

. Sean {x,} e {y,} sucesiones convergentes en un espacio métrico E con distancia d.

Probar que la sucesion {d(x,,y,)} es convergente y calcular su limite.
N N
Sea E = H Er un producto de espacios métricosy A = H Ay C E, donde Ay C Ej
k=1 -

para todo k € Iy. Probar que A° H AL yque A = H Ay . Deducir que A es un

abierto de E si, y s6lo si, A; es un ablerto de Ej para todo k € Ay, mientras que A es
un cerrado de E si, y sélo si, A, es un cerrado de E; para todo k € Ay .



