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ResumenEl ordenador se ha usado para generar imágenes prátiamente desde su in-venión. En un primer momento eran imágenes senillas de oneptos matemá-tios (grá�as de funiones, por ejemplo), juegos muy simples (el arhionoidopong), fratales (el opo de nieve de Koh), et. Conforme las apaidades de losordenadores reían, se empezaron a generar imágenes más omplejas (el fratalde Mandelbrot).
Figura 1: Copo de nieve de Koh (izquierda) y fratal de Mandelbrot (dereha).Paralelamente, también se omenzó a usar el ordenador para diseño, mode-lando mundos virtuales y representándolos en la pantalla. Al prinipio se usabauna representaión de alambre, que permitía intuir la forma de los objetos yse podía realizar on poo ómputo. Al pasar el tiempo, las imágenes han au-mentado el realismo, pasando por alambres on eliminaión de partes oultas,relleno de olor, modelos de iluminaión simples (loales), raytraing (para es-enas on muhas super�ies transparentes o espeulares) y �nalmente modelosde Iluminaión Globales (�gura 2).Los métodos que generan imágenes más realistas requieren mayor ómputoy por tanto más tiempo en una misma máquina. Los proedimientos (o algorit-mos) de generaión de imágenes se dividieron en interativos (iluminaión sen-illa, tiempo de ómputo pequeño) y no interativos (iluminaión relativamentemás ompleja, tiempo de ómputo del orden de minutos u horas). Atualmentese puede haer Iluminaión Global on esenas pequeñas en tiempo real. Sinembargo, las esenas grandes requieren aún tiempo de ómputo del orden de17



Figura 2: Alambre, Iluminaión Loal, Radiosidad, Raytraingminutos (y no es extraño enontrar imágenes que requieren horas).Históriamente, se omenzaron usando métodos de elementos �nitos para lasprimeras imágenes de Iluminaión Global. Estos métodos disretizan las eua-iones integro-difereniales que araterizan la funión de radiania, y lo haenmediante proyeión en onjuntos de funiones base. A partir de esto, se puedealular la Iluminaión Global en toda la esena resolviendo las euaiones. Es-tas ténias suelen utilizarse en entornos totalmente difusos, ya que aumentar ladimensión del problema para poder usar materiales que re�ejen la luz de formaarbitraria (BRDFs generales) requiere un osto en tiempo y memoria enorme.Además presentan elevados tiempos de álulo inluso en el aso de super�iesdifusas, aunque existen distintas variaiones sobre esta ténia que disminuyenlos tiempos de álulo.Posteriormente, se apliaron ténias de Monte Carlo a Iluminaión Global.Los métodos de Monte Carlo usan proesos estoástios (adenas de Markov)para obtener estimadores de los valores de la funión de radiania o funionalesde la misma. Estas ténias no tienen la restriión de super�ies difusas, peropresentan ruido. Además, el osto de generar las adenas de Markov es bastantealto. Una optimizaión de estas ténias es la estimaión de densidades, quepermite obtener imágenes on menos ruido alulando la densidad de energía enlas eranías de los puntos donde deseamos onoer la iluminaión. La ténia18



más famosa dentro de este enfoque es Photon Maps [Jensen 95, Jensen 96℄.Sin embargo, Photon maps sigue teniendo los problemas de elevado tiempo deálulo, errores grandes en super�ies pequeñas, y di�ultad para su uso enesenarios interativos.Es neesario por tanto diseñar nuevos algoritmos que permitan obtener Ilu-minaión Global on unos tiempos de síntesis de imágenes su�ientemente ortosomo para permitir interatividad aún para esenas omplejas. En esta memoriade tesis se desribe el estudio, diseño e implementaión de algoritmos para Ilumi-naión Global interativa en esenas de omplejidad media-alta. Atualmente seonsidera que los basados en métodos estoástios tienen mejor rendimiento quelos de elementos �nitos [Szirmay-Kalos 99, Veah 98℄. Dentro de los métodos deMonte Carlo, una parte de ellos se basan en la emulaión del historial de un on-junto amplio de fotones (idealizados omo partíulas puntuales), seguido de unaestimaión de densidades de impatos de estos en las super�ies. La estimaiónde densidades puede haerse de varias formas, las más elemental (y la primeradesrita en Informátia Grá�a) es la Cuenta de Impatos [Arvo 86℄; otros, másavanzados, son la Estimaión de Densidades [Walter 97℄, el anteriormente men-ionado Photon Maps [Jensen 95, Jensen 96℄ y Estimaión de Densidades en elPlano Tangente (DETP) [Lastra 02b℄. El onsenso es que los basados en deriva-dos de Photon Maps son los que más rendimiento obtienen. Estos métodos estánpensados para esenas estátias y tienen unos tiempos de álulo exesivamentealtos al apliarlos a interatividad.Hemos observado que la mayoría de las esenas de omplejidad alta, onsistenen un esenario estátio y un onjunto de objetos relativamente pequeños ydinámios. Esto hae que la mayoría de la iluminaión sea muy similar a lade fotogramas anteriores. Reutilizar la iluminaión que sigue siendo válida yrealular los fotones que hayan sido afetados por los objetos dinámios es unaposibilidad. En la bibliografía se enuentran algunos trabajos en esta línea, porejemplo, Seletive Photon Traing de Dmitriev [Dmitriev 02℄, que se basa enPhoton Maps, guarda la edad de los fotones y elimina los fotones más antiguosonforme tira nuevos fotones para atualizar la iluminaión. Sin embargo, alno ontrolar si los fotones antiguos siguen siendo válidos, elimina informaióntodavía válida.Pretendemos obtener un algoritmo de álulo interativo de la iluminaiónresolviendo las limitaiones de las ténias anteriores. Se estudiaron los métodosde Cuenta de Impatos, Photon Maps y DETP y se observó que el método deDETP era el que menor tiempo requería para un valor de error dado. Por ellose utilizó este algoritmo omo base de nuestro trabajo. Utilizando el heho deque la mayoría de la iluminaión puede reutilizarse, se realizó un algoritmo quesigue el espíritu de Dmitriev, pero que sigue usando los fotones mientras seanválidos, por muy antiguos que sean. Además, al utilizar métodos de estimaiónde densidades más avanzados, mejoramos aun más la e�ienia.Entre otras posibilidades, para inrementar el rendimiento se puede haeruso de hardware avanzado. En esta linea hemos llevado a abo implementaionesusando juegos de instruiones SIMD y hardware grá�o de altas prestaiones.Aparte de esto, hemos estudiado de forma teória la e�ienia del algoritmo de19



DETP para enontrar sus limitaiones y diseñar nuevos algoritmos que obtie-nen tiempos aún menores, no solo para determinadas esenas, sino on mejorade e�ienia probada matemátiamente. Parte de este trabajo se ha publiadopreviamente en [Garía 03, Garía 04, Garía 05, Garía 06, Garía 07℄. Tam-bién se ha enviado un resumen de esta memoria a la revista Computer GraphisForum, que se enuentra en proeso de revisión.Como resultados onretos, podemos destaar lo siguiente:Se ha realizado un estudio teório de la onvergenia, el sesgo, la varianzay la omplejidad de los algoritmos de Cuenta de Impatos, Photon Maps,DETP y Ray Maps.Hemos estudiado empíriamente el rendimiento de Cuenta de Impatos,Photon Maps y DETP. DETP tiene tiempos de álulo muy inferiores alresto de ténias para un error dado.También se ha estudiado teóriamente el rendimiento de DETP on grandetalle. Este estudio nos ha permitido alular automátiamente los pa-rámetros óptimos del algoritmo y su e�ienia. Los resultados del estudioteório son la demostraión de los siguientes puntos:
• DETP básia y la Cahé de Esferas son lineales on respeto al nú-mero de rayos y al número de puntos
• La Cahé de Esferas on ordenaión de puntos, aunque igualmen-te lineal, tiene una onstante oulta proporional al oiente de losuadrados del radio del diso y el radio de la esfera envolvente dela esena (la fraión de rayos en una esfera uyo radio es el de losdisos), que hae que el algoritmo sea bastante rápido en la prátia.
• Para esenas pequeñas, este último algoritmo puede probarse que esproporional al produto del número de rayos y la raíz úbia delnúmero de puntos.Por otra parte, se han diseñado dos ténias para mejorar los tiempos:
• La primera se basa en DETP y mejora los tiempos de ómputo, es-peialmente en el aso de esenas on un número de rayos no muygrande. Esta ténia (Indexaión de Disos) indexa los disos asoia-dos a los puntos de irradiania y suma las ontribuiones de ada rayoon todos los disos on los que intersea. Hemos obtenido resultadosde inrementos de e�ienia respeto de otros métodos propuestos enla literatura de hasta el 50%.
• La segunda es una ténia de álulo inremental de la iluminaiónque aproveha el heho de que la mayoría de esenas de omplejidadalta tienen una gran parte estátia durante la mayor parte de laanimaión. La ténia utiliza la Cahé de Esferas para la parte móvile Indexaión de Disos para la esena estátia. La mejora de lostiempos es de un orden de magnitud para móviles de un tamaño del10% de la esena. 20



Usando estas ténias, podemos obtener interatividad para esenas deomplejidad media.Hemos estudiado teóriamente la e�ienia en tiempo de las dos téniasque hemos desarrollado.
• Indexaión de Disos es lineal en el número de rayos y on tiempo enel orden O(n

1/3
P log nP ) para árboles no balaneados y O(n

1/3
P )parabalaneados, siendo nP el número de puntos.

• En uanto al álulo inremental, obtenemos una aeleraión propor-ional al uadrado del oiente de radios de la esfera englobante delmóvil y la esena estátia. También se ha demostrado que es óptimousar la Cahé de Esferas y la Indexaión de Disos para el móvil y laparte estátia respetivamente.Esta memoria de tesis dotoral está estruturada siguiendo los siguientes apí-tulos:El apítulo uno omienza repasando los métodos de indexaión espaial,base de los algoritmos grá�os e�ientes. Tras ello se realiza una intro-duión a ténias para iluminaión global, tanto o�ine omo interativa,mostrando sus ventajas y limitaiones. Se omenta on detalle la Esti-maión de Densidades en el Plano Tangente, punto de origen de esta in-vestigaión. Finalmente se introdue el trabajo relaionado on el estudioteório de los algoritmos junto on las bases matemátias neesarias.El apítulo dos explia la mejora de DETP para aumentar la e�ienia(Indexaión de Disos), que mejora sustanialmente los tiempos de álulo,y la ompara on los algoritmos anteriores.El apítulo tres omienza estudiando de forma teória el sesgo, la varianzay la e�ienia de distintas ténias de estimaión de densidades para ilu-minaión global. Tras ello se estudia la e�ienia de DETP y sus mejoras,inluyendo la expliada en el apítulo dos, y obtiene el orden de e�ieniade ada ténia y los valores óptimos de los parámetros.El apítulo uatro explia el algoritmo de álulo inremental de la ilu-minaión, que obtiene grandes mejoras de tiempo para esenas quasi-estátias.El apítulo ino desribe el software desarrollado.Finalmente el apítulo seis desribe los resultados obtenidos en la tesis yel trabajo futuro.
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Capítulo 1Introduión y trabajo previo1.1. ObjetivosEn esta memoria de tesis se desribe el estudio, diseño e implementaiónde algoritmos interativos para Iluminaión Global para esenas omplejas. Lasténias de Monte Carlo (y en partiular las ténias de estimaión de densidadesbasadas en Photon Maps) son las que mejor rendimiento obtienen para el álulode Iluminaión Global. Hemos realizado un estudio de la apliabilidad de estasténias a interatividad. Para ello, se omenzó estudiando qué ambios sonneesarios en los algoritmos para proporionar un reálulo inremental de lailuminaión, y se ompararon los resultados de Estimaión de Densidades en elPlano Tangente (en lo suesivo DETP) on los algoritmos de Cuenta de Impatosy Photon Maps. Posteriormente, se diseñaron nuevas optimizaiones de DETPpara disminuir los tiempos de álulo.Los algoritmos basados en DETP han sido estudiados de forma teória parapoder elegir en ada aso el algoritmo más e�iente. El álulo inremental deiluminaión también ha sido estudiado teóriamente.En este apítulo se explia primero qué es la Iluminaión Global y las dis-tintas formas de alularla: métodos de elementos �nitos y métodos de MonteCarlo. Posteriormente, se desribe el estado del arte en algoritmos de álulode Iluminaión Global basados en Monte Carlo: Cuenta de Impatos [Arvo 86℄,Estimaión de Densidades [Walter 97℄, Photon Maps [Jensen 95℄, Estimaiónde Densidades en el Plano Tangente [Lastra 02b℄ y Ray Maps [Havran 04℄. Trasello se omentan algunos algoritmos interativos para Iluminaión Global: Se-letive Photon Traing [Dmitriev 02℄ y los algoritmos paralelos optimizados deWald [Wald 02b℄. La seión termina omentando el algoritmo de reuso de a-minos de Sbert para animaión de la fuente de luz [Sbert 04℄.A ontinuaión se desriben ténias de indexaión espaial, que son funda-mentales en la implementaión e�iente de algoritmos que requieran una granantidad de interseiones rayo-objeto, omo es el aso de la Iluminaión Globalusando Monte Carlo. 23



24 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOLa seión 1.7 desribe ténias de estudio teório de algoritmos para in-dexaión espaial, Ray Traing e Iluminaión Global. Finalmente se desribenténias matemátias y de teoría de la informaión neesarias para el desarrollode los algoritmos presentados: teoría de probabilidad, fundamentos de Geome-tría Integral y el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon.1.2. Iluminaión GlobalSupongamos una esena, de�nida mediante una geometría. Si tenemos paraada punto de la geometría una funión que desriba ómo interaiona la luzon ese material, podemos simular el transporte de la luz para obtener álulosrealistas de la iluminaión en esa esena.La luz se genera en las fuentes de luz, y atraviesa la esena. Parte de la luzse re�eja en los objetos e ilumina de forma indireta otros objetos. Tras unaserie de rebotes, los fotones se absorben por algún objeto de la esena o salende la esena.Los algoritmos que simulan el transporte de la luz de forma físiamenterealista se llaman algoritmos de Iluminaión Global, y formalmente onsistenen alular numériamente valores aproximados de la funión de radiania L,que es soluión de la euaión funional
L = Le + T L (1.1)donde Le es la radiania emitida y T es el operador integral que modela eltransporte de la luz [Arvo 95a, Szirmay-Kalos 99℄.Existen dos ténias prinipales para resolver esta euaión, los métodos deelementos �nitos y los métodos de Monte Carlo, expliados en las siguientesseiones.1.3. Métodos de elementos �nitosLos métodos de elementos �nitos disretizan la euaión 1.1 mediante pro-yeión sobre un onjunto de funiones base. Una forma bastante utilizada esdesomponer la esena en zonas llamadas parhes, y alular una aproximaióna la euaión de transporte de la luz suponiendo que la densidad de energíaradiante inidente y re�ejada es onstante en ada parhe.Formalmente usan un método de resoluión de euaiones iterativo, omoGauss-Seidel o Southwell [Cohen 93, Ureña 97℄, para alular la irradiania.Hay una enorme variedad de enfoques y variaiones sobre estos métodos. Eluadro 1.1 ontiene una seleión.1.3.1. Métodos interativosDentro de los métodos de elementos �nitos existen algunos algoritmos quepermiten atualizar la iluminaión de forma e�iente uando hay ambios en la



1.4. TÉCNICAS DE MONTE CARLO 25Año Método Referenia1986 Radiosity Method for Non-di�use Environments [Immel 86℄1987 Synthesis of Raytraing and Radiosity [Wallae 87℄1988 Proedural Re�nement [Shao 88℄1988 Shading Method for Computer Generated Images [Malley 88℄1989 Illumination Networks [Bukalew 89℄1989 Two-pass method for Speular and Di�use Re�etion [Sillion 89℄1991 A global illumination solution for general BRDFs [Sillion 91℄1991 Hierarhial Radiosity [Hanrahan 91℄1992 Importane-driven Radiosity [Smits 92℄1993 Importane and Disrete Three Point Transport [Aupperle 93℄1993 Integral Geometry for Fast Form Fators [Sbert 93℄1994 Progressive Re�nement [Gortler 94℄1994 Haar Wavelet [Pattanaik 94℄1994 Wavelet Radiane [Christensen 94℄1994 Wavelet Methods for Radiane Computations [Shröder 94℄1995 Multiresolution B-spline Radiosity [Yu 95℄1995 Hemiube [Cohen 85℄1997 Update of Illumination Using a Line-spae Hierarhy [Drettakis 97℄1999 Group Aelerated Shooting Methods [Rouselle 99℄2001 Inremental Rapid Glossy Global Illumination [Granier 01℄Cuadro 1.1: Iluminaión global usando elementos �nitos.geometría. Esto permite diseñar algoritmos interativos, en los que el usuariopuede modi�ar la esena y obtener una iluminaión realulada. Conforme elalgoritmo de resoluión del sistema de euaiones de la radiania onverge a lasoluión orreta, la imagen se aproxima a la imagen �nal orreta.Drettakis y Sillion [Drettakis 97℄ se basaron en un método de radiosidadjerárquia para poder realular la iluminaión de forma interativa al mover lageometría. Usan enlaes entre parhes on el onjunto de todas las líneas queintersean ambos parhes y utilizan el espaio de las líneas para intersear losobjetos móviles on estas líneas de forma e�iente y averiguar qué parhes debenatualizarse. Posteriormente Granier y otros [Granier 01℄ añadieron un métodohíbrido basado en ténias de Monte Carlo para las super�ies no perfetamentedifusas.Rouselle et al [Rouselle 99℄ usan el heho de que las super�ies eranastienen fatores de forma relativamente grandes. Esto permite el uso de métodosde agrupaión iterativa que aumentan la veloidad de onvergenia. Al usarademás ideas de Re�namiento Progresivo, obtienen un algoritmo interativo.1.4. Ténias de Monte CarloLas ténias de Monte Carlo son métodos de integraión de funiones que sebasan en métodos estoástios diseñando una variable aleatoria que sigue una



26 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOdistribuión de probabilidad uya media es el resultado de la integral. Después,se muestrea la variable aleatoria un número determinado de vees para obteneruna aproximaión de la integral on determinado margen de on�anza del errorporentual ometido. El libro de Rubinstein [Rubinstein 81℄ explia ómo usarestas ténias en general.Año Ténia Referenia1984 Distributed Ray Traing [Cook 84℄1986 Path Traing [Kajiya 86℄1986 Cuenta de Impatos [Arvo 86℄1988 Irradiane Cahe [Ward 88℄1990 Adaptative Radiosity [Hekbert 90℄1991 Hierarhial Radiosity [Hanrahan 91℄1992 Light Path Traing [Pattanaik 92℄1993 Potential Equation for Global Illumination [Pattanaik 93℄1994 Bidiretional Estimators for Light Transport [Veah 94℄1994 Bidiretional Path Traing [Lafortune 94℄1994 Importane Driven Monte Carlo [Dutré 94℄1995 Bidiretional Path Traing [Veah 95℄1995 Hierarhial Radiosity with Clustering [Sillion 95℄1995 Partile Traing [Shirley 95℄1996 Photon Maps [Jensen 96℄1997 Metropolis Light Transport [Veah 97℄1997 Light Maps [Tobler 97℄1997 Estimaión de Densidades [Walter 97℄1998 Irradiane Volume [Greger 98℄2001 Rapid Glossy Global Illumination [Granier 01℄2002 Estimaión de Densidades en el Plano Tangente [Lastra 02b℄2002 Seletive Photon Traing [Dmitriev 02℄2002 Advaned Radiane Estimation for Photon Maps [Hey 02℄2002 Iluminaión Global Interativa [Wald 02b℄2004 Ray Maps [Havran 04℄Cuadro 1.2: Iluminaión global usando Monte Carlo.En el aso de Iluminaión Global, utilizamos estas ténias para alular unaaproximaión a la integral que de�ne la soluión a la euaión de transporte dela luz (euaión 1.1 de la seión 1.2). Existen dos formas prinipales de resolverla integral: simulando el transporte físio de la luz, ya sea desde las fuentes deluz o desde el observador (líneas loales) y usando el onepto de líneas globales.El uadro 1.2 ontiene una seleión de ténias de líneas loales.Cuando se usan algoritmos de líneas globales, se generan aleatoriamentelíneas siguiendo una distribuión uniforme en la esfera envolvente de la esena.Estas líneas se intersean on la esena y se usan para transferir energía deforma bidireional entre los distintos parhes de la esena. Cada línea equivalera varias líneas loales si la olusión de la esena es grande. Ejemplos de estos



1.4. TÉCNICAS DE MONTE CARLO 27métodos fueron propuestos por Bukalew et al [Bukalew 89℄ y Neumann etal [Neumann 95℄.Tal y omo propusieron Sbert y otros [Sbert 96b℄, si se realiza una primerapasada on líneas loales para realizar una distribuión iniial de la energía seevita desperdiiar trabajo al intersear las líneas globales on parhes que nohayan reibido energía aún. [Sbert 96a, Martínez 09℄ usan esta idea.Las siguientes ino seiones explian diferentes métodos avanzados de re-solver la euaión de transporte de la luz usando líneas loales de forma e�ienteen tiempo de álulo y on un error lo más pequeño posible.1.4.1. Cuenta de ImpatosEl método más básio de estimaión de densidades es la Cuenta de Impatos,desarrollada por Arvo [Arvo 86℄, y extendida por Hekbert [Hekbert 90℄ y Pat-tanaik [Pattanaik 92℄. Se basa en el modelo de partíulas de la luz. Los fotonesse emiten desde las fuentes de luz e interatúan on las super�ies hasta queson absorbidos o dejan la esena. Los puntos de interaión (o re�exión) entrelos fotones y las super�ies, así omo la direión de inidenia se guardan parapoder reonstruir la radiosidad en las super�ies. Para obtener la radiosidaden una super�ie, se suma la energía de los impatos en las aras. Luego, paraada vértie, se alula un valor promedio teniendo en uenta las aras a las quepertenee y se interpola trilinealmente en el triángulo.1.4.2. Estimaión de DensidadesUn método útil para estimar la integral de la radiania es el método deEstimaión de Densidades, popularizado por [Walter 97℄. Tiene tres fases. Laprimera fase simula los fotones desde las fuentes de luz. Cuando un fotón inter-aiona on una super�ie, se almaena la posiión y la energía del fotón. Trasel proeso de todos los fotones, el resultado de esta fase es una estrutura dedatos on la posiión y energía de todos los fotones.La segunda (estimaión de densidades propiamente) estima la radiania. Elmétodo suma la energía de los fotones eranos ponderados on una funión quedepende de la distania, de modo que uanto más lejos esté el fotón menor seael peso (esta funión es el núleo de la estimaión de densidades). La distania ala que se busan fotones se llama el anho de banda del núleo. El problema esque omo sólo hay impatos en las super�ies, era de los bordes se subestimala radiania. Esto se soluiona disminuyendo el anho de banda era de losbordes, resolviendo un problema de regresión.La terera fase simpli�a la geometría tras el álulo de iluminaión. Estaúltima fase a menudo se obvia porque se onsidera fuera del ámbito de estimaiónde densidades.



28 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIO1.4.3. Photon MapsJensen [Jensen 95, Jensen 96℄ diseñó el onoido método de Photon Maps.Consiste en enontrar los k fotones más eranos al punto donde se estima lairradiania, sumar su energía y dividir por el área del írulo máximo de la esferaque ontiene los k fotones (k está prede�nido).Existen dos modos de usar este algoritmo. El primero se denomina visua-lizaión direta del Photon Map. Consiste en realizar un raytraing desde elobservador, y para ada punto obtenido, haer una onsulta al Photon Map.El segundo modo se denomina �nal gathering y onsiste en re�ejar siguiendola BRDF el rayo en ada punto, obteniéndose un número de rayos seunda-rios salientes (normalmente 50) en ada punto. La onsulta al Photon Map serealiza en las interseiones de los rayos salientes on la esena, y la radianiase alula a partir de la ontribuión de ada rayo [Jensen 01℄. Se obtiene ungran inremento en la alidad de la imagen generada, aunque el oste es muhomayor.La limitaión más onoida de Photon Maps es que uando se alula lairradiania en un punto, los fotones eranos deberían estar en el mismo plano yen un área irular alrededor del punto. Hey y Purgathofer [Hey 02℄ presentanun algoritmo que resuelve esta limitaión usando informaión geométria en laseranías del punto.Otra limitaión menos onoida de Photon Maps y el algoritmo propuestopor Hey y Purgathofer menionado en el párrafo anterior es que si hay super�iesen la esena relativamente muy pequeñas, estas zonas tienen omparativamenteuna alta varianza, y tienden a apareer muy brillantes o muy osuras, si elnúmero de fotones no es lo su�ientemente alto. Véase la �gura 1.1 (izquierda).1.4.4. Estimaión de Densidades en el Plano TangenteUn método que evita la alta varianza de Photon Maps menionada en laseión anterior, onsiste en guardar los rayos y usar un diso de tamaño �joentrado en el punto donde se alula la irradiania y que está ontenido enel plano tangente a la super�ie. Los rayos que intersequen un diso dado seusan para alular la irradiania en el punto entral [Lastra 02℄. El algoritmo
Figura 1.1: Photon Maps (izquierda) y Estimaión de Densidades en el PlanoTangente (dereha).



1.4. TÉCNICAS DE MONTE CARLO 29se llama Estimaión de Densidades en el Plano Tangente (DETP). Nótese queeste algoritmo guarda la trayetoria de los fotones (origen, direión y distaniaal impato), mientras que Photon Maps guarda sólo el punto de impato y ladireión. Véase la �gura 1.2. Como se pueden aprovehar mejor los rayos, esfatible haer visualizaión direta y tener una alidad aeptable.

Figura 1.2: Estimaión de Densidades en el Plano Tangente.

Figura 1.3: Artefatos de DETP.Para evitar sombras propias en super�ies ónavas, existe una modi�aióndenominada artifat ontrol. Esta modi�aión disminuye el sesgo a osta deaumentar un poo el tiempo de álulo, y evita tener en uenta las zonas deldiso a las que los rayos no pueden aeder (�gura 1.3). Hay que tener en uentados osas:Un rayo ontribuye a un diso si la interseión está estritamente antesde la segunda interseión on la esena (�gura 1.3, izquierda).



30 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOSi una porión del diso no es visible desde el origen del rayo, la ontribu-ión del rayo al diso debe dividirse por el área de la zona visible en lugardel área ompleta (�gura 1.3, dereha). Esto es debido a que la parte novisible del diso no ontribuye a la medida del ángulo sólido desde c, yesto provoa un sesgo inherente a ualquiera de las ténias de estimaiónde densidades en su formulaión habitual.Este método usa disos de radio �jo [Lastra 02℄. Sin embargo, el algoritmoompensa de forma óptima entre exatitud y varianza uando el radio del disoes del orden de magnitud de la mitad de la distania entre muestras de irradian-ia. Si el radio del diso fuera más pequeño, los rayos que intersean el planotangente era del punto medio entre dos muestras de irradiania se ignorarían.Si fuera más grande, las interseiones se usarían para varios álulos, reandoun suavizado arti�ial.Este método presenta un sesgo debido a una limitaión inherente derivadadel heho de que se aproxima la radiania en un entorno del punto de interés. Es-te problema se llama en la literatura light leaks (fugas de luz: zonas que deberíanser osuras que apareen iluminadas debido a la presenia de rayos eranos) yaparee uando el tamaño del diso es mayor que la anhura de los objetos quearrojan sombra. Tobler et al [Tobler 06℄ propone usar geometry feelers (tirar ra-yos desde el punto donde se alula la irradiania en varias direiones busandogeometría que tape la luz, u otoboxes (otogonos irregulares sobre el diso quese ajustan a la geometría de la esena). Otra soluión es disminuir el tamañodel diso, y aumentar el número de rayos en la esena para mantener el erroronstante. Para las fugas de luz que se produen en los bordes de sombras deobjetos lejanos (omo bajo una mesa), los geometry feelers y otoboxes no sonsu�ientes y hay que usar el ambio del tamaño del diso.Cahé de EsferasEl método de DETP en su forma básia tiene el problema de que el álulode las interseiones rayo-diso es más omplejo en tiempo que la búsqueda defotones puntuales de Photon Maps, ya que las trayetorias son objetos extensos.Se puede disminuir el número de las interseiones rayo-diso neesarias des-artando los rayos que estén lejos del punto de interés, on lo que el tiempo deómputo disminuye. La Cahé de Esferas [Lastra 02℄ usa esta idea. El métodoonsiste en rear una jerarquía de esferas de radio dereiente y guardar los ra-yos que intersean ada esfera para disminuir el número de tests de interseiónrayo-diso.Primero, se rea una esfera tangente a la aja englobante de la esfera. Estaesfera intersea todos los rayos. Después, omo se ve en la �gura 1.4, se reanesferas de radio dereiente unas dentro de otras (la razón entre el radio de dosesferas onseutivas es un parámetro llamado Q), hasta que el radio está justopor enima del radio del diso o hasta que la esfera tiene menos de un númeropre�jado de rayos (el límite de subdivisión).Cada esfera tiene una estrutura de datos asoiada que ontiene los rayos



1.4. TÉCNICAS DE MONTE CARLO 31que intersea diha esfera. Estos rayos se alulan interseando la esfera on losrayos de la esfera inmediatamente superior.El primer punto en el que se ha de alular la irradiania se usa omo elentro de las esferas. Por tanto, el primer diso está en la esfera interna. La irra-diania se puede alular omprobando qué rayos de la esfera interna interseanel diso, y sumando su energía. El número de interseiones rayo-diso se reduelaramente.Para el resto de puntos, si el diso entrado en el punto está dentro de laesfera interna, el diso se intersea on los rayos de esta esfera. En aso ontrariotenemos un fallo de ahé: se desarta la esfera y se omprueba el resto de esferashasta que una ontenga el diso. En ese momento se realula la jerarquía deesferas, usando el punto omo entro (véase la �gura 1.4 dereha). Finalmente,
Figura 1.4: Cahé de Esferas.el diso se intersea on los rayos de la esfera interior, del mismo modo que sino se neesita realular ninguna esfera.Ordenaión de puntosEl rendimiento de la Cahé de Esferas depende de la oherenia espaial delos disos, ya que esta oherenia permite reusar las esferas. [Lastra 02℄ ontieneun algoritmo que reordena los puntos para inrementar la oherenia espaial.Este algoritmo se basa en la urva de Lebesgue, desrita en [Sagan 94℄.El algoritmo transforma las oordenadas de los puntos en tres enteros sinsigno de 16 bits, de modo que la aja englobante de la esena va de 0 al máximovalor representable en ada oordenada. Los puntos se ordenan on la siguientefunión de omparaión: Para dos puntos A y B, se omprueba el bit más sig-ni�ativo (MSB) de la oordenada X de A on la de B, después el MSB en Yy el Z. Después se omprueban los siguientes bits, en orden. En uanto uno delos bits sea menor, el punto se onsidera menor. Un ejemplo de la ordenaiónpuede verse en la �gura 1.5.La e�ienia de la ordenaión de puntos depende de la oherenia espaialde la urva que rellena el espaio. Para evitar los saltos brusos que apareen enlos ambios de bits de la ordenaión de Lebesgue, otra posibilidad es usar una
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Figura 1.5: Ordenaión de puntos de Lebesgue.ordenaión basada en la urva de Hilbert [Alber 03℄. La ordenaión puede verseen la �gura 1.6, y proporiona una ligera mejora del rendimiento, omo se ve enel uadro 1.3.

Figura 1.6: Ordenaión de puntos de Hilbert.Radio/ No de rayos 1 000 000 100 000 10 000 1 0000,05% 13,3% 33,7% 69,8% 78,3%0,5% 10,1% 28,8% 66,6% 78,0%5,0% 0,5% 2,4% 27,7% 64,7%Cuadro 1.3: Aeleraión del álulo usando la urva de Hilbert.Cahé de Esferas MultilistaCuando no es fatible usar la ordenaión de puntos (por ejemplo en algunosraytraers interativos omo [Tawara 04℄ o [Dmitriev 02℄, en los que sólo se a-tualizan unas uantas muestras por fotograma debido a limitaiones de tiempo),la ahé de esferas tiene un rendimiento bajo.



1.5. ILUMINACIÓN GLOBAL INTERACTIVA 33En esta situaión, se puede permitir a ada esfera tener más de un desen-diente (onservando las esferas readas tras un fallo de ahe). Esto hae que laoherenia sea menos importante, ya que las esferas pueden usarse para alulare�ientemente la estimaión de radiania de puntos ontenidos en ellas aunqueéstos no se proesen seuenialmente.El resultado es una estrutura de datos en árbol que denominamos Cahé deEsferas Multilista. Para ontrolar el tamaño de esta estrutura, podemos o bienontrolar el número máximo de hijos de ada esfera, o bien ontrolar el númeromáximo de esferas existentes, y eliminar las esferas antiguas on una ola FIFO.1.4.5. Ray MapsHavran [Havran 05a℄ desribe otra forma de utilizar todo el reorrido de losrayos para disminuir la varianza. Organiza los rayos en un kd-tree onstrui-do bajo demanda que permite haer búsquedas de proximidad de rayos segúndiferentes riterios:Interseión on un dominio: diso, hemisferio, esfera o aja alineada a losejes.Búsqueda del veino más erano: distania entre la interseión del rayoon el plano tangente, distania al rayo, distania a la línea soporte delrayoEl reorrido del kd-tree está optimizado para el aso de búsquedas oherentes,y se ontrola el uso de memoria usando una estrategia LRU para olapsar y ex-pandir el árbol. Los rayos se organizan en funión de su direión para optimizarlas búsquedas.1.5. Iluminaión Global InterativaEn esta seión omentaremos algunos trabajos enfoados a obtener Ilumi-naión Global on tiempos de ómputo pequeños que permitan interatividad.Los trabajos de Dmitriev busan reusar informaión de la iluminaión paradisminuir los tiempos de álulo, mientras que los de Wald usan lusters deomputadores para disminuir los tiempos de álulo usando paralelismo.1.5.1. Seletive Photon TraingDmitriev, en [Dmitriev 02℄ propone un método que permite realular lailuminaión y la radiosidad a lo largo de un número de fotogramas, y tambiénenontrar rápido los fotones que deben ser realulados. El método se basa en laseuenia de Halton multidimensional, que debido a su quasi-periodiidad, per-mite enontrar fáilmente los fotones que tienen un amino similar al que se estárealulando. La mayoría de estos fotones también tendrán que ser realulados.Usa raytraing desde las fuentes de luz, así que su soluión es independiente dela vista.



34 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOLos requisitos hardware para su método son un ordenador de gama media.Explia el proedimiento de atualizaión de la iluminaión, en el que sólo usalos rayos realulados. Se usa hardware grá�o para alular las sombras, ytras ello sólo se realula la iluminaión indireta, que se añade a la imagenresultante.La prinipal ventaja de este método es que permite obtener iluminaiónglobal interativa on un gasto de memoria muy bajo, ya que se puede evitaralmaenar los fotones usando la seuenia de Halton para rerearlos en aso ne-esario. Esto permite que el método sea útil para esenas muho más omplejas.1.5.2. Implementaiones optimizadas paralelas de PhotonMapsWald et al, en [Wald 02b, Wald 02a℄, explian un método que aplia téniasde programaión distribuida a Ray Traing. Usa un luster de PCs para obtenerIluminaión Global en tiempo real.Las mejoras inluyen ensamblador generado a mano, optimizaión del layouty alineamiento de las estruturas de datos, prefething, manejo de la ahe einstruiones SIMD para seguir varios rayos (lo que resulta en una gran mejoradel rendimiento de la ahe) y usar el bu�er de disontinuidad y el muestreoentrelazado [Keller 01℄ para disminuir el ruido.Una extensión a Photon Maps para áustias, onsistente en meter en unatabla hash los impatos de los fotones, se usa para poder usar super�ies trans-parentes. Las re�exiones espeulares se alulan en un paso de raytraing. Laintegraión de Quasi Monte Carlo se usa en su sistema para aelerar la onver-genia.Benthin [Benthin 03℄ desribe los ambios en el sistema para obtener unaesalabilidad y rendimiento mejorados. [Günther 04℄ y [Wald 04b℄ desriben al-gunas optimizaiones más.El sistema permite obtener iluminaión realista en tiempo real para esenasomplejas, ya que aproveha la gran apaidad de ómputo y el paralelismo delluster.Limitaiones de los algoritmosEl algoritmo que proponen Wald et al [Wald 02b℄ se basa en un sistema deraytraing en tiempo real, pero tiene algunas limitaiones:No puede mapearse a una arquitetura de un PC estándar aislado, que esla plataforma más omún.Aunque Wald obtiene tasas de refreso interativas mientras los objetos semueven, la iluminaión orreta tarda dos o tres segundos en omputarseuna vez que los objetos dejan de moverse.El problema de este esquema es que las sombras se alulan on la informaiónde los fotogramas anteriores, y la posiión de los objetos ha ambiado. Esto



1.6. MÉTODOS DE INDEXACIÓN ESPACIAL 35hae que la posiión de las sombras vaya detrás de su posiión orreta. Un parde segundos después de que el objeto se haya detenido, las sombras llegan asu posiión orreta. El problema es análogo al que se presenta en los métodosinterativos de elementos �nitos menionados en la seión 1.3.1. La divergen-ia viene del heho de que Wald usa su algoritmo para la visualizaión previade Iluminaión Global en las esenas, así que esperar unos segundos para quela iluminaión se estabilie no es problema. Por otra parte, nuestro prinipalobjetivo es obtener una aproximaión realista a la Iluminaión Global en todoslos fotogramas, lo que es neesario por ejemplo en los juegos 3D.Su nuevo sistema oulta el problema para esenas de omplejidad mediaporque aumenta en gran medida la esalabilidad y usa un gran luster. Sinembargo pensamos que el uso del sistema de tiempo real de Wald et al mejoraríatodos los métodos basados en trazado de fotones que presenten oherenia enlos rayos, omo es el método presentado en el apítulo 4.1.5.3. Reuso de aminosEl algoritmo de reuso de aminos fue propuesto por Sbert et al. en Real-time Light Animation [Sbert 04℄. Dada una esena estátia y una fuente de luzdinámia, se pueden reutilizar los aminos de las re�exiones de los fotones endistintos fotogramas uniéndolos on la posiión nueva de la fuente de luz, yapliando pesos para evitar un algoritmo sesgado. Es neesario lanzar por lomenos un amino en ada fotograma para que el algoritmo sea no sesgado, y laombinaión de los aminos puede realizarse e�ientemente en la GPU. Tambiénes neesario eliminar la ontribuión de la fuente de luz al amino si ésta estáoulta por algún objeto (el peso en este aso sería ero).Los pesos de los aminos se realulan usando Multiple Importane Sam-pling [Veah 98℄. La aeleraión es omo máximo el número de fotogramas de laanimaión. Este método también puede apliarse en el aso interativo utilizan-do sólo los aminos reados en el pasado, y la veloidad del algoritmo es buenainluso en este aso.1.6. Métodos de Indexaión espaialEn informátia grá�a, los métodos de indexaión espaial son estruturasde datos que dividen de forma jerárquia el espaio en zonas, y almaenan lasprimitivas geométrias en funión de su posiión, permitiendo alular fáil yrápidamente interseión entre una primitiva geométria (típiamente un polí-gono, segmento o semirreta) y una geometría ompleja, deteión de olisiones,et. Si se posee una geometría ompleja, estos métodos son indispensables paraobtener algoritmos e�ientes. Estos métodos onstituyen una parte muy im-portante de los algoritmos e�ientes de iluminaión global menionados en laseión anterior.



36 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOCuando se rea una indexaión espaial, es neesario tener en uenta variasosas:Método de onstruión y oste asoiado.Calidad de la indexaión generada (si está balaneada, si las primitivas sehan repartido por los nodos uniformemente, et).Método de reorrido y oste asoiado.En el ampo de Iluminaión Global on algoritmos estoástios, nos interesaespeialmente que la interseión rayo-objeto sea lo más e�iente posible, ya quees la parte más ostosa. El uadro 1.4 ontiene una lista on los algoritmos másonoidos. Las siguientes seiones ontienen una desripión de los algoritmosque se han implementado durante el desarrollo de esta tesis, o que por susaraterístias se integrarían bien on los algoritmos desarrollados (la seión 6.2tiene más detalles). Usaremos métodos avanzados de indexaión espaial paramejorar la e�ienia del algoritmo de Estimaión de Densidades en el PlanoTangente en el Capítulo 2.Año Método Referenia1975 Binary Spae Partitioning Tree [Bentley 75℄1980 Jerarquía de volúmenes envolventes [Rubin 80℄1984 Otree [Glassner 84℄1986 Grid Retangular [Fujimoto 86, Amanatides 87℄1987 Kd-tree [Subramanian 87, Fussel 88℄1989 Grid Reursivo [Jevans 89℄1992 Retilinear Binary Spatial Partitioning [Sung 92℄1995 Jerarquía de Grids Uniformes [Cazals 95℄1995 Otree-R [Whang 95℄1997 Grid Adaptativo [Klimansezewski 97℄1999 Grid Regular [Havran 99℄2001 Coherent Ray Traing [Wald 01℄2004 Paket Ray Traing [Wald 04a℄2007 Reorrido Vetorizado [Noguera 07, Noguera 09℄2007 Ray Stream Traing [Wald 07℄Cuadro 1.4: Métodos de Indexaión Espaial.1.6.1. Métodos lásiosExisten varios métodos de indexaión espaial muy usados y estudiados. UnGrid onsiste en la división de una aja envolvente de forma uniforme en lasoordenadas X, Y y Z, obteniéndose x×y×z eldas. Se puede enontrar la ajaque ontiene un punto del espaio de forma inmediata, pero al no adaptarse ala esena puede desperdiiar muho espaio en memoria.



1.7. ESTUDIO TEÓRICO DE LA EFICIENCIA DE ALGORITMOS 37Un Otree onsiste en la subdivisión jerárquia de la aja envolvente; enada nivel se divide el voxel en oho partes iguales que resultan de oloar 3planos en las oordenadas X, Y y Z que pasan por el entro, si el voxel estálo su�ientemente oupado. Hay varias formas de reorrerlo para averiguar enqué elda se enuentra un punto, o qué eldas atraviesa un línea, on diferentesparámetros de e�ienia en tiempo y memoria. Espeialmente interesante es elmétodo paramétrio de [Revelles 00℄ que permite reorrer un Otree on un rayode forma muy e�iente. Primero se transforma el rayo para que sus omponentessean positivas, y tras ello se alulan los puntos de entrada y salida del otreeen los planos X, Y y Z. Con esta informaión, se obtiene en un bule el reorridoorreto del otree.Un Retilinear Binary Spae Partitioning Tree (RBSPTree), también llama-do kd-tree, divide de forma jerárquia el espaio, ada vez en dos vóxeles usandoplanos de orte en X, Y ó Z alternativamente, también siguiendo un riterio deoupaión.1.6.2. Métodos de reorridoEl oste de intersear las primitivas on una indexaión espaial muhas veesdepende del orden en que se reorren los nodos de la indexaión. Un método dereorrido de una indexaión espaial es un algoritmo que india qué nodos y enqué orden se deben visitar para ada primitiva geométria a intersear.Existen algoritmos que permiten usar ténias SIMD para aumentar la e�-ienia del reorrido. Coherent Ray Traing [Wald 01℄ es un método que permiteintersear uatro rayos a la vez on una indexaión espaial. Se basa en usarinstruiones vetoriales para proesar en paralelo los uatro rayos, y obtienegrandes mejoras en la e�ienia al realizar menos reorridos por el árbol, sobretodo en el aso de rayos oherentes. La ténia se extiende en [Wald 04a℄ (PaketRay Traing) para streams de rayos de mayor tamaño.El método de Reorrido Vetorizado ([Noguera 07, Noguera 09℄) desribe laforma de intersear intersear un onjunto grande de rayos on una indexaiónespaial en un únio reorrido. El método funiona muy bien inluso en el asode rayos no oherentes, propiedad muy deseable para su apliaión en algoritmosde iluminaión global.1.7. Estudio teório de la e�ienia de algoritmosEl estudio de la e�ienia de los algoritmos tiene su base en los trabajosde Churh [Churh 36℄ y Turing [Turing 36℄ sobre omputabilidad. La teoríade la omplejidad algorítmia estudia el tiempo que se tarda en resolver unproblema y establee una jerarquía. Una introduión a esta teoría puede verseen [Sipser 06℄. Existen problemas tan difíiles que no se pueden resolver on unalgoritmo (no omputables), otros a los que se les puede alular una soluiónsólo para un subonjunto del dominio de los datos de entrada (semiomputables)y otros a los que siempre se les puede alular una soluión (omputables).



38 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOLos problemas omputables pueden dividirse por di�ultad en funión deltiempo que se tarda en obtener una respuesta. Los problemas NP se de�nen o-mo aquellos que pueden ser resueltos en una máquina de turing no deterministaen tiempo polinomial. Estos problemas requieren un tiempo exponenial en má-quinas deterministas. Los problemas P son aquellos que pueden ser resueltos entiempo polinomial en máquinas deterministas, y se onsideran resolubles de for-ma e�iente (también existen problemas más difíiles que NP, pero se tardaríatanto en resolverlos que no se usan en la prátia).Cuando se diseña un algoritmo es muy interesante onoer a priori uántotardarán en resolver una instania del problema en funión del tamaño del pro-blema. Para ello se utiliza la notaión O(). La funión t que da el tiempo deálulo del algoritmo pertenee a un onjunto de funiones denominado O(f(n))(o lo que es lo mismo, el tiempo del algoritmo está en O(f(n))) si existe k talque el algoritmo resuelve un problema de tamaño n en un tiempo t < k ∗ f(n).
k es una onstante arbitraria que depende de la implementaión del algoritmoy del hardware. Utilizaremos esta notaión para estudiar el rendimiento de losalgoritmos expuestos en esta memoria de tesis, en funión del número de rayos(omplejidad de la iluminaión) y del número de vérties (omplejidad de lageometría).Existe trabajo previo tanto en el estudio de la e�ienia en tiempo de algo-ritmos realistas de iluminaión omo en el estudio de sus parámetros de errory varianza. Esta seión ontiene un ompendio de estudios que han sido deutilidad para esta tesis.1.7.1. Estudio teório de indexaión espaial y Ray Tra-ingHavran [Havran 00b℄ estudia la e�ienia de diferentes métodos de indexa-ión espaial usando un enfoque estadístio independiente de la implementaión,on un onjunto de esenas de diferentes araterístias. Hay estudios de las a-raterístias de la esena que haen que unas indexaiones espaiales sean máse�ientes que otras. En [Havran 00a℄ y [Havran 03℄ se desarrolla un modeloomputaional y de rendimiento de indexaiones espaiales que permite la om-paraión analítia de distintas ténias para una esena y un onjunto de rayosdados.Revelles, en [Revelles 03℄, arateriza de forma teória el onepto de optimi-zador (que engloba el de indexaión espaial) y de�ne una medida de e�ienia.Otros estudios usan una simulaión rápida on poos rayos para elegir el métodode indexaión más apropiado [Revelles Moreno 01℄. También se han estudiadoteóriamente modelos de osto que permiten mejorar los riterios de subdivi-sión [Goldsmith 87, MaDonald 90, Aronov 03℄.Como la e�ienia de Ray Traing está supeditada al reorrido e�iente de laestrutura de datos que ontiene la esena, los estudios de Ray Traing se basanen ténias similares. Reinhard [Reinhard 96℄ estudió el oste del algoritmo deray traing para distintas estruturas de indexaión espaial teniendo en uenta



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 39la oultaión produida por los objetos a la hora de reorrer el árbol. Sher-son [Sherson 87℄ estudió qué parámetros de la esena eran buenos preditoresdel osto de raytraing para esa esena. Szirmay-Kalos [Szirmay-Kalos 98℄ estu-dió teóriamente la e�ienia (en promedio y en el peor aso) de algoritmos deindexaión espaial para el aso de Ray Traing. Finalmente Aronov [Aronov 02℄diseñó un preditor del oste de Ray Traing, que funiona bien para otrees.1.7.2. Estudio de la varianza de algoritmos de iluminaiónglobalExisten algunos estudios de la varianza y el error de diferentes métodos deIluminaión Global. Arvo [Arvo 95b℄ hizo un análisis del error de los algorit-mos de elementos �nitos. En uanto a métodos de Monte Carlo, Sbert estudióla varianza de Pathtraing en [Sbert 97a℄; mientras que en [Sbert 97b℄ estudióla varianza del método de muestreo por importanias, para super�ies difu-sas. Shirley estudió el algoritmo de Radiosidad de Monte Carlo en [Shirley 92℄.Como ejemplo de estudio de algoritmos de líneas globales, [Sbert 96b℄ estudiael error y la variania de global multipath Monte Carlo. La euaion generalde la varianza para el aso no difuso fue estudiada en detalle por Carlos Ure-ña [Ureña Almagro 98℄, para raytraing, radiosidad y pathtraing.Algoritmos más nuevos basados en Photon Maps han reibido menos aten-ión. El apítulo 3 ontiene un análisis de los algoritmos de Cuenta de Impatos,Photon Maps, DETP y Ray Maps.1.8. Herramientas formalesPara estudiar teóriamente los algoritmos de Iluminaión Global, son ne-esarias algunas noiones de probabilidad, geometría y análisis. Esta seióndesribe los oneptos relevantes.1.8.1. Teoría de ProbabilidadLa teoría de probabilidad es la rama de las matemátias que estudia losfenómenos aleatorios. En esta seión se introduen algunos oneptos que seránútiles en el estudio teório de las ténias de Iluminaión Global del apítulo 3.Nos basamos en el libro de Parzen [Parzen 92℄.Dada una variable aleatoria disreta X , que toma valores x0, . . . , xn onprobabilidad p0, . . . , pn, se de�nen los oneptos de esperanza de la variable Xomo
E(X) =

n∑

i=0

xipi (1.2)y de varianza de la variable X omo
V ar(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E2(X) (1.3)



40 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOEl onepto de esperanza está relaionado on el valor promedio de la variable,y la varianza está relaionada on la dispersión (esto es, ómo de probable esenontrar valores alejados de la media). La desviaión típia σ se de�ne omo laraíz uadrada de la varianza. Cuando estimamos la esperanza de una variablealeatoria tomando muestras, podemos alular un intervalo de on�anza, quees un intervalo al que el valor que busamos pertenee on una probabilidaddeterminada.En el aso de una variable aleatoria ontinua, existen un número in�nitode posibles valores que ésta puede tomar. En este aso, se de�ne una funiónde densidad de probabilidad f en el dominio de posibles valores D. Para unsubonjunto posibles valores S ⊂ D, se puede alular la probabilidad de que lavariable tome un valor en S usando una integral:
P (x ∈ S) =

∫

S

f(s)ds (1.4)La esperanza y la varianza se de�nen de manera similar al aso ontinuo:
E(X) =

∫
xf(x)dx V ar(X) = E((X − E(X))2) (1.5)Son interesantes también los oneptos de vetor aleatorio y funión aleato-ria: un vetor aleatorio es una tupla en la que ada omponente es una variablealeatoria, mientras que una funión aleatoria es una funión que a ada elementodel dominio asigna una variable aleatoria. Usaremos estos oneptos al estudiarlos algoritmos estoástios de iluminaión global.1.8.2. Ensayos de Bernoulli independientesUn ensayo de Bernoulli es un experimento que sólo puede tener dos resulta-dos, normalmente llamados éxito y fraaso. La probabilidad de éxito se denota

p y la de fraaso q = 1− p.Si repetimos el experimento de forma independiente n vees, podemos estu-diar la probabilidad de tener un número determinado de éxitos. La probabilidadde tener k éxitos (y por tanto n− k fraasos) es
b(k; n, p) =

(
n

k

)
pkqn−k (1.6)La probabilidad de tener al menos k éxitos es:

n∑

i=k

b(i; n, p) = 1−
k−1∑

i=0

b(i; n, p) (1.7)



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 41Estas fórmulas se vuelven intratables uando el número de ensayos se haemuy grande. En ese aso, existen las siguientes aproximaiones:Si p < 0, 1, la distribuión de probabilidad se puede aproximar por unadistribuión de Poisson:
b(k; n, p) ≈ e−np (np)k

k!
(1.8)Si npq ≥ 10 la distribuión de probabilidad umulativa se puede aproximarpor una distribuión normal:

b∑

k=a

b(k; n, p) ≈ Φ

(
b− np + 1

2√
npq

)
− Φ

(
a− np− 1

2√
npq

) (1.9)1.8.3. Distribuión binomialLa distribuión binomial es la distribuión de probabilidad del número deéxitos en ensayos de Bernoulli independientes. Sea X una variable aleatoria quesigue una distribuión binomial:
X  b(n, p) (1.10)La esperanza de esta variable E(X) es
E(X) = np (1.11)y la varianza es

V ar(X) = np(1− p) (1.12)Si generamos una nueva variable aleatoria Y esalando X (Y = aX), los valoresde esperanza y varianza de Y son:
E(Y ) = aE(X) = anp V ar(Y ) = a2V ar(X) = a2np(1− p) (1.13)Utilizaremos estas fórmulas en el estudio teório de la e�ienia de Estima-ión de Densidades en el Plano Tangente, para alular el número de rayos quehay que proesar en ada momento. El estudio de la varianza de los distintosmétodos de estimaión de densidades también usa estas fórmulas.1.8.4. Estadístios de ordenLa estadístia de orden trata de las propiedades y apliaiones de las varia-bles aleatorias que apareen al ordenar las muestras tomadas de una variablealeatoria [David 03℄. Dada una muestra {x1, . . . , xn} de una variable aleatoria

X , el estadístio de orden k es el k-ésimo valor más pequeño, y es una variablealeatoria que se nota X(k). Si X tiene una funión de densidad de probabili-dad f(x) on probabilidad aumulada F (x), la densidad de probabilidad delestadístio de orden k es:
fX(k)

(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
F (x)k−1(1 − F (x))n−kf(x) (1.14)



42 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOy la densidad de probabilidad aumulada es:
FX(k)

(x) =

n∑

i=k

(
n

i

)
F i(x)[1 − F (x)]n−i (1.15)Utilizaremos los estadístios de orden para derivar el valor esperado y la varianzaexata de Photon Maps y DETP.1.8.5. Cálulo exteriorEl álulo exterior es la rama de las matemátias que formaliza el oneptode diferenial. Usaremos los oneptos de�nidos en esta seión en el estudio delas probabilidades geométrias de la geometría integral.Dado un espaio vetorial V (R), de�nimos un tensor omo una apliaiónde V n en R. Un tensor T es antisimétrio si umple la siguiente propiedad:

T (v0, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn−1) = −T (v0, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn−1) (1.16)para todos los posibles valores de los parámetros. Esto es, interambiar los va-lores de dos parámetros ualesquiera manteniendo el resto de parámetros ons-tantes ambia el signo del resultado.Dados dos tensores antisimétrios T : V n → R y S : V n → R, y 2n vetores
t0, . . . , tn−1, s0, . . . , sn−1 de�nimos el produto exterior de los tensores T y Somo un nuevo tensor T ∧ S de la siguiente forma:

T ∧ S : V 2n → K (1.17)
(T ∧ S)(t0, . . . , tn−1, s0, . . . , sn−1) = (1.18)

T (t0, . . . , tn−1)S(s0, . . . , sn−1)− S(t0, . . . , tn−1)T (s0, . . . , sn−1) (1.19)Sobre este onjunto de tensores se de�ne una operaión de difereniaión d(álulo de una derivada), on las siguientes propiedades:
df = ∇f =

n∑

i=1

~ei
∂f

∂xi
(1.20)

d(x + y) = dx + dy (1.21)
ddx = 0 (1.22)

d(x ∧ y) = dx ∧ y + (−1)kx ∧ dy (1.23)donde f es un tensor, ~ei es la base estandar de V , x, y son formas diferenialesy k es el grado de la forma diferenial (los tensores tienen grado 0; difereniaruna forma de grado k genera una forma de grado k + 1).



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 431.8.6. Geometría integralLa geometría integral es el ampo de la matemátia que estudia oneptosrelaionados on las probabilidades de interseión entre objetos geométrios.Utiliza resultados de estadístia, geometría y análisis. En el ampo de la Ilumi-naión Global basada en métodos estoástios, alular el tiempo de ómputode los algoritmos se ve di�ultado por la naturaleza estadístia de los algo-ritmos. Las fórmulas analítias que proporiona la geometría integral para laprobabilidad de interseión entre líneas y onjuntos onvexos son apliablesa la interseión rayo-objeto y rayo-nodo en una indexaión espaial. Una vezonoidas estas fórmulas, el tiempo de los algoritmos puede estimarse omo
p ∗ ti + (1 − p) ∗ tni, donde p es la probabilidad de interseión, ti es el tiempoen aso de interseión, y tni es el tiempo en aso de no interseión.Para derivar fórmulas en geometría integral, se de�ne una medida en el espa-io n-dimensional que permite de�nir una integral en el espaio. A partir de estaintegral se derivan los oneptos de longitud, super�ie y volumen, e integralesde urvatura media. Con estos datos, se derivan fórmulas que permiten alularlas probabilidades de interseión e inlusión entre distintos elementos geomé-trios. Seguimos el libro de Santaló [Santaló 02℄ para de�nir los oneptos deonjunto onvexo, medida de un onjunto de puntos, medida de un onjunto delíneas y exponer resultados usados en el estudio teório de nuestros algoritmos.Un onjunto de puntos K en el plano es onvexo si para ada par de pun-tos A, B ∈ K, se umple que AB ⊂ K, donde AB es el segmento que une Ay B. De�nimos ∂K omo la frontera de K. De�niremos la medida de un on-junto de puntos de la siguiente forma: Sean x, y oordenadas artesianas en elplano, y P un onjunto de puntos del plano. La únia medida invariante bajotransformaiones geométrias es (salvo esalados)

m(P ) =

∫

P

dx ∧ dy (1.24)donde ∧ denota el produto exterior. De�nimos la densidad de puntos omo
dP = dx ∧ dy. La probabilidad p de que un elemento aleatorio de un onjunto
X esté en un onjunto Y ⊂ X es p = m(Y )

m(X) .Una línea reta G en el plano queda determinada por el ángulo φ que ladireión perpendiular a G hae on respeto a una direión �ja (0 ≤ φ ≤ 2π)y su distania p al origen O (0 ≤ p). La medida de un onjunto de líneas Ginvariante bajo transformaiones es m(G) =
∫

G
dp ∧ dφ. De�nimos la densidadde un onjunto de líneas omo dG = dp ∧ dφ.1.8.7. Interseión entre líneas y onjuntos onvexosSea G un onjunto de líneas y K un onjunto onvexo en el plano. La medidade las líneas de G que intersean a K es:

m(G; G ∩K 6= ∅) =

∫

G∩K 6=∅
dp ∧ dφ = L (1.25)



44 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOdonde L es la longitud de ∂K.Sean K0, K1 onjuntos onvexos en En (el espaio eulídeo de dimensión
n) tal que K1 ⊂ K0. La probabilidad de que un r-plano Lr (r = 1, . . . , n− 1),elegido de auerdo on una distribuión aleatoria invariante bajo rotaión ytraslaión, que orta a K0 también orte a K1 es:

p(Lr ∩K1 6= ∅) =
Mr−1(∂K1)

Mr−1(∂K0)
(1.26)donde ∂K es la frontera de K y Mr−1 son las integrales de urvatura media.Espeializando para n = 3 (espaio tridimensional) y r = 1 (hiperplanos deuna dimensión: líneas) la probabilidad resultante es:

p(L0 ∩K1 6= ∅) =
M0(∂K1)

M0(∂K0)
(1.27)Partiularizando para uerpos onvexos K de E3, las integrales de urvaturamedia son M0 = F (área de ∂K), omo die la seión III.13.6 de [Santaló 02℄.Por tanto,

p(L0 ∩K1 6= ∅) =
F1

F0
(1.28)Es deir, la probabilidad p de que una línea reta que orta a un onjuntoonvexo también orte a otro onjunto onvexo inluído en él es el oienteentre las super�ies de los onjuntos. Esta propiedad es fundamental, ya queonstituye la base del estudio teório de los algoritmos presentados en estamemoria de tesis.Al estudiar los algoritmos de Iluminaión Global, supondremos que la dis-tribuión de los rayos sigue una distribuión uniforme (densidad invariante bajotranslaión y rotaión), y usaremos las fórmulas anteriores para estimar las pro-babilidades de interseión y los tiempos de álulo.En la veri�aión de las prediiones, puede ser neesario generar rayos (lí-neas) on una distribuión uniforme. Para generar un rayo que siga esta distri-buión, se deben generar dos puntos distribuidos uniformemente en la super�iede la esfera. Usamos el método presentado en [Sbert 96a℄ y [Tobler 98℄. Luego,la línea que une los dos puntos sigue una distribuión uniforme en la esfera,omo muestra [Rovira 05℄. El algoritmo puede verse en la �gura 1.7.1.8.8. Transformada de FourierLa transformada de Fourier permite estudiar el omportamiento de funionesperiódias omplejas mediante su desomposiión en sumas ponderadas de fun-iones trigonométrias simples. Usaremos esta transformada en la demostraiónde teoremas neesarios para el estudio teório de nuestros algoritmos.La de�niión formal de la transformada es la siguiente: Dada una funión

f : R → C, integrable Lebesgue (f ∈ L1(R)) de�nimos la transformada deFourier de f omo:
F (ξ) :=

∫ ∞

−∞
f(x) e−2πixξ dx, (1.29)



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 45Algoritmo 1.8.1: PointOnSphereSurfae()
Z ← U [−1, 1]
φ← U [0, 2π]
θ ← arcsin(z)
X ← cos(θ) cos(φ)
Y ← cos(θ) sin(φ)return (Point(X, Y, Z))Algoritmo 1.8.2: LineInSphere()
a← PointOnSphereSurfae()
b← PointOnSphereSurfae()return (Ray(a, b− a))Figura 1.7: Pseudoódigo que genera rayos uniformemente en la esfera unidad.La transformada de Fourier inversa se de�ne omo:

f(x) :=

∫ ∞

−∞
F (ξ) e2πixξ dξ, (1.30)En físia, estas transformadas permiten pasar del dominio del tiempo aldominio de la freuenia y vieversa. Si f es una funión periódia de periodo

2T , se puede de�nir la serie de Fourier asoiada a f :
f(t) ∼

∞∑

n=−∞
cn eπi n

T
t (1.31)donde

cn =
1

2T

∫ T

−T

f(t) e−πi n
T

t dt. (1.32)son los oe�ientes de Fourier.1.8.9. Teorema de muestreo de Nyquist�ShannonEn el ampo de Teoría de la Informaión, el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon [Nyquist 28, Shannon 49℄ india a qué freuenia (espaial o temporal)se debe muestrear una señal para poder reonstruirla. Formalmente:Teorema 1.8.1 Si una funión x(t) no ontiene freuenias mayores o igualesque B muestras por unidad de espaio o tiempo, está ompletamente determi-



46 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOnada por sus ordenadas en una serie de puntos espaiados a 1/(2B) unidadesde distania.Demostraión Sea F (ω) el espetro de f(t). Entones
f(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωt dω =

1

2π

∫ 2πW

−2πW

F (ω)eiωt dω (1.33)ya que se asume que F (ω) es ero fuera de la banda W . Si de�nimos
t =

n

2W
(1.34)donde n es ualquier entero positivo o negativo, obtenemos

f
( n

2W

)
=

1

2π

∫ 2πW

−2πW

F (ω)eiω n
2W dω (1.35)A la izquierda están los valores de f(t) en los puntos de muestreo. La integralde la dereha es el oe�iente n-ésimo de la expansión en serie de Fourier dela funión F (ω), usando el intervalo [−W, W ] omo periodo fundamental. Portanto los valores de las muestras f( n

2W ) determinan los oe�ientes de Fourieren la expansión en serie de F (ω), y por tanto determinan F (ω), ya que F (ω) esero para freuenias mayores que W , y para freuenias menores F (ω) quedadeterminada si sus oe�ientes de Fourier son onoidos. Pero F (ω) determinala funión original f(t) ompletamente, ya que una funión está ompletamen-te determinada si su espetro es onoido. Por tanto las muestras originalesdeterminan la funión f(t) ompletamente.Este teorema resulta fundamental en ualquier apliaión que neesite re-onstruir funiones a partir de muestras disretas, omo de heho ourre enestimaión de densidades, donde es espeialmente relevante debido a que im-pone una ota inferior al tamaño de las variaiones visibles de la funión deradiania que se pueden reonstruir al generar una imagen.Corolario 1.8.2 Si una funión tiene omponentes en freuenia mayores que2 vees el periodo de muestreo, no puede ser reonstruída sin pérdida.Utilizaremos este teorema en el álulo del valor óptimo del radio del disode Estimaión de Densidades en el Plano Tangente (seión 3.8.2).



Capítulo 2Indexaión de DisosEn este apítulo estudiaremos la Indexaión de Disos, un algoritmo quepermite mejorar los tiempos del algoritmo de Estimaión de Densidades enel Plano Tangente (DETP) . Las publiaiones relaionadas son [Garía 05℄ y[Garía 06℄. Comenzaremos omentando la razón de ser del nuevo método. Trasello se desribe en detalle su implementaión y se ompara on el algoritmode Cahé de Esferas. Finalmente se resumen los resultados y las onlusionesobtenidas.2.1. ObjetivosLos tiempos de álulo de Estimaión de Densidades en el Plano Tangente yla Cahé de Esferas, desritos en la seión 1.4.4 del primer apítulo (página 28),son demasiado altos para su uso en entornos interativos omplejos. Nuestroobjetivo es investigar formas de alular la irradiania más e�ientes en tiempo.La Cahé de Esferas reorre por orden todos los puntos donde se debe alu-lar la irradiania y para ada punto busa rayos eranos. Por tanto, su e�ieniaes lineal en el número de puntos. Si insertamos los puntos en una estrutura dedatos de indexaión espaial jerárquia, omo las desritas en la seión 1.6del apítulo anterior (página 35), podemos onseguir una e�ienia en tiempologarítmia en el número de puntos de irradiania. Denominamos al métodoIndexaión de Disos. Una ventaja adiional de este método es que se puedenestimar nuevas muestras de irradiania interpolando entre muestras eranas,omo si fuera la ahé de irradianias de�nida en [Ward 88℄, usando el métodode interpolaión desrito en esta referenia.Aunque este método está indiado sólo para métodos de estimaión de den-sidades de radio �jo, ya que en aso ontrario no se onoe a priori la zona delespaio que afeta a ada punto, Havran, en [Havran 05b℄, intenta apliar unmétodo similar a éste para Photon Maps. Sin embargo, debido a que en PhotonMaps un fotón afeta a puntos de irradiania más o menos lejanos en funióndel resto de fotones, el método no es apliable sin ambiar de forma radial la47



48 CAPÍTULO 2. INDEXACIÓN DE DISCOS
Figura 2.1: Indexaión de Disos.forma de haer estimaión de densidades.2.2. Desripión del métodoLa ténia de Indexaión de Disos rea una indexaión espaial on los dis-os de la esena. La aja englobante de los disos se subdivide reursivamente yse rea una estrutura de indexaión espaial. Posteriormente, los rayos atravie-san el índie espaial añadiendo su ontribuión a los disos que intersean. (la�gura 2.1 es un ejemplo en 2D que muestra los disos y las trayetorias de losrayos). El rayo sólo ha de seguirse hasta la primera interseión on la esenareal (o la segunda si hay super�ies ónavas); puede sin embargo atravesar unnúmero indeterminado de disos a los que irá sumando su energía. El pseudoó-digo puede verse en la �gura 2.2. El índie espaial debe ser apaz de guardardisos y alular e�ientemente todas las interseiones on un segmento (losextremos del segmento son el origen del rayo y la interseión on la esenareal). Todos los algoritmos menionados en la seión 1.6 pueden haerlo.La seión 1.7.1 del apítulo anterior (página 38) desribe algunos estudiosque permiten elegir la mejor ténia de indexaión espaial para intersear laesena real on los rayos. Ya que la posiión de los disos sigue la super�ie delos objetos, esta investigaión es apliable a esta ténia también. La seión 1.6ontiene una desripión de algoritmos útiles de indexaión espaial. Espeial-mente interesantes para Indexaión de Disos son los algoritmos que atraviesanel árbol on varios rayos a la vez (omo [Wald 01, Wald 04a℄), o inluso unaúnia vez (omo [Noguera 07℄). Este último algoritmo es muy útil en Ilumina-ión Global ya que funiona bien para rayos poo oherentes, lo que es el asoen Indexaión de Disos.El método de Indexaión de Disos tiene más rendimiento que la Cahé deEsferas uando los disos tienen un radio que es del orden de magnitud de ladistania media entre puntos en que se alula la irradiania, o menor, omoveremos a ontinuaión en la seión 2.3. Demostraremos teóriamente en laseión 3.12 que la distania media entre puntos es el radio óptimo del disopara la ténia de DETP. Para disos mayores, la Cahé de Esferas es mejor.



2.2. DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO 49Algoritmo 2.2.1: SpatialIndexing.Follow(Ray, I)
DiscList DL
Node← FirstNode(Ray)while Node 6= NULLdo {DL.Add(Node.Intersections(Ray, I))

Node← NextNode(Node, Ray, I)return (DL)Algoritmo 2.2.2: InitialDETPRadiosityCalulation(
Intersection I)

DiscList DLfor eah V ertex in the senedo disc← Disc(V ertex.pos, V ertex.nor)
disc.Energy ← 0
DL.Add(disc)

SpatialIndexingSI = CreateSI(DL)for eah Ray in the senedo DiscList Intersected = SI.Follow(Ray, I)for eah disc in Intersecteddo {disc.Energy+ = Ray.EnergyFigura 2.2: Pseudoódigo para el álulo iniial de la radiosidad.
   8%4%1% 2%

Figura 2.3: Disos en una malla típia.
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Figura 2.4: Esena del árbol, 10 000 fotones.La profundidad máxima de la indexaión espaial debe ajustarse al ambiarel tamaño del diso, ya que al reer los disos, se ortan entre sí. Dividir unvoxel rea voxels donde la mayoría de los disos perteneen a todos los voxelshijos, lo que hae que el tiempo de interseión on los hijos sea mayor que onel voxel original. Para ilustrar el problema, imagine que queremos alular lairradiania en ada uno de los vérties de la malla de la �gura 2.3 (reuerdesin embargo que DETP es independiente de geometría). Hay un diso entradoen ada vértie de la esena. Al reer el diso, se nota que una partiión delespaio no ayuda.2.3. Comparaión empíria entre la Cahé de Es-feras y la Indexaión de DisosEn esta seión se usará una esena on 71 966 triángulos y un objeto móvilde 500 triángulos (véase la �gura 2.4). Esta esena se llama la primera Esenadel Árbol. Se generó una segunda esena on un tipo distinto de árbol y desuelo, on triángulos más grandes, que se muestra en la �gura 2.5.Se usa un árbol BSP alineado a los ejes [Sung 92℄ en los primeros ejemplosde esta seión, y se usa un Otree en la omparaión posterior, más ompleta.Los resultados de tiempos para el árbol BSP se muestran en el Cuadro 2.1(E es la Esena, F es el número de fotones, y Radio orresponde al radio deldiso en DETP). Se muestra el tiempo para alular la fase de estimaión de
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Figura 2.5: Segunda Esena del Árbol, 20 000 fotones.densidades para la esena orrespondiente y el tamaño relativo del radio deldiso. En este apítulo, todos los tiempos se expresan en segundos, y los radiosomo porentajes del tamaño de la esena. El número óptimo de primitivas porvoxel puede verse en el uadro 2.2. Se puede observar laramente ómo al reerel tamaño de los disos, es mejor un árbol de menor profundidad on mayordensidad de disos en las hojas, omo omentamos en la seión anterior.Los triángulos del suelo tienen aristas uya longitud es aproximadamenteel 2% de la longitud de la esena y los triángulos del árbol tienen aristas deaproximadamente el 1%. Puede verse que para tamaños de los disos por debajodel 4% de la esena, la Indexaión de Disos es más rápida que la ahe deesferas. Para 20 000 fotones, los resultados sólo son mejores para tamaños del1% y 2%.Este uadro muestra que el rendimiento de la Indexaión de Disos disminuyeal aumentar el area de los disos. Puede verse que para la segunda esena losresultados son mejores usando disos más grandes on respeto a la primeraesena, debido al heho de que el tamaño de los triángulos ha aumentado. Paradisos grandes una subdivisión espaial de grano �no no es útil, ya que provoamuhas interseiones repetidas on el diso al atravesar la estrutura por losrayos.Para haer una omparaión más ompleta entre las ténias, se realizaronuna serie de experimentos on la primera esena, usando un otree omo basepara la Indexaión de Disos. Los experimentos llevados a abo ambian lassiguientes tres variables:Radio del diso de DETP (1%, 2%, 4%, 8% y 16% de la esena)



52 CAPÍTULO 2. INDEXACIÓN DE DISCOSAlgoritmo E F Radio1% 2% 3% 4%Cahe de Esferas 1 10k 4,45 5,70 7,32 9,24Indexaión de Disos 1 10k 1,46 3,43 7,18 17,79Cahe de Esferas 1 20k 5,50 8,16 11,38 15,89Indexaión de Disos 1 20k 2,89 6,82 14,12 41,95Cahe de Esferas 2 20k 2,28 2,86 3,79 7,83Indexaión de Disos 2 20k 1,34 2,17 3,22 10,29
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Cuadro 2.1: Tiempo de ómputo de la Cahé de Esferas y la Indexaión deDisos para distintas esenas. Tiempo omo funión del radio del diso.Esena Fotones Radio1% 2% 3% 4%1 10 000 20 20 50 8001 20 000 20 20 200 16002 20 000 40 80 160 32000Cuadro 2.2: Mejor número de primitivas por voxel para la indexaión de disoomo funión del radio del diso.Profundidad máxima del otree (5, 6, 7 u 8 niveles)Número de fotones (entre 100 y 409 600)Las muestras on los resultados de tiempos de todos los experimentos pue-den verse en el apéndie A; en este apítulo mostraremos sobre todo grá�asresumen. Mostraremos grá�amente los ostes de rear la Indexaión de Dis-os para los distintos tamaños de diso y profundidad, y los ompararemos on
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Figura 2.6: Tiempo para alular la estimaión de densidades. Radio 1% de laesena. Tiempo en funión del número de fotones.
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Figura 2.7: Tiempo para alular la estimaión de densidades. Radio 2% de laesena. Tiempo en funión del número de fotones.la ahé de esferas. También estudiaremos el oste de ada aso para diferen-tes números de rayos, y �nalizaremos on una grá�a que muestra el númerode fotogramas para amortizar el oste de la reaión del árbol de disos (i.e.a partir de este número de fotogramas, el osto total de Indexaión de Disoses menor que el de la ahé de esferas). Un grá�o on el tiempo de ómputopara distintos tamaños de radio del diso puede verse en las �guras 2.6 (1%),2.7 (2%), 2.8 (4%), 2.9 (8%) y 2.10 (16%). Cada �gura ontiene los resultadosde ino ejeuiones: Indexaión de Disos usando un Otree on profundidadmáxima del árbol de 5, 6, 7 u 8 niveles, y Cahé de Esferas.Por otra parte, también es interesante ver ómo afeta el tiempo de reaión
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Figura 2.8: Tiempo para alular la estimaión de densidades. Radio 4% de laesena. Tiempo en funión del número de fotones.
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Figura 2.9: Tiempo para alular la estimaión de densidades. Radio 8% de laesena. Tiempo en funión del número de fotones.del árbol. Las �guras 2.11 a 2.15 muestran el número de fotogramas neesariospara amortizar la reaión del árbol, para un radio de diso entre el 1% yel 16% de la esena, en funión del número de rayos trazados. Los hueos delas grá�as son puntos donde la Cahé de Esferas es más e�iente. Se puedeobservar que para disos de tamaño pequeño el tiempo de reaión del árbolpuede amortizarse en unos 100 a 200 fotogramas (5 a 10 segundos de pelíula a20 fotogramas por segundo). Para tamaños de diso muy grandes el tiempo deamortizaión se dispara, o bien la Cahé de Esferas es más e�iente.
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Figura 2.10: Tiempo para alular la estimaión de densidades. Radio 16% dela esena. Tiempo en funión del número de fotones.
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Figura 2.11: Fotogramas para amortizar la reaión del árbol en Indexaión deDisos, usando un Otree. Radio 1% de la esena.
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Figura 2.12: Fotogramas para amortizar la reaión del árbol en Indexaión deDisos, usando un Otree. Radio 2% de la esena.

 1

 10

 100

 1000

 10000

 100  1000  10000  100000  1e+06

Profundidad 5
Profundidad 6
Profundidad 7
Profundidad 8

Figura 2.13: Fotogramas para amortizar la reaión del árbol en Indexaión deDisos, usando un Otree. Radio 4% de la esena.



2.3. CACHÉ DE ESFERAS VERSUS INDEXACIÓN DE DISCOS 57

 1

 10

 100

 1000

 10000

 100  1000  10000  100000  1e+06

Indexación de Discos, Octree, profundidad 5
Indexación de Discos, Octree, profundidad 6
Indexación de Discos, Octree, profundidad 7

Figura 2.14: Fotogramas para amortizar la reaión del árbol en Indexaión deDisos. Radio 8% de la esena.
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Figura 2.15: Fotogramas para amortizar la reaión del árbol en Indexaión deDisos. Radio 16% de la esena. Se observa laramente que el método no esadeuado para disos tan grandes.



58 CAPÍTULO 2. INDEXACIÓN DE DISCOS2.4. ResultadosLos resultados más importantes a destaar son:Para radios pequeños, la Indexaión de Disos on la máxima profundidades siempre mejor que la Cahé de Esferas, y mejora los tiempos en granmedida (hasta 50% para 409600 fotones). Por tanto, este método es muybene�ioso en la generaión de imágenes de gran alidad, en la que el sesgodebe ser muy pequeño.El rendimiento de la Indexaión de Disos baja más rápido que el de laCahé de Esferas onforme ree el tamaño del diso.Los requerimientos de memoria de la Indexaión de Disos reen muyrápido al reer el tamaño del diso, si la profundidad del árbol se mantieneonstante.La profundidad del otree debería disminuir al reer el tamaño del diso,de modo que se evite la opia de disos en muhos nodos veinos. Grandestamaños de diso, por tanto, disminuyen la e�ienia de esta ténia, quedeja de ser ompetitiva on la Cahé de Esferas.En este ejemplo, para radios de tamaño pequeño y profundidades bajas,la Indexaión de Disos es útil uando el número de fotones es menos de10 000.Como resumen, este método es útil tanto para imágenes de muy alta alidad(on disos pequeños y potenialmente un número de rayos alto) omo parasimulaiones rápidas de baja alidad (on un número de rayos relativamentepequeño). Los asos intermedios se gestionan de forma más e�iente on laCahé de Esferas.2.5. ConlusionesSe ha diseñado e implementado una ténia de indexaión espaial de lospuntos de irradiania para Estimaión de Densidades en el Plano Tangente,que hemos llamado Indexaión de Disos. Hemos omparado esta ténia on laCahé de Esferas, usando dos esenas de omplejidad media. La nueva téniaobtiene mejores resultados que la Cahé de Esferas para el aso de disos pe-queños y un número relativamente bajo de rayos. Veremos en el apítulo 4 queestas araterístias lo haen útil para optimizar parte del álulo inrementalde la iluminaión.Se observa también una gran mejora de los tiempos para disos muy peque-ños y un alto número de rayos; por tanto esta ténia es útil para imágenes dealta alidad. Finalmente, este método es ompatible on la estimaión de nuevasmuestras de irradiania por interpolaión. Como desventaja, hay que tener enuenta que la gestión de una indexaión espaial basada en árboles oupa bas-tante más memoria que la lista lineal de la Cahé de Esferas, lo que limita su uso



2.5. CONCLUSIONES 59en entornos de poos reursos. Sin embargo, en el aso de algoritmos grá�os in-terativos, las restriiones de tiempo son normalmente muho más importantesque las de memoria, así que se suelen preferir algoritmos más rápidos aunqueonsuman más memoria.
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Capítulo 3Estudio teório de lae�ienia de las téniasEn este apítulo estudiaremos de forma teória la varianza, el sesgo y lae�ienia de las distintas ténias de iluminaión global menionadas anterior-mente. Parte de este apítulo ha sido publiado previamente en [Garía 05,Garía 06℄.3.1. ObjetivosMuy a menudo los algoritmos nuevos se omparan on algoritmos anterioreson un onjunto pequeño de esenas de prueba. Aunque existe un onjunto estan-darizado de esenas de prueba [Lext 00℄, éste no siempre se usa, ya que muhosmétodos están diseñados espeí�amente para esenarios on araterístias es-peiales (áustias, �uoresenia, esenas de omplejidad extremadamente alta,et) que o bien no están representados en el estandar, o bien representan unporentaje muy pequeño de las esenas. El estandar también está en evoluión,añadiendo nuevas esenas on estas araterístias.Estamos interesados en omparar algoritmos en general, para ualquier tipode esena. Esto nos lleva a un estudio teório de los algoritmos. La seión 3.2omenta ómo omparar entre sí algoritmos estoástios. Aparte del tiempo deómputo, en estos algoritmos es importante el error de la soluión obtenida, asíque hay que tener en uenta ambas osas. La medida de e�ienia de�nida enesa seión es una forma útil.La seión 3.3 de�ne los oneptos de sesgo y varianza, e introdue resul-tados útiles en el estudio de los algoritmos. En partiular, se de�ne una otade la varianza para algoritmos de estimaión de densidades, y se presenta unestimador de la varianza.Tras esto se realizará un estudio de la onvergenia, el sesgo, la varianza y laomplejidad de las ténias de iluminaión global usando métodos estoástiosmás utilizadas: Cuenta de Impatos, Photon Maps, Estimaión de Densidades en61



62 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOel Plano Tangente (DETP) y Ray Maps, seguido de un estudio de la e�ienia entiempo de distintas variantes de Estimaión de Densidades en el Plano Tangente,para distintos valores de los parámetros.Los distintos algoritmos que tienen la misma ténia de estimaión de densi-dades subyaentes alularán la misma soluión para ualquier esena y onjuntode rayos (aunque tardarán tiempos diferentes). En este aso, los algoritmos pue-den ompararse alulando el tiempo de ómputo en funión del tamaño de laesena (número de disos y tamaño) y del número de rayos. Por tanto, en par-tiular podemos omparar la e�ienia de los algoritmos que usan DETP entresí sin onsiderar la varianza. El apítulo onluye on una seión de estimaiónautomátia de parámetros para DETP, que usa resultados teórios del estudiopara enontrar óptimos de los distintos parámetros. La notaión usada en esteapítulo se resume en el Cuadro 3.1.Para omparar entre sí las otras ténias de estimaión de densidades (Cuen-ta de Impatos, Photon Maps, o los otros métodos de estimaión de Ray Maps),se debe usar el estudio de varianza y error, mediante la medida de e�ienia dela seión siguiente.El estudio de la omplejidad de los algoritmos neesita abstraerse de los pa-rámetros onretos de una simulaión determinada. Las variables del estudio sonel número de álulos de irradiania (omplejidad de la esena) y el número derayos (omplejidad de la iluminaión). Para alular el tiempo promedio de losalgoritmos es neesario una estimaión del número de interseiones rayo-diso,que dependen de la distribuión de los rayos. Supondremos una distribuión uni-forme de rayos en el espaio, y alularemos la medida del onjunto de rayos queintersean un volumen �nito. Esta suposiión no realista es esenial para obtenerfórmulas matemátias para la probabilidad de interseión. Es una suposiiónomún [Aronov 02, Aronov 03℄, también usada implíitamente en [Reinhard 96℄,y que funiona bien en la prátia.Para integrar, neesitamos una medida para el espaio de rayos que seainvariante bajo rotaión y translaión [Santaló 02℄. Esto signi�a que todas lasposiiones y direiones son igualmente importantes. La medida se llama µℓ en[Aronov 03℄ y permite de�nir la densidad de los rayos; se usa implíitamente enlas siguientes seiones.Un estudio asintótio del rendimiento de los algoritmos en el aso promedioes útil para probar la esalabilidad, así que usaremos la notaión O() para verel omportamiento de los distintos algoritmos en funión de los parámetros.3.2. Comparaión teória entre distintos algorit-mosPara omparar distintos algoritmos de estimaión de densidades, a veesejeutarlos en un número limitado de esenas preseleionadas no es su�iente.Algunos algoritmos tienen ventajas e inonvenientes que dependen de la esenaprobada. Si las esenas no son onoidas a priori, las omparaiones entre los



3.2. COMPARACIÓN TEÓRICA ENTRE DISTINTOS ALGORITMOS 63Estudio de varianza
L, L̂, Lmax Radiania, estimador de radiania y radiania máxima
Rmax Re�etividad máxima
φT Energía total
A Área de la esena
A0 Área de la envolvente onvexa de la esena
K Razón entre el área máxima y mínima de los parhes
P = {Pi} Conjunto de muestras de irradiania
nP = #P Número de muestras de irradiania
dP Distania promedio entre muestras de irradiania
nR Número de rayos
p1 Probabilidad de interseión de un rayo on una super�ie
nV Número de vérties de la esena
Ti, ATi

Triángulos de la esena y área asoiada
s Número de triángulos que omparten un vértie en el ma-llado
k Fotones busados por Photon Maps
rPM , VPM Distania al impato k y volumen que engloba a los fotonesEstudio de la omplejidadCantidades relaionadas on esferas
S = {Si} Conjunto de esferas
ri Radio de Si

r0 =Envolvente de la esena; ∀i > 0, ri = ri−1Q = r0Q
i

ni Número de rayos que intersean Si

ti Costo de realular Si

Vi = 4
3πr3

i Volumen de Si

mi Número de reálulos de la esfera Si on ordenaión depuntos.
k Número de esferasCantidades relaionadas on el tiempo
u Tiempo de interseión Rayo-Diso
t Tiempo de interseión Rayo-Esfera
TR Tiempo para realular las esferas on ordenaión de puntos
TI Tiempo de interseión diso-esfera interna
T = TR + TI Tiempo del algoritmoOtros símbolos
0 <Q< 1 Razón de radios entre dos esferas
d Radio del diso en DETP
Ad Área del diso en DETP
z Multipliidad del árbol en la Cahé de Esferas Multilista
a Arista de la aja englobante de la esena (para Ray Maps)
Rk Rayos en un voxel a profundidad k (para Ray Maps)Cuadro 3.1: Símbolos usados en el estudio teório.



64 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOalgoritmos se pueden haer estudiando teóriamente su rendimiento en tiempoy varianza on respeto a la omplejidad de la esena. Los algoritmos puedenompararse en ese aso usando la medida de e�ienia que de�nimos aquí:E�ienia =
1Tiempo Varianza (3.1)donde Tiempo y Varianza se re�eren al tiempo para alular la fase de estimaiónde densidades de los algoritmos, y a la varianza de la soluión obtenida (no setiene en uenta la fase de fotosimulaión).Otra ventaja de onoer la varianza de los algoritmos es ser apaz de estimarel error sin generar una ostosa imagen de referenia, omo se muestra en lasiguiente seión.3.3. Análisis del sesgo y de la varianiaCuando se usa un algoritmo estoástio, la exatitud del algoritmo y su osteomputaional están relaionados. En omparaión on algoritmos no estoás-tios, a ambio de un tiempo de ómputo bastante más pequeño, el algoritmoobtiene un estimador aleatorio de la soluión. Si el estimador onverge a la so-luión verdadera, el algoritmo no tiene sesgo. A menudo algoritmos on sesgopueden produir soluiones muho más rápido, on el inonveniente de disminuirla exatitud.Los algoritmos estoástios usan variables aleatorias durante su ejeuión, yel resultado �nal del algoritmo puede verse también omo una variable aleatoria.Las variables aleatorias tienen varianza. Esto signi�a que distintas ejeuionesde los algoritmos produen soluiones distintas, y la diferenia entre la soluiónreal y una ejeuión determinada es una variable aleatoria proporional a la raízuadrada de la varianza (la desviaión típia σ).El sesgo de un algoritmo es la diferenia entre la soluión orreta y lasoluión promedia que el algoritmo obtiene. Buenos algoritmos reduen el sesgoonforme los parámetros (número de rayos, et) aumentan, y onvergen a lasoluión orreta uando los parámetros divergen. Formalmente, el sesgo en unpunto P es

BiasP = L(P )− E(S(P )) (3.2)donde L es la radiania y S(P ) es el resultado del algoritmo.Cuando se diseñan algoritmos dentro del ampo de Grá�os por Ordenador,es onveniente ompararlos on algoritmos existentes para demostrar que sonmejores que el resto de ténias en algún sentido. Normalmente se ompara eloste y el error de la ténia nueva on repeto a las anteriores. El error de unalgoritmo se alula normalmente usando la media de los errores generados porel algoritmo en ada pixel, usando una imagen de referenia. Alternativamente,podemos usar un estudio de omplejidad en tiempo de los algoritmos, sesgo yvarianza para omparar los algoritmos.



3.3. ANÁLISIS DEL SESGO Y DE LA VARIANCIA 65La mayoría de los algoritmos de Estimaión de Densidades (y en partiu-lar los algoritmos de Cuenta de Impatos, Photon Maps, DETP y Ray Maps,que estudiamos en este apítulo) funionan enontrando muestras de energía,sumándolas, y dividiendo por el área oupada. Otra forma de ver estos métodosde estimaión es omo un produto esalar en un espaio vetorial de funionesde uadrado integrable: E(L̂) = 〈kP |L〉, donde L̂ es el estimador de la radianiay kP es el núleo de la estimaión de densidades en un punto P (esta es lafunión que asigna pesos a las distintas muestras en funión de su distania alpunto). El número de muestras de energía en una región sigue una distribuiónbinomial. Si el núleo de la estimaión de densidades es onstante (salvo PhotonMaps, los menionados arriba), el valor esperado de la distribuión binomial
E =

k=n∑

k=0

b(k; n, p1) (3.3)se está muestreando para ada estimaión de la radiania en un punto, donde
n es el número de rayos generados nR, p1 es la probabilidad de que un rayointerseque (la interseión se de�ne de forma diferente para los distintos méto-dos: impatos en super�ies o trayetorias) en la veindad del punto de álulode radiania, y k es el número de rayos era del punto. Este valor E se multi-plia después por la energía de ada fotón y se divide por el área muestreada.Los algoritmos on núleo onstante permiten obtener un límite superior de lavariania para esenas difusas on la siguiente fórmula ([Shirley 92℄):

V ar(L̂) ≤ Rmax

(1−Rmax)πKA
Lmax

φ2
T

nR
(3.4)donde Rmax es la re�etividad máxima, A es el área de la esena, K es eloiente entre el área del parhe más grande y el más pequeño, Lmax es laradiania máxima, y φT es la potenia. Las fórmulas para la variania de losdistintos métodos se pueden obtener usando estadístios de orden o estimaiónde densidades, pero estas fórmulas dependen de la radiania entrante, que esdesonoida.Debido a esto, aparte de aotar la varianza de los algoritmos, alularemosuna aproximaión al valor de la varianza. Para poder alular esta aproximaiónse asumirá una distribuión uniforme de rayos y puntos de irradiania. Para unaesena dada, la varianza de los algoritmos sólo depende del número de muestrasenontradas y del área. La varianza es diretamente proporional al uadradode la potenia de los fotones e inversamente proporional al número de rayostrazados y al área donde se están busando los fotones:

V ar(L̂) ≈ c1 ×
φ2

T

nR A
(3.5)donde L̂ es de nuevo el estimador de radiania, c1 es la onstante que tiene enuenta el resto de los efetos, nR es el número de rayos, A es el área, y φT esla potenia de los fotones. Todos los fotones tienen la misma potenia, ya que



66 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOes más e�iente absorber o re�ejar el fotón entero en las interaiones on lassuper�ies.En las siguientes seiones se estudiarán los distintos algoritmos siguiendo elsiguiente esquema: primero una desripión del algoritmo, luego un estudio de laonvergenia y el sesgo, un estudio de la varianza (se aotará primero la varianzade ada algoritmo en el aso general, y después se realizará una estimaión dela radiania suponiendo una distribuión uniforme de rayos), y �nalmente unestudio de la omplejidad algorítmia.3.4. Cuenta de ImpatosEl algoritmo de Cuenta de Impatos (seión 1.4.1) divide la geometría de laesena en parhes. La simulaión del transporte de la luz onsiste en tirar rayosdesde las fuentes de luz, y re�ejarlos o absorberlos en las super�ies de auerdoon la BRDF. En ada parhe se va aumulando la energía de los fotones quelo golpean, para poder reonstruir la radiania posteriormente.Para evitar que los parhes sean visibles en la imagen �nal, se realiza unainterpolaión dentro del parhe. La mayoría de las esenas hoy en día se mo-delan mediante triángulos, así que en la prátia muhas vees ada triánguloes un parhe. En este aso, a los vérties se les asigna un valor de radianiapromediando el valor de los triángulos a los que pertenee, y tras ello se haeuna interpolaión trilineal dentro del triángulo.3.4.1. Convergenia y SesgoLa primera fase de la Cuenta de Impatos (álulo de radiania en un parheompleto) onverge a la densidad de energía promedio en ada triángulo on-forme el número de rayos aumenta. Sea {Ti} el onjunto de los N triángulos dela esena.
E(L̂(Ti)) =

1

A(Ti)

∫

p∈Ti

L(p)dA(p) (3.6)(Notaremos la radiania on el símbolo L, y los estimadores de radiania L̂).El triángulo Ti tiene un área A(Ti). El estimador de radiania en ada vértiese alula promediando los triángulos que ontienen el vértie. Si un vértie Vpertenee a distintos triángulos Ti, entones
L̂(V ) =

1

n

n∑

i=1

L̂(Ti) (3.7)Para alular la radiania dentro de un triángulo se hae una interpolaión trili-neal de los valores de radiania que se han alulado en los vérties, on objetode que la división en triángulos no sea visible. Formalmente, en un punto p onoordenadas bariéntrias p0, p1, p2, perteneiente a un triángulo on vérties



3.4. CUENTA DE IMPACTOS 67
v0, v1, v2, el estimador es

L̂(p) =

2∑

i=0

piL̂(vi) (3.8)La diferenia entre la radiania en un punto y el valor esperado de la radian-ia en el punto es el sesgo de la Cuenta de Impatos:
Biasp = L(p)− E(L̂(p)) (3.9)donde Biasp es el sesgo de un punto dado p.3.4.2. VarianzaUsaremos la ota de la varianza de algoritmos de radiosidad de Monte Carlodesrita por Shirley (seión 3.3) y apliaremos los resultados a la Cuenta deImpatos. (en Cuenta de Impatos, ada triángulo es un parhe de radiania).Suponemos que existe una radiania máxima Lmax, y que el oiente entrelas áreas del triángulo mayor y menor es K. La varianza en un triángulo estáaotada por

var(L̂(Ti)) ≤
NRmaxLmaxφ2

T

(1−Rmax)πKAnR
(3.10)donde N es el número de triángulos, Rmax es la re�etividad máxima de laesena, φT es la potenia total, A es el área de la esena y nR es el númerode rayos. El estimador de radiania de un vértie Vj es el promedio de losestimadores de los nvj

triángulos que ontienen el vértie, así que la varianza seredue.
var(L̂(Vj)) ≤

NRmaxLmaxφ2
T

π(1−Rmax)nvj
KAnR

(3.11)El estimador �nal para un punto es el promedio de la radiania de los vértiesdel triángulo. En el barientro del triángulo, el área que se usa es el de todos lostriángulos que lo rodean. El triángulo se usa tres vees, los triángulos que om-parten una arista on el triángulo se usan dos vees, y el resto de los triángulosuna únia vez. El resultado para los vérties va, vb, vc es nva
+ nvb

+ nvc
− 5. Lavarianza es

var(L̂(Vj)) ≤
NRmaxLmaxφ2

T

(1−Rmax)π(nva
+ nvb

+ nvc
− 5)KAnR

(3.12)La varianza en otros puntos del triángulo depende de las oordenadas del puntoy ambia de forma suave de la euaión 3.11 a la euaión 3.12.Si suponemos una distribuión uniforme de rayos, podemos alular unaaproximaión a la varianza en un triángulo. Sea AT el área del triángulo, y s elnúmero de triángulos a los que pertenee ada vértie. Como la ontribuion delos impatos se suma en los triángulos y más tarde a los vérties se les asigna



68 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOuna radiania que es el promedio de la de los triángulos a los que perteneen, elárea usada es:
Aused ≈ AT (3s− 5) (3.13)(suponemos por simpliidad que triángulos eranos tienen un área similar enla triangulaión). Si el resto de fatores es el mismo, nuestro estimador de lavarianza en el triángulo es

V ar(L̂) ≈ c1 ×
φ2

T

nRAT (3s− 5)
(3.14)on c1 la onstante que tiene en uenta el resto de los efetos. (este resultadose obtiene de ambiar el área usada en la euaión 3.5). Podemos observar queun mallado en el que los vérties se omparten por más triángulos produeuna reduión de la varianza. Esta reduión está aompañada desde luego porun aumento del sesgo, debido a que se usa un área mayor para promediar.Resumiendo, podemos destaar que la varianza es inversamente proporional alnúmero de rayos y al área del triángulo.3.4.3. ComplejidadEl oste del algoritmo puede dividirse en las siguientes fases:Aumulaión de la energía en los triángulos (una suma para ada rayo):

O(nR)Cálulo de la densidad de energía en ada triángulo: O(N)Interpolaión de los vérties: O(nV s)Interpolaión dentro de los triángulos: O(nP )donde nV es el número de vérties, y nP el número de muestras de irradiania. Eloste total es O(nR + nV s + nP ). Como el número de vérties es proporionalal número de triángulos (nV ∝ N), el oste puede también desribirse omo
O(nR + N s + nP ) uando esta formulaión sea más útil.3.5. Photon MapsEn la seión anterior vimos ómo el algoritmo de Cuenta de Impatos tieneuna fase de fotosimulaión seguida de una fase de estimaión de densidades.La limitaión del algoritmo es que sólo se pueden generar estimadores de laradiania interpolados dentro de un triángulo; por el ontrario, Photon Mapspuede estimar la radiania en ualquier punto de una super�ie, aunque a ostade almaenar todos los fotones en una estrutura de datos kd-tree (seión 1.4.3).Photon Maps alula la irradiania en un punto p busando los k impatosde fotones más eranos, añadiendo la energía de los primeros k−1, y dividiendopor el área de un írulo on radio la distania al impato k-ésimo. Sin embargo,



3.5. PHOTON MAPS 69si los fotones no se enuentran en el mismo plano que el punto, o si el puntoestá era de un borde y no hay super�ie para que los fotones impaten delotro lado del borde, se introdue sesgo.3.5.1. Convergenia de Photon MapsComenzaremos demostrando que Photon Maps onverge para una funión deradiania onstante en un diso; tras ello se india la demostraión general. Sea vel valor onstante de la radiania entrante por unidad de área en el diso unidad.La fase de fotosimulaión impatará n rayos en el diso on una distribuiónuniforme, ya que la radiania entrante es onstante. El área del diso unidad es
π, y el onjunto de impatos tiene una funión de distribuión

f(x) =

{
1
π si |x− p| ≤ 1
0 en otro aso (3.15)donde p es el entro del diso.La funión de distribuión de la distania al entro se puede alular viendoque la medida de los puntos a una distania d es la longitud de la irunfereniade radio d:

f(x) = a2πx (3.16)donde a es una onstante para obligar a que f tenga integral 1 en el rango dedistanias válidas [0,1℄. Resolviendo queda aπ = 1, así que
f(x) = 2x (3.17)La distribuión aumulada es

F (x) =

∫ x

0

f(x′)dx′ = x2 (3.18)Usando los oneptos de la seión 1.8.4, la distribuión del estadístio deorden k (la distania del impato busado por Photon Maps) es
fx(n)

(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
F k−1(x)(1 − F (x))n−kf(x) (3.19)El estimador de Photon Maps es

g(R) =
(k − 1)φ

πR2
(3.20)donde R es la distania del k-ésimo impato más erano y φ = πv/n es laenergía de un fotón (el π es el área del diso).La esperanza del estimador de Photon Maps es

E(g(R)) =

∫ 1

0

g(R)fx(n)
(R)dR = v (3.21)



70 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOLa demostraión general puede desribirse de la siguiente forma: Sea v elvalor de la radiania en el punto de interés P (supongamos radiania ontínua en
P ). Si v > 0, existe una ǫ-bola donde todos los puntos tienen radiania positiva.Conforme n diverge, el número esperado de impatos en la ǫ-bola diverge. Portanto, fx(n)

tiende a una δ de Dira on probabilidad uno. Tomando el límiteuando ǫ→ 0, podemos onsiderar un diferenial de área alreadedor de P , dondela radiania es onstante, y usar el razonamiento anterior para demostrar quePhoton Maps onverge a v (el requerimiento de la existenia de la bola signi�aque los puntos en un borde puede que no onverjan).La desripión original de Photon Maps [Jensen 95℄ (y todas las refereniasrelaionadas onoidas por nosotros) indian que se debe usar la energía de los kimpatos más eranos. Sin embargo, en ese aso el estimador tiene un sesgo, yaque se produe una sobreestimaión de k
k−1 . En Photon maps, k = 20, así que elsesgo es del 5% (también se realizó un test empírio para on�rmar el resultadoteório). En algunos algoritmos, los resultados se normalizan dividiendo por elvalor máximo obtenido, así que esto no es un problema. Sin embargo, dado quela fase de �nal gathering de Photon Maps ombina distintos estimadores parala iluminaión direta e indireta [Jensen 01℄, este sesgo debería ser tenido enuenta. También hay que tener uidado al desarrollar nuevos algoritmos basadosen Photon Maps.3.5.2. SesgoLas fuentes de sesgo para Photon Maps pueden lasi�arse en uatro tipos:de borde, de proximidad, sobreestimaión y topológio. Estudiaremos de formaseuenial los distintos tipos de sesgo.Photon Maps alula la radiania promedio en una semiesfera que rodea alpunto. Cuando el punto está en el extremo de una super�ie el valor aluladotiene sesgo de borde [Havran 05a℄. Photon Maps estima la densidad de energíasumando la energía de los impatos y dividiendo por el área del írulo. Elresultado de esto es un estimador de la radiania muho menor que el orretoera de los bordes, ya que hay una zona inalanzable. Hay dos soluiones paraeste problema. Una es tener en uenta los rayos que no intersean ningunageometría pero intersean el diso (el método de Estimaión de Densidades enel Plano Tangente, que estudiaremos en la seión 1.4.4). La otra es dividir porel área de la zona alanzable, omo haen Hey y Purgathofer [Hey 02℄. En esteaso se usa informaión de geometría en las eranías del punto para evitar elsesgo de borde de Photon Maps menionadao en esta seión, dividiendo por unárea orregida. El área se estima usando geometry feelers para enontrar zonasinalanzables.El sesgo que se produe si no se implementa ninguna de las soluiones men-ionadas es la subestimaión de la radiania por un fator que es la fraión deárea alanzable, tras proyetarla en el plano tangente. Conforme el número deimpatos diverge, este sesgo tiende a ero en los puntos que no están situadosen un borde.El segundo sesgo a tener en uenta es el sesgo de proximidad, que se re�ere al



3.5. PHOTON MAPS 71heho de que el estimador tiende a la radiania promedio en el írulo entrado enel punto, on radio la distania al k-ésimo impato. El sesgo de sobreestimaiónaparee si se añade por error la energía del k-ésimo fotón. Finalmente, el sesgotopológio se re�ere al heho de que si la super�ie que ontiene al punto no esplana, el estimador del área no será orreto.3.5.3. VarianzaEn general, la varianza de Photon Maps en el punto P es
V ar(gp(R)) = E(g2

p(R))− E2(gp(R)) (3.22)donde gp se re�ere al estimador en un punto dado p (la de�niión es la de g en laseión 3.5.1 pero la distribuión de probabilidad de la distania a los impatosdepende del punto, así que lo indiamos explíitamente), mientras que el erroruadrátio medio para un onjunto de muestras de irradiania {Pi} es
Error =

∑

i

(L(Pi)− E(gPi
(R)))2 (3.23)y estas fórmulas no pueden simpli�arse sin informaión adiional.Es posible obtener una ota de la varianza usando estadístios de orden. Engeneral, la varianza de un estadístio de orden está aotado por la siguientefórmula ([Papadatos 95℄):

V ar(Xk:n) ≤ σ2
n(k)σ2 (3.24)donde Xk:n es el estadístio de orden k de n variables aleatorias independientesigualmente distribuidas X1,. . . ,Xn on variania σ2, y σ2

n se de�ne omo
σ2

n(k) = sup
0<x<1

(
Ix(k, n + 1− k) · (1 − Ix(k, n + 1− k))

x(1 − x)

) (3.25)
Ix es la funión beta inompleta

Ix(a, b) =
1

B(a, b)

∫ x

0

ua−1(1− u)b−1du (3.26)La varianza σ2 de la distribuión subyaente de impatos está aotada por laeuaión 3.4 de la seión 3.3. Sustituyendo la euaión 3.24 en la euaión 3.4obtenemos
V ar(L̂) ≤ σ2

nR
(k)

Rmax

(1−Rmax)πA
Lmax

φ2
T

nR
(3.27)En el aso de Photon Maps, k es 20 y nR es varias órdenes de magnitud másgrande que k. En estas irunstanias, σ2

nR
(k) tiene un valor muy pequeño.Conforme el número de rayos aumenta, σ2

nR
(k) disminuye. Cuando el númerode rayos diverge, σ2

nR
(k) tiende a 1.



72 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOSi omparamos la euaión 3.27 on la orrespondiente de la Cuenta deImpatos (euaión 3.12), podemos observar que el método de Photon Mapsserá mejor si
N

(nva
+ nvb

+ nvc
− 5)K

> σ2
nR

(k) (3.28)En esenas donde los triángulos sean de tamaños similares (K ≈ 1), podemosver que onforme el número de rayos aumenta, el método de Photon Maps tieneuna reduión en varianza on respeto a la Cuenta de Impatos.La ota desrita en la euaión 3.27 está en muhos asos lejos del valor real.Si asumimos una distribuión uniforme de nR rayos, se pueden obtener algunasaproximaiones útiles de la variania. Photon Maps busa los k fotones máseranos en una esfera on radio reiente. Denotaremos aquí rPM la distaniaal impato k-ésimo. VPM es el volumen de la esfera orrespondiente. V0 y r0orresponden a la esfera envolvente de la esena (seión 3.3). Dado que
k = nR ×

VPM

V0
= nR ×

r3
PM

r3
0

(3.29)(omo los impatos están distribuidos uniformemente, la fraión de impatos esel oiente entre los volúmenes) el radio rPM de una esfera SPM on k fotoneses:
rPM =

3
√

kr0

3
√

nR
(3.30)El área del írulo máximo de la esfera es

A = πr2
PM =

π
3
√

k2r2
0

3
√

n2
R

(3.31)El estimador de variania (usamos la euaión 3.5) es
V ar(L̂) ≈ c2

3
√

n2
R

π
3
√

k2r2
0nR

=
c2

πr2
0

3
√

nRk2
(3.32)Los puntos afetados por la orreión en el algoritmo desarrollado por Heyet al menionado en la seión anterior tienen un inremento de varianza que esel uadrado del oiente entre las áreas orregidas y sin orregir.3.5.4. ComplejidadLa omplejidad de Photon Maps depende del oste de enontrar los fotonesen la estrutura de indexaión espaial que los ontiene (el kd-tree). El proe-dimiento se llama formalmente una búsqueda del veino más erano, y puederealizarse en tiempo logarítmio [Bentley 75℄. Llamaremos t al oste de subir obajar por la estrutura un únio paso. Como el árbol está balaneado, el ostedel algoritmo de Photon Maps es omo máximo t k log2(nR).



3.6. ALGORITMOS BASADOS EN TRAYECTORIAS DE RAYOS 73En la prátia, desplazarse a los nodos veinos puede realizarse en tiempoonstante. Si el árbol está densamente poblado, hay 23z − 1 veinos a una dis-tania z, que se pueden enontrar dando 2z pasos. Para k impatos, la distaniaserá z = log2(k)/3. Por tanto, el osto de una muestra de irradiania es
T1 = t(⌈log2(nR)⌉+ 2(k − 1)⌈log2(k − 1)/3)⌉ (3.33)Para nP muestras de irradiania proesadas de forma iterativa, el oste es

T = nP t(⌈log2(nR)⌉+ 2(k − 1)⌈log2(k − 1)/3)⌉ (3.34)La omplejidad es O(nP (log nR + k log k)).3.6. Algoritmos basados en las trayetorias de losrayosLos algoritmos expliados en las seiones anteriores usan los impatos de losrayos para estimar la radiania, y desartan las trayetorias de los fotones paraque el algoritmo sea más rápido y tenga menos oste en memoria. Sin embargo,las trayetorias dan informaión útil aera de la distribuión de la energía ypueden reduir la varianza de un algoritmo que las tenga en uenta, espeial-mente en el aso de esenas omplejas, que pueden tener objetos pequeños o degran urvatura. La desventaja es que usar las trayetorias es algo más ostosoen tiempo y en espaio.Se han publiado dos algoritmos prinipales usando este esquema: Estima-ión de Densidades en el Plano Tangente y Ray Maps. La seión siguienteresume el método de Estimaión de Densidades en el Plano Tangente (desritoen la seión 1.4.4) y explia su sesgo y su varianza. La seión 3.6.2 resumeRay Maps (seión 1.4.5) y detalla el sesgo, la varianza y la e�ienia de estaténia. Seiones posteriores desriben formas e�ientes de implementar la Es-timaión de Densidades en el Plano Tangente y estudian la omplejidad de adaalgoritmo.3.6.1. Estimaión de Densidades en el Plano TangenteLa Estimaión de Densidades en el Plano Tangente es una ténia que tam-bién se basa en usar los fotones generados por una fase de fotosimulaión peroque añade el onepto de usar las trayetorias de los fotones era de los puntosde muestra, en lugar de usar los impatos de los fotones en las super�ie omoen la ténia de Photon Maps. Esto es ventajoso uando existen poos impa-tos era de las muestras de irradiania, por ejemplo en esenas on super�iespequeñas. El esquema del método es el siguiente:Se rea un diso entrado en el punto en el que la irradiania debe alularsey orientado de forma que sea tangente a la super�ie; la energía de los rayosque intersean al diso se suma y se alula la densidad de energía en el diso,



74 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOque se usa omo estimador de radiania en el punto. En las super�ies pequeñaspuede apreiarse una gran reduión de la varianza.El algoritmo es muy adeuado en esenas de geometría ompleja (on muhosobjetos de gran urvatura, distintos tamaños o bordes a�lados). El algoritmoexamina las trayetorias de los rayos era de los puntos donde se muestrea lairradiania, y a pesar de que esto es más ostoso que las búsquedas de impatosde otras ténias, la disminuión del error ompensa el aumento del tiempo.Sin embargo, en esenas más simples, on regiones grandes de baja urvaturay poos bordes a�lados, métodos más simples obtienen una soluión similar(ligeramente peor) on menor omplejidad omputaional.Para que el algoritmo fuera apliable a un mayor rango de situaiones, se hanpresentado distintas optimizaiones para diminuir la omplejidad del algoritmousando indexaión espaial, tarjetas gra�as, reuso de datos de iluminaión, et.Convergenia, Sesgo y VarianiaEl estimador de radiania para este método onverge a la densidad de energíaen el diso onforme el número de rayos diverge. Como este valor es posiblementedistinto del valor en el entro del diso, el algoritmo tiene sesgo de proximidad.Este sesgo tiende a ero uando el tamaño del diso tiende a ero.Cuando se permite que el radio del diso aumente al estilo de Photon Mapsusando radio variable (por ejemplo uando se enuentran poos fotones), hayque tener uidado para evitar el sesgo de sobreestimaión menionado en elapartado de Photon Maps.Para disos de tamaño �jo, podemos usar la euaión 3.4 para dar una otade la varianza, ya que el núleo de la estimaión de densidades es �jo. Sea d elradio del diso. El área del diso es πd2. La ota de la varianza es
V ar(L̂) ≤ Rmax

(1−Rmax)π2d2
Lmax

φ2
T

nR
(3.35)El estimador de la varianza para una distribuión uniforme de rayos dependedel tamaño de los disos.

A = Ad = πd2 (3.36)El estimador de la varianza es
V ar(L̂) ≈ c2

πd2nR
(3.37)donde c2 de nuevo tiene en uenta el resto de los efetos.Podemos aprovehar que los disos son onjuntos onvexos para obtener unestimador más preiso del sesgo, la varianza y el error relativo, suponiendo unadistribuión uniforme de rayos. Comprobar si un rayo intersea on un disopuede verse omo un ensayo de Bernoulli. De�namos una distribuión binomial,

Ray(X), on el número de rayos que intersean el diso entrado en el punto:
Ray(X) B(nR, p1) (3.38)



3.6. ALGORITMOS BASADOS EN TRAYECTORIAS DE RAYOS 75donde p1 es la probabilidad de interseión de un únio rayo, que se puede alu-lar de auerdo on la seión 1.8.7 (interseión de líneas y onjuntos onvexosen el espaio 3D) ya que el rayo puede verse omo una línea reta y el diso esun onjunto onvexo.
p1 =

Ad

A0
(3.39)donde A0 es el área de la envolvente onvexa de la esena.Siguiendo la seión 1.8.3 (donde se explia la distribuión binomial y suspropiedades), la esperanza de Ray(X) es

E(Ray(X)) = nR p1 = nR
Ad

A0
(3.40)y la varianza es

V ar(Ray) = nR p1 (1 − p1) = nR
Ad

A0

(
1− Ad

A0

) (3.41)Sea φ = ΦT

nR
la energía de ada rayo. La distribuión Rad(X) = φRay(X)

Adobtenida omo un esalado de Ray(X) es el estimador de la radiania en elpunto de auerdo on el método DETP. Su esperanza es
E(L̂) =

φE(Ray)

Ad
=

φnR

A0
(3.42)y su varianza es

V ar(L̂) =
φ2

A2
d

V ar(Ray) =
φ2

A2
d

nR
Ad

A0

(
1− Ad

A0

)
=

φ2nR

AdA0

(
1− Ad

A0

) (3.43)Simpli�ando (expandiendo φ) queda:
V ar(L̂) =

φ2
T

AdA0nR

(
1− Ad

A0

) (3.44)La varianza de DETP no es exatamente inversamente proporional al áreadel diso (es algo menor debido al fator 1− Ad

A0
), aunque para valores pequeñosdel área del diso, que son los más usuales en iluminaión global para evitarsesgo, el fator es muy erano a la identidad.La desviaión típia es la raiz uadrada de la varianza:

σ =

√
φ2

T

AdA0nR

(
1− Ad

A0

) (3.45)Finalmente podemos alular el error relativo medio dividiendo la desviaióntípia por la esperanza:
Error =

σ

E(L̂)
=

√
φ2

T

AdA0nR

(
1− Ad

A0

)

φnR

A0

=

√
A0 −Ad

AdnR
(3.46)



76 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICODETP tiene un trade-o� óptimo entre exatitud y varianza uando el radiodel diso (que es una onstante de�nida por el usuario d) es aproximadamente ladistania entre los puntos dP en que se muestrea la irradiania, uando los puntosde muestreo están prede�nidos. La distania promedio entre muestras limita eltamaño de las araterístias de la iluminaión que pueden ser reonstruidas.Los valores de iluminaión entre estas muestras se rearán usando interpolaión,así que las araterístias más pequeñas que esta distania se perderán.Formalmente, el teorema de muestreo de Nyquist�Shannon (seión 1.8.9)demuestra que una señal puede reonstruirse muestreando al doble de su fre-uenia máxima. Al apliar este teorema al dominio espaial, muestrear a unadistania dP signi�a que las araterístias de tamaño menor que 2dP se dis-torsionarán o se perderán.La varianza de DETP depende del número de rayos nR y el área del diso
Ad (euaión 3.35 de la página anterior). Véase la �gura 3.1, izquierda. Hay
Figura 3.1: Muestras en un grid y disos asoiados para dos radios diferentes.espaio libre fuera de los disos, así que los rayos que atraviesan ese espaio nose están usando. El radio del diso puede inrementarse al mismo tiempo quese disminuye el número de rayos para que la varianza se mantenga onstante,obteniéndose un desenso en el osto del algoritmo ya que hay que generar menosrayos (�gura 3.1, dereha).El suavizado dentro del diso orresponde a un kernel de radio d. Mientrasque el radio del diso sea menor que la distania entre muestras, la informaiónperdida por este suavizado se perdería de todas formas debido a la interpolaiónentre muestras onseuenia del teorema de Nyquist-Shannon.El radio del diso no debería ser mayor que la distania entre muestras,porque en ese aso el promedio de la energía para todos los fotones del diso eli-mina detalles que se podrían reonstruir en aso ontrario, ya que este suavizadoomienza a dominar. Por tanto, el valor óptimo de d es dP .ComplejidadPara alular el tiempo que se neesita para la estimaión de densidadesen nP muestras de irradiania, sin usar optimizaiones, interseamos el disoentrado en ada punto on los nR rayos. Por tanto, el tiempo es nP nR u,donde u es el tiempo de interseión rayo-diso.



3.6. ALGORITMOS BASADOS EN TRAYECTORIAS DE RAYOS 77La e�ienia de DETP básia laramente es O(nRnP ). Como este oste esexesivamente alto, se han desarrollado distintas optimizaiones para onseguiralgoritmos e�ientes. Estudiaremos en la seión 3.8 la Cahé de Esferas y en laseión 3.11 la Indexaión de Disos.3.6.2. Ray MapsEl algoritmo de Ray Maps, desrito en la seión 1.4.5 (página 33) almaenalas trayetorias de los fotones en un kd-tree onstruido bajo demanda. Ray Mapspermite que el usuario elija diferentes riterios para el dominio de la interseión(diso, hemisferio, esfera, aja englobante) y para los riterios de búsqueda deveino más erano (distania de la interseión rayo-plano tangente, distaniaal segmento del rayo, distania a la línea soporte del rayo). La varianza de adaseleión posible es diferente. La enumeraión de la varianza de las diferentesposibilidades se enuentra fuera del ámbito de esta memoria; sin embargo el le-tor interesado puede usar las fórmulas desritas en las seiones anteriores paraderivar la varianza de su ombinaión de parámetros preferida. Como ejemplo,usar un diso omo dominio de interseión junto on la distania a la inter-seión del rayo orresponde on DETP (seión anterior), mientras que usar elhemisferio obtiene una soluión pareida a la de Photon Maps (seión 3.5).Número de rayos en ada nodo del kd-treeEl proedimiento desrito antes puede ser usado para estudiar las arate-rístias de los Ray Maps de Havran. Primeramente, se puede estimar el númerode rayos en ada nodo del kd-tree. Si hay nR rayos distribuidos uniformemente,dividir la super�ie de los nodos por la super�ie del nodo raíz da la fraiónde los rayos. Si suponemos que el kd-tree tiene una razón de aspeto de 1:1:1,podemos obtener fórmulas razonablemente simples. A profundidad k, el númerode rayos es:
Rays(k) =






(
1
4

)k/3⌋
nR if k ≡ 0 (modulo 3)

(
1
4

)k/3⌋ 2
3nR if k ≡ 1 (modulo 3)(

1
4

)k/3⌋ 5
12nR if k ≡ 2 (modulo 3) (3.47)Con esto, se puede demostrar que los tres riterios de subdivisión de un nododel kd-tree de Ray Maps son equivalentes.Los riterios de subdivisión son:Rays (k) >cRDiagonal (k) >cd * Diagonal (0)k <ckdonde cR es una onstante on el mínimo número de rayos en un voxel, cd esotra onstante on el oiente de las diagonales del voxel mínimo y el primer



78 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOvoxel, ck es la profundidad máxima, y Diagonal(k) es la longitud de la diagonalde una elda a profundidad k. [Havran 05a℄ usa cR = 32, cd = 0, 1 % y ck = 30.La euaión 3.47 puede usarse para ambiar entre el primer y el terer riteriode terminaión: cR = Rays(ck). Si expresamos ahora la diagonal omo unafunión de la profundidad:
diagonal(k) =






(
1
2

)k/3⌋√
3 if k ≡ 0 (modulo 3)(

1
2

)k/3⌋ 3
2 if k ≡ 1 (modulo 3)

(
1
2

)k/3⌋
√

3
2 if k ≡ 2 (modulo 3) (3.48)el segundo y el terer riterio de subdivisión pueden ser igualados. Con esto sedemuestra que los tres riterios son equivalentes.ComplejidadCon estas fórmulas, el oste de Ray Maps puede ser estimado. Si se usaRay Maps en modo Photon Maps, las fórmulas desriben el número de rayosen ada nodo. El número de nodos que hay que atravesar puede enontrarsealulando n

Rays(k) , donde notamos n el número de fotones a busar. Tras ello,los razonamientos de la seión 3.5.4 pueden usarse para alular el oste.Si usamos Ray Maps en modo DETP, en ada punto de irradiania hay querear un diso de radio d y busar los vóxeles que intersean el diso. Tras ello,se intersea el diso on los rayos ontenidos en los vóxeles. Igual que vimosen indexaión de disos, la profundidad máxima del árbol debe ser tal que eltamaño de un voxel sea del mismo tamaño aproximado que el radio del diso.Así el número de voxels está aotado entre uno y oho. El número de rayosen un voxel de ese tamaño (Rk) se puede alular de forma análoga a la ahéde esferas (ahora es el oiente entre las super�ies de los voxeles y el árbolompleto). Sea a la arista del ubo que engloba la esena.
Rk = nR ∗

d2

a2El oste de intersear los disos on un voxel es nP u Rk. A esto hay que añadir eloste O(k) de atravesar el árbol para ada punto de irradiania, y el porentajede disos que abaran varios vóxeles:
nP

(
u nR

d2

a2
+ O(k)

)
≤ T ≤ 8 nP

(
u nR

d2

a2
+ O(k)

)donde T es el oste �nal (se ha expandido el valor de rk). El algoritmo �nalmentees T = O(nR ∗ nP ) on una onstante oulta d2

a2 .



3.7. COMPARACIÓNDE LAS TÉCNICAS CONRESPECTO A SU VARIANZA793.7. Comparaión de las ténias on respeto asu varianzaLa varianza de la Cuenta de Impatos depende del tamaño de los triángulos.Conforme la omplejidad de las esenas aumenta y la triangulaión se vuelvemás �na, los triángulos se vuelven más pequeños y la varianza de la Cuenta deImpatos aumenta on respeto a la de ténias más avanzadas.Photon Maps y DETP tienen la misma varianza para esenas simples (lo-almente planas) ya que los impatos se enuentran en el plano tangente. Sinembargo, en geometría ompleja el área efetiva de Photon Maps disminuye yaque sólo enuentra los impatos en las super�ies reales; no puede aproveharsede rayos que intersean el plano tangente fuera del borde de los objetos. Estosigni�a que para esenas omplejas, la varianza de DETP será más pequeña enbordes y similar en puntos interiores, dando una reduión de varianza. Esto esespeialment importante para esenas on muhos objetos pequeños.También es de destaar que la varianza de Photon Maps puede disminuirseinrementando el número de fotones busados mientras que DETP puede serajustada aumentando el tamaño del diso (a osta de aumentar el sesgo obtenidotanto en un método omo en el otro). Se puede deir que Photon Maps promediasobre energía onstante (los fotones) mientras que DETP promedia sobre el área.Exepto por los problemas de los bordes menionados arriba, la varianza y elsesgo deberían ser los mismos uando los fotones y el área son los mismos.3.8. Estimaión del tiempo promedio de la Cahéde EsferasPrimeramente introduiremos algunas fórmulas generales útiles en el estu-dio de la Cahé de Esferas. Tras ello se estudia la ahé de esferas on y sinordenaión de puntos. Finalmente se obtienen fórmulas simpli�adas para lae�ienia.La ahé de esferas (seión 1.4.4) organiza los rayos en una lista de esferasde tamaño desendiente. Si el diso a intersear se enuentra en la esfera máspequeña, se alulan las interseiones rayo-diso sólamente on los rayos que seenuentran en diha esfera. En aso ontrario, se produe un fallo de ahé, yse realulan las esferas neesarias, on un nuevo entro en el punto de muestrade irradiania.Para la ahé de esferas sin ordenaión de puntos hemos de suponer unadistribuión uniforme de puntos para alular la irradiania. Para alular lafraión promedio de rayos que intersean una esfera, usaremos algunos resul-tados de geometría integral. Los oneptos neesarios fueron introduidos en laseión 1.8.7.La probabilidad de que un rayo (una línea) que intersea a una esfera K0



80 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOinterseque también a una esfera interior Ki es:
p(L0 ∩Ki 6= ∅) =

Fi

F0
=

4πr2
i

4πr2
0

=
r2
i

r2
0

(3.49)(reordemos que F denota el área y r el radio).Si la distribuión de rayos es uniforme, el número de rayos que intersea laesfera interior es independiente de la posiión de la misma, y es proporional aloiente del uadrado del radio de las esferas. Reordemos que nR es el númerode rayos. Llamaremos S0 a la primera esfera que engloba la esena y ontienetodos los rayos. A partir de esta esfera se van onstruyendo esferas Si on unradio ada vez menor. El radio de ada esfera se alula multipliando el radiode la esfera anterior por el fator de radios Q, que es un número real, parámetrodel algoritmo de estimaión de densidades, on 0 < Q < 1.El número de rayos que intersean Si es entones:
ni = nR

r2
i

r2
0

= nRQ2i (3.50)El osto de realular una esfera Si una vez es el número de rayos en la esferaque la rodea multipliado por el tiempo de interseión rayo-esfera:
ti = t ∗ ni−1 (3.51)donde t es el tiempo de interseión rayo-esfera. La esfera 0 nuna se realula,porque todos los disos están ontenidos en ella. En las siguientes dos seionesse hae un analisis separado de la ahé de esferas básia y de la ahé de esferason ordenaión de puntos.3.8.1. Tiempo promedio usando la ahé de esferas sinordenaión de puntosComo no hay ordenaión de puntos, supondremos que los vérties siguen unadistribuión aleatoria uniforme en el espaio. En este aso, la probabilidad deque una esfera no sea realulada es la probabilidad de que un vértie nuevo estédentro de la esfera antigua, que es el volumen de la esfera dividido por el volumende la esena. S0 es un volumen envolvente útil para la esena. Matemátiamente,

SceneV ≤ V0. Para nV vérties, una esfera Si se realula un número medio mide vees, on
mi = nV

[
1− Vi

SceneV

]
≤ nV

[
1− Vi

V0

]
= nV [1−Q3i] (3.52)Ahora neesitamos saber uántas esferas hay. Las esferas se rean on unradio dereiente, hasta que el radio de la esfera está justo por enima del radiodel diso. (i.e. la siguiente esfera tendría un radio menor que el radio del diso).Sea k el número de esferas. Para alular k, usaremos d omo el radio deldiso. k debería umplir las siguientes euaiones:

rk = Qkr0 ≥ d (3.53)
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rk+1 < d (3.54)Por tanto k puede alularse omo:

k =

⌊
logQ

(
d

r0

)⌋ (3.55)El oste TR de realular las esferas debido a fallos de ahé es
TR =

k∑

i=1

mi ∗ ti (3.56)Un límite superior más simple puede alularse expandiendo la euaión 3.56:
TR =

k∑

i=1

nV

[
1− Vi

V0

]
[t ∗ ni−1] =

nV t

k∑

i=1

[
1− Vi

V0

]
ni−1 =

nRnV t
k∑

i=1

[
1− Vi

V0

]
Q2(i−1) =

nRnV t

k∑

i=1

(1−Q3i)Q2(i−1) (3.57)Como
(1−Q3i)Q2(i−1) = Q2i−2 −Q3i+2i−2 =

Q2i−2 −Q5i−2 =
1

Q2
(Q2i −Q5i) (3.58)y

k∑

i=1

(Q2i −Q5i) =

k∑

i=1

Q2i −
k∑

i=1

Q5i =

k∑

i=1

(Q2)i −
k∑

i=1

(Q5)i =

Q2(1−Q2⌊logQ(d/r0)⌋)

1−Q2
− Q5(1 −Q5⌊logQ(d/r0)⌋)

1−Q5
.

Q2(1− (d2/r2
0))

1−Q2
− Q5(1 − (d5/r5

0))

1−Q5
(3.59)



82 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOpodemos usar las euaiones 3.57 y 3.59, para obtener una ota de TR:
TR ≤ nRnV t

1

Q2

[
Q2(1− (d2/r2

0)

1−Q2
− Q5(1− (d5/r5

0)

1−Q5

] (3.60)El oste de realular la esfera interior, TI , es
TI = u nk nV = u nR Q2k nV = (3.61)

u nV nR Q
2

j

logQ

“

d
r0

”k

. u nV nR
d2

r2
0

(3.62)Finalmente, el oste T de usar la ahé de esferas es el oste de realular lasesferas más el tiempo de intersear el diso on los rayos de la esfera interior,para ada vértie
T = TR + TI (3.63)que se puede expandir para obtener un límite superior usando las euaiones 3.60y 3.61:

T ≤ nRnV

[
t

1

Q2

(
Q2(1 − (d2/r2

0)

1−Q2
− Q5(1− (d5/r5

0)

1−Q5

)
+ u

d2

r2
0

] (3.64)La �gura 3.2 muestra que este valor es mayor que no usar ninguna optimi-zaión. (No usar optimizaiones orresponde a un plano horizontal a una alturade 1) Por tanto este método no es útil si no hay oherenia en la posiión delos vérties; esto está de auerdo on experimentos prátios. Puede probarsetrivialmente que el algoritmo es O(nR nV ).Esto hae que la ahé de esferas sin ordenaión de puntos no obtenga me-joras en el tiempo. Se puede demostrar que el algoritmo es O(nR nP ), on unaonstante oulta ligeramente superior a la unidad.3.8.2. Tiempo promedio usando la ahé de esferas onordenaión de puntosPartimos de la euaión 3.50, que india uantos rayos atraviesan ada esfera.
ni = nRQ2i (3.65)Reordemos (euaión 3.51) que el oste de realular la esfera Si una vezes el número de rayos en la esfera envolvente por el tiempo de interseiónrayo-esfera,
ti = t ni−1 (3.66)donde t es el tiempo de interseión rayo-esfera. Como vimos antes, la esfera 0nuna se realula, porque todos los disos están ontenidos dentro.Ahora averigüemos uántas esferas hay. Las esferas se rean on un radiodereiente hasta que el radio de la esfera está justo por enima del radio deldiso (i.e. el radio de la siguiente esfera sería menor que el del diso).
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Figura 3.2: Tiempo de la ahé de rayos sin ordenaión de puntos en unidadesde interseiones por vértie y por rayo, en funión del número de esferas y elfator de radios.Sea k la profundidad máxima de la lista de esferas. Para alular k, usaremos
d omo el radio del diso. Reordemos (seión 1.4.4) que el oiente entre radiosde dos esferas adyaentes es Q, y que las esferas se onstruyen hasta que su radioestá justo por enima del radio del diso d. k debería por tanto satisfaer lassiguientes euaiones:

rk = Qkr0 ≥ d ; rk+1 < d (3.67)Por lo tanto k se puede alular así:
k =

⌊
logQ

(
d

r0

)⌋ (3.68)El oste de intersear el diso on los rayos de la esfera interna, TI , es:
TI = unknP = unRQ2knP = (3.69)

unP nRQ
2

j

logQ

“

d
r0

”k

. unP nR
d2

r2
0

(3.70)Dado que la ahé de esferas no es útil a no ser que la loalizaión de lospuntos en que se alula la irradiania sean oherentes, una urva que rellena elespaio se usa para ordenar los puntos. Este algoritmo usa la urva de Lebesgue.



84 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOEl algoritmo de ordenaión divide el ubo en 248 eldas. Cada elda tiene unaoordenada X , Y y Z on 16 bits ada una. A ada punto entro de un diso sele asignan las oordenadas enteras de la elda donde está. Estas 3 oordenadasse onatenan para formar un número de 48 bits. Una funión reordena losbits del número de la siguiente forma: los 3 bits menos signi�ativos de adaoordenada orresponde on los 3 bits menos signi�ativos del nuevo número, yse repite el proeso hasta llegar al bit más signi�ativo. Un ejemplo on 3 bitspor oordenada sería:Original: x2x1x0y2y1y0z2z1z0Reordenado: x2y2z2x1y1z1x0y0z0Ahora las eldas se visitan desde la de índie 0 hasta la de índie 248 − 1.Cambiar los tres bits menos signi�ativos signi�a mover el objeto omo má-ximo la diagonal de las eldas, 2 ∗
√

3 ∗ 2−16, y omo mínimo la arista de laseldas, 2 ∗ 2−16. Una esfera on un radio de ese orden de magnitud se realu-laría aproximadamente 248 vees. Es fáil ver que una esfera de radio 2−mr0 serealula 23m vees. Por tanto, ya que:
ri = Qir0 = 2−mr0 (3.71)

m = − log2 Qi (3.72)la esfera Si se realula mi = 23∗(− log2 Qi) = Q−3i vees.Éste es el máximo de vees que se reonstruye la esfera, y es independiente delnúmero de puntos en que se alula la estimaión de densidades. Hay un límiteindependiente del máximo número de vees, dado por el número de puntosde irradiania. La esfera Si se realula omo máximo nP vees. El oste dereálulo en este aso es:
TR =

k∑

i=1

min(nP , mi)ti (3.73)y el oste total es:
T = TR + TI (3.74)

T puede usarse para averiguar qué Q debe usarse. Vea las �guras 3.3, 3.4y 3.5. La �gura 3.3 muestra el oste de realular las esferas por rayo. (i.e. 1signi�a nR interseiones, equivalente a no optimizar), en funión del radio deldiso y Q. Un Q pequeño rea poas esferas, así que el tiempo es pequeño. Elradio del diso in�uye en la longitud de la lista de esferas, pero las esferas máspequeñas tienen muy poos rayos y por tanto añaden poo tiempo, así que lasdiferenias en tiempo son pequeñas.La �gura 3.4 da una grá�a del tiempo de interseión de los disos on losrayos de la esfera interna. Este tiempo sólo depende del radio de la esfera, quedepende de Q: el radio es rk tal que rk = r0Q
k ≥ d y rk+1 < d. La grá�amuestra que hay un in�nito número de Q óptimos. Sin embargo, si la inestabi-lidad numéria hae que sea difíil obtener los valores mínimos, Q debería estar
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Figura 3.3: Número de reálulos de la ahé de esferas en funión de Q y elradio del diso.
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Figura 3.4: Tiempo de interseión del diso on los rayos de la esfera interna,en funión de Q.tan era omo sea posible de 1. Veremos posteriormente que si no tenemos enuenta el tamaño del diso, se puede obtener un óptimo para Q.Un Q alto da esferas internas que envuelven �rmemente a los disos, aunqueel número de reálulos es alto. Un Q bajo hae que los disos tengan más espaioalrededor; habrá muhos rayos en la esfera interior y aumentará el tiempo deálulo. Los pios de la grá�a orresponden a esferas internas que envuelvenperfetamente a los disos, i.e., d = rk. Los mínimos loales de la funión tienenel mismo valor, que se orresponde on el tiempo para intersear a los rayos enuna esfera de radio d: unR
d2

r2
0
.La �gura 3.5 muestra la integraión de las dos grá�as anteriores. Tieneforma de U, omo era de esperar de las grá�as omponentes, y muestra ómoambiar el radio del diso hae que el valor óptimo de Q ambie suavementepara rear una esfera interna que envuelva el diso. Cuando Q se aera a 1, elnúmero de esferas aumenta exponenialmente y el tiempo sube asintótiamentea in�nito en Q = 1, que signi�a un número in�nito de esferas.La �gura muestra que los valores de Q perteneientes al intervalo 0, 6− 0, 7son un buen ompromiso, porque el número de reálulos está por debajo de 1en la �gura 3.3 y era del punto donde la pendiente se vuelve importante, y
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Figura 3.5: Tiempo de reálulo de la ahé de esferas en funión de Q y el radiodel diso.el valor en la grá�a de la �gura 3.4 también es bastante bajo. El resultado esoherente on experimentos prátios [Lastra 02℄.Se vio antes que para un nP lo su�ientemente grande, el número de reálu-los es �jo y el tiempo sólo depende de nR. El tiempo para intersear los disosen la esfera interna, por el ontrario, depende tanto de nR omo de nP y es portanto O(nR nP ). La onstante oulta, d2

r2
0
, puede haer que este algoritmo seabastante e�iente en la prátia.Existe un radio de diso óptimo, que puede ser alulado a partir del nú-mero de muestras. Utilizar este valor óptimo permite simpli�ar las fórmulasobtenidas hasta ahora. La seión 3.6.1 demuestra que la distania promedioentre muestras es el valor óptimo para el radio del diso.Si el radio del diso es aproximadamente igual a la distania entre muestrasde irradiania, se puede probar que la e�ienia del algoritmo aumenta. En loque resta de seión, supondremos que el radio del diso es aproximadamenteigual a la distania entre muestras. Para nP pequeño (para no llegar al límitede reálulos), ya que el radio del diso es aproximadamente la distania entremuestras, se umple que:

k ≈ logQ

(
1

3
√

nP

)
= logQ

(
n
−1/3
P

)
= −1

3
logQ nP = −1

3

log nP

log Q
= cQ log nP(3.75)donde cQ sólo depende de Q.Ahora, para alular el orden de e�ienia del algoritmo, se muestra el valorde algunas antidades importantes, y �nalmente se expande el tiempo del al-goritmo ompleto y se alula la e�ienia. El valor de ni, el número de rayosen la esfera i, es ni = nRQ2i, omo se vio en la euaión 3.50. El tiempo pararealular la esfera i es:

ti = t nR Q2i−2 (3.76)El número de reálulos de la esfera i:
mi = Q−3i (3.77)



3.8. TIEMPO PROMEDIO DE LA CACHÉ DE ESFERAS 87El tiempo para realular la esfera i para todo el algoritmo es:
mi ti = t nR Q−i−2 (3.78)Finalmente, el tiempo del algoritmo ompleto debido a fallos de ahé es portanto:

TR =
k∑

i=1

mi ti =
tnR

Q2

(
3
√

nP − 1

1−Q

) (3.79)y por tanto, vemos que TR está en el orden O(nR n
1/3
P ).En uanto a TI , supongamos que los puntos se distribuyen en un grid regular.La distania entre los puntos es d y existen 3

√
nP puntos a lo largo de los lateralesdel grid. El radio de la esfera irumsrita al grid es

r0 =

√
3d 3
√

nP

2
(3.80)Resolviendo en d:

d =
2r0√
3 3
√

nP

(3.81)y expandiendo d en la euaión 3.69 resulta en
TI =

4

3
u nR

3
√

nP (3.82)El tiempo total del algoritmo es:
T = TR + TI =

tnR

Q2

(
3
√

nP − 1

1−Q

)
+

4

3
u nR

3
√

nP (3.83)Esta euaión no tiene en uenta el heho de que los disos no están envueltosexatamente por las esferas de menor tamaño, y por tanto no presenta los piosmenionados en la seión anterior. Sin embargo, nos permite alular teória-mente un valor óptimo de Q. Para alular el valor óptimo de Q, se alularánla derivada de esta funión on respeto de Q:
∂T

∂Q
=

tnR( 3
√

nP − 1)

(1 −Q)2Q2
− 2tnR( 3

√
nP − 1)

(1−Q)Q9
(3.84)y se resolverá la euaión dT/dQ = 0, obteniendo Q = 2/3. El signo de lasegunda derivada india si el valor enontrado es un máximo o un mínimo.

∂2T

∂Q2
=

6tnR( 3
√

nP − 1)

(1 −Q)Q4
− 4tnR( 3

√
nP − 1)

(1−Q)2Q9
+

2tnR( 3
√

nP − 1)

(1 −Q)9Q2
(3.85)

(
∂2T

∂Q2

)(
2

3

)
=

729

8
tnR( 3

√
nP − 1) (3.86)Como t, nR y 3

√
nP − 1 son todos valores positivos, la segunda derivada enel punto 2/3, (∂2T/∂Q2)(2/3) también es positiva; por tanto la funión tieneun mínimo en Q = 2/3. El resultado onuerda plenamente on los resultadosanteriores y on los experimentos [Lastra 02℄.



88 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICO3.8.3. Estudio del límite de subdivisiónHasta este momento se ha usado la geometría integral para alular el númeropromedio de rayos. Sin embargo, la Cahé de Esferas tiene un parámetro queindia que las esferas que tienen poos rayos no deberían dividirse, ya que eloste de mantener estas esferas es superior al de intersear diretamente losdisos on los rayos de la esfera padre. Este parámetro es el límite de subdivisión:el número mínimo de rayos que debe tener una esfera para dividirse. Para teneresto en uenta, se deben usar las distribuiones de probabilidad de�nidas en lasseiones 1.8.2 y 1.8.3 del primer apítulo (página 40).Comprobar si un rayo intersea un onjunto onvexo puede verse omo unensayo de Bernoulli. La probabilidad de que exatamente k rayos intersequen elonjunto es
p(n = k) = b(k; nR, p1) (3.87)donde n es el número de rayos que intersean el onjunto, b(k; nR, p1) es ladistribuión binomial, p1 es la probabilidad de que un rayo interseque on elonjunto, y nR es el número total de rayos. La probabilidad de que menos de

rmin rayos intersequen el onjunto es
p =

rmin−1∑

k=0

b(k; nR, p1) (3.88)Reordemos que Q es el oiente entre el radio de dos esferas adyaentes Siy Si+1. Si la esfera Si tiene R rayos, el número promedio de rayos de Si+1 será
Q2R, ya que la fraión de rayos es proporional al oiente de las super�ies,y por tanto al uadrado de los oientes de los radios (euaión 3.49). Sea rminel mínimo número de rayos que una esfera debe tener para que se la subdivida(en nuestros experimentos, hemos usado rmin = 100, ya que heurístiamente esun valor óptimo).El número de esferas en ada nivel puede ser dividida en dos partes: las esfe-ras readas debidas a un fallo de ahe en ese nivel, y las esferas readas debidoa un fallo en niveles superiores. Como los rayos se distribuyen uniformemente,omprobar si un rayo está en una esfera puede ser onsiderado un ensayo deBernoulli. Para los nR rayos, tenemos nR ensayos de Bernoulli independendien-tes repetidos. La probabilidad de que una esfera en el nivel i tenga k rayos es(usando omo base la euaión 3.87)

P (n = k) = b(k; nR, Q2i) (3.89)Para saber si una esfera en el nivel i va a subdividirse, hay que alular laprobabilidad de que tenga menos de rmin rayos. La probabilidad es:
pi =

rmin−1∑

k=0

b(k; nR, Q2i) =

rmin−1∑

k=0

(
nR

k

)
Q2ik(1−Q)2i(nR−k) (3.90)Esto signi�a que si tenemos mi esferas en el nivel i, existirán en promedio

mi(1 − pi) esferas on más de rmin rayos, ada una on un desendiente en el



3.8. TIEMPO PROMEDIO DE LA CACHÉ DE ESFERAS 89nivel i + 1. Las esferas del nivel i + 1 son entones mi(1− pi) más el número defallos de ahé en el nivel i + 1, y el proedimiento debe repetirse para el restode los niveles. También es de destaar que la desviaión estándar del númerode rayos también es onoida: σ = nRQ2i. Esto signi�a que no sólo se puedenhaer los estudios lásios de rendimiento en el peor aso y en el aso promedio.Es fáil también alular el tiempo que el algoritmo tardará on un nivel deon�anza dado.El valor de la probabilidad de subdivisión es muy erano a uno en losniveles superiores on muhos rayos (pi ≈ 1), y muy erano a ero en los nivelesinferiores on aproximadamente rmax rayos (pi ≈ 0). Como la forma analítia de
pi es ompleja, hay aproximaiones estándar. La aproximaión de Poisson puedeusarse si la probabilidad del sueso de Bernoulli es menor que 0,1 (seión 1.8.2).(La probabilidad es Q2i = 0, 1, por tanto para niveles i =

logQ(0,1)

2 e inferiores).
pi ≈ e−nRQ2i

rmin−1∑

k=0

(nRQ2i)k

k!
(3.91)Para los niveles superiores, se puede usar la aproximaión a una distribuiónnormal:

pi ≈ Φ

(
rmin − 1− nRQ2i + 1

2√
nRQ2i(1 −Q2i)

)
− Φ

(
−nRQ2i − 1

2√
nRQ2i(1−Q2i)

) (3.92)donde Φ es la funión de distribuión normal (Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞ e−1/2y2

dy).Estas aproximaiones son eseniales para evaluar las expresiones, dado queel gran número de rayos en las soluiones de Iluminaión Global haen que laevaluaión de la funión binomial sea intratable.Usando el heho de que el número de rayos en una esfera sigue una distri-buión binomial, omo se vio antes, se puede onseguir una aproximaión mejordel número de rayos promedio en una esfera que la de la euaión 3.50. Dadoque sólo las esferas on más de rmin rayos se subdividen, podemos alular laesperanza del número de rayos en las esferas on más de rmin rayos usando lade�niión de probabilidad ondiionada.La probabilidad de que una esfera tenga menos de rmin rayos es pi (de�nidaen la seión anterior). La probabilidad de que tenga k rayos, ondiionada aque tenga más de rmin rayos, es
P (r = k|r ≥ rmin) =

P (r = k ∩ r > rmin)

P (r ≥ rmin)
(3.93)Obviamente,

P (r = k ∩ r ≥ rmin) =

{
P (r = k) si k ≥ rmin

0 en otro aso (3.94)y
P (r ≥ rmin) = 1− P (r < rmin) = 1− pi (3.95)



90 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOLa esperanza del número de rayos para la esferas de más de rmin rayos es
Ei =

nR∑

k=0

k P (r = k/r ≥ rmin) =

∑nR

k=rmin
k b(k; nR, Q2i)

1− pi
=

nRQ2i −∑rmin−1
k=0 k b(k; nR, Q2i)

1− pi
(3.96)donde hemos usado el valor esperado del número de rayos (euaión 3.50) yseparado la sumatoria del valor esperado de la siguiente forma:

E(n) =

nR∑

k=0

k b(k; nR, Q2i) =

rmin−1∑

k=0

k b(k; nR, Q2i) +

nR∑

k=rmin

k b(k; nR, Q2i)(3.97)(El uso de las aproximaiones menionadas anteriormente es muy útil aquí tam-bién). Por tanto, en el siguiente nivel, el número promedio de rayos será Q2Ei(ya que Q2 es la razón entre los rayos de dos esferas onseutivas).El osto de la Cahé de Esferas se puede obtener de las euaiones 3.57 y3.61, substituyendo el valor del número de rayos en ada nivel nRQ2i por sunuevo estimador mejorado Ei. El resultado es el siguiente:
T = nP



uEk + t

logQ
d

r0∑

i=1

(1−Q3i)Ei−1



 (3.98)3.9. Validaión de los supuestos teóriosEsta seión ontiene una omparaión entre el error observado heurístia-mente y el error prediho desde el punto de vista teório para esenas reales,en las que la distribuión de los rayos no es uniforme. Se usaron dos esenas detamaño medio para probar los resultados teórios. La primera, Patio, se puedever en la �gura 3.6. La segunda, Expo, se puede ver en la �gura 3.7. La se-ión 3.9.1 ompara la prediión teória de la densidad de rayos (suponiendouna distribuión uniforme) on la densidad real que se observa en las esenas deprueba. Posteriormente la seión 3.9.2 estudia el efeto de distintas formas deordenar los puntos de irradiania en el número de fallos de ahé.3.9.1. Número promedio de rayos en las esferasEn el estudio teório de la seión 3.8, se hizo la suposiión de que la distri-buión de los rayos era uniforme. Sin embargo, en esenas reales la distribuióndepende de la posiión e intensidad de las fuentes de luz y de los objetos. Enla prátia, las fuentes de luz se oloan de modo que den una iluminaión su-�iente en la parte interesante de las esenas. Esto inrementa la densidad delos fotones en la zona donde estamos alulando la radiania. Se realizaron dos
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Figura 3.6: Esena Patio.
Figura 3.7: Esena Expo.simulaiones, una on la esena Patio y otra on la exena Expo. En ada esenase simularon un millón de rayos primarios y sus orrespondientes re�exiones porla esena. Para ada nivel de la ahé de esferas, se aluló empíriamente el nú-mero promedio de rayos y se omparó on la prediión teória. Los resultadosse pueden ver en las �guras 3.8 y 3.9, donde se muestra la diferenia porentualentre el número de rayos promedio real y la prediión teória, para ada nivel.A pesar de que el estudio teório subestima el número de rayos, la prediiónes bastante erana a la real en los niveles medios y bajos de la lista de esfera, queorresponden a la mayoría del tiempo del algoritmo. Por tanto, podemos deirque el estudio teório obtiene una buena aproximaión al número de rayos reales,y por tanto puede alular una buena aproximaión al oste de los algoritmos.Aunque los rayos no están distribuidos uniformemente, onforme las esferasse vuelven más pequeñas, la densidad de rayos se vuelve más uniforme, y portanto la disrepania entre la esena real (on densidad variable) y la esenateória (on densidad �ja) disminuye.Para aumentar la preisión de la estimaión para esenas en las que la distri-buión de rayos no sea uniforme, se puede usar un enfoque híbrido. El algoritmo



92 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOpuede ejeutarse sólo en los niveles más altos de la lista de esferas, teniendo enuenta sólo los fallos de ahé y sin haer estimaión de densidades. Tras ello,los niveles inferiores se pueden estimar on preisión usando el enfoque teóri-o, ya que los rayos tienden a ser más uniformes onforme el volumen se haemás pequeño. Además se puede dividir el número de rayos por una onstan-te grande, y luego multipliar los resultados por esta onstante para disminuirel tiempo de ómputo de la estimaión, omo sugiere Revelles en [Revelles 03℄y [Revelles Moreno 01℄.
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Figura 3.8: Error perentual en la prediión teória de la esena Patio, paraada nivel.
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Figura 3.9: Error perentual en la prediión teória de la esena Expo, paraada nivel.
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Figura 3.10: Fallos de ahé en ada nivel. Ordenaión de Lebesgue. Q = 0, 6.3.9.2. Fallos de ahé en distribuiones uniformes de rayosAl modelar la ahé de esferas teniendo en uenta el límite de subdivisión,empieza a ser importante ómo se ordenan los puntos para onseguir ohereniaespaial. Los puntos se ordenan siguiendo una urva que rellene el espaio y quetenga oherenia espaial. En la ahé de esferas, las posibilidades son la urvade Lebesgue o la de Hilbert. Para estudiar ómo afeta la eleión del tipo deurva a los fallos de ahé, se diseñó un programa que rea un onjunto de rayossiguiendo una distribuión uniforme en la esfera unidad, siguiendo el algoritmodesrito en la �gura 1.7 de la página 45.Tras ello se reó un onjunto de puntos on una distribuión uniformementedentro de la esfera unidad, y �nalmente se asignó un onjunto de normalesdistribuidas uniformemente a ada punto y se generó un diso entrado en adapunto, on un radio del 1%, orientado según la normal del punto. Este onjuntode disos se interseó on los rayos usando la ahé de esferas.ResultadosLa �gura 3.10 ontiene una grá�a on el número de fallos de ahé en adanivel. Se usa la ordenaión de Lebesgue, on un fator de radios de 0,6, y ellímite de subdivisión por defeto de 100 rayos. Se usaron 1024*1024 rayos. Lagrá�a muestra un inremento en fallos de ahé onforme el nivel aumenta,hasta que se llega al nivel 9. Tras ello hay una disminuión rápida. De auerdoon la teoría, el nivel 9 tiene 94,6 rayos en media, así que la probabilidad desubdivisión es muy pequeña (no es ero porque la distribuión de los rayos noes totalmente uniforme) La disminuión de golpe del número de fallos de ahéen la �gura 3.10 en el nivel 10 se debe al heho de que el número promedio derayos es tan pequeño que poas esferas son subdivididas. También es interesantever el omportamiento de los fallos de ahé para un fator de radios alto.
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Figura 3.11: Fallos de ahé a ada nivel para distintos métodos de ordenaión.
Q = 0, 95.La �gura 3.11 muestra los fallos de ahé en ada nivel para un fator deradios de 0,95, para la ordenaión de Lebesgue y la de Hilbert. Puede verse quela de Hilbert tiene pios muho menores. Esto se debe a que a pesar de quelos resultados de oherenia espaial en el peor aso obtenidos teóriamente sonmejores para la urva de Lebesgue, la urva de Hilbert tiene más ohereniaespaial que la de Lebesgue en el aso promedio [Hungershöfer 02℄. En esta grá-�a apareen una serie de máximos loales seguidos de mínimos loales. Estospuntos están situados en niveles de la ahé de esferas que orresponden on untamaño de 2−k de la esena (k = 1, 2, ...), y están ausados por la interaiónentre la ahé de esferas y la ordenaión de puntos siguiendo la urva que re-llena el espaio. Pueden observarse pios seundarios exatamente en el entroentre dos pios, también debidos al mismo motivo aunque menos ausados. Sise alula el nivel uyo número promedio de rayos es 100, se obtiene 90,24. Enla grá�a puede observarse el ambio en la forma de la grá�a a partir del nivel90, ya no dominado por la ordenaión de puntos sino por el número de esferasreadas.3.10. Cahé de Esferas MultilistaLa ahé de esferas multilista (desrita en la seión 1.4.4) organiza las esferasen forma de árbol, de modo que un fallo de ahé no desarte neesariamenteesferas que puedan resultar de utilidad en el futuro. Hay dos posibilidades: tenerun número �jo de desendientes por esfera, o bien indiar un número máximode esferas que pueden existir a la vez.



3.10. CACHÉ DE ESFERAS MULTILISTA 953.10.1. Complejidad de la Cahé de Esferas MultilistaEstudiaremos primero el aso sin ordenaión de puntos. En el aso de tenerun número �jo de desendientes por esfera, la lista de esferas se transforma enun árbol de multipliidad z (z es un parámetro entero, z > 0, �jado a priori).La Cahé de Esferas original puede verse omo el aso partiular z = 1. Laprobabilidad de un éxito de ahé en el nivel l es la probabilidad de que unpunto en la esfera l− 1 también esté en la esfera l:
p1 =

Vl

Vl−1
= Q3 (3.99)Si hay más de una esfera, el nuevo volumen estará aotado entre Vl y sVl. Elvalor esperado será sV1 − Vint donde Vint es la fraión esperada de las esferasque se intersean entre sí. Dada una esfera S1 en el nivel l, y dos esferas S2, Ŝ2 enel nivel l +1, inluídas en S1, la probabilidad de que un punto en S1 pertenezaa S2 es Q3. Para ada punto de Ŝ2, la probabilidad de que este punto esté en

S2 es también Q3. El volumen promedio de la interseión de S2 y Ŝ2 es portanto el volumen de S2 por la probabilidad de interseión Q3. Para dos esferas,el volumen promedio de la unión de ambas es
Vl,2 = Vl(1 + 1−Q3) (3.100)Este proedimiento puede repetirse para obtener fórmulas para distintos valoresde z.

Vl,z = Vl,z−1 + Vl −Q3(Vl,z−1) (3.101)La probabilidad de un fallo de ahé sin ordenaión de puntos (distribuiónuniforme de puntos) en el nivel l es por tanto
Pl = 1− Vl,z

Vl−1
(3.102)que sólo depende de l, z y Q. La razón entre las áreas de Vl,z y Vl−1 puede usarseen lugar de Q2 para alular el oste del método siguiendo el proedimiento dela seión 3.8.1. El oste promedio en tiempo (T ) del algoritmo es, por tanto:

T = nRnP
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 (3.103)Si queremos tener en uenta también el efeto del límite de subdivisión estudiadoen la seión 3.8.3, el resultado queda
T = nP
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96 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOdonde Ei es el número promedio de rayos en las esferas del nivel i uando setiene en uenta el límite de subdivisión, tal y omo se de�ne en la euaión 3.8.3de la seión 3.8.3.Si por el ontrario elegimos �jar el número máximo de esferas (MS) y desar-tar la esfera menos reientemente utilizada uando se desee rear una nueva, elomportamiento esperado es que en promedio, el número de hijos de una esfera(z) dependa de la profundidad k de la lista de esferas, ya que tener más nivelessigni�a tener menos esferas por nivel para un MS �jo:
MS =

k∑

i=0

zi =
1− zk+1

1− z
(3.105)que puede resolverse numériamente. Una vez que se enuentre una soluiónpara z, las euaiones 3.103 ó 3.104 se pueden usar para alular el oste. En laprátia, omo las probabilidades de tener un fallo de ahé a distintos nivelesson distintas, el valor de z será distinto en ada nivel.Si las muestras de irradiania se ordenan siguiendo una urva que rellenael espaio, las esferas almaenadas en la ola sólo se usarán uando la urvavuelva a una parte del espaio que ya haya sido visitada. Sin embargo, la urvade Lebesgue (y aun más la de Hilbert) tiende a explorar ompletamente unaregión antes de moverse a otra región. Esto signi�a que la probabilidad dereusar las esferas es muy pequeña, y el esfuerzo de mantener la lista de esferasno proporiona reduión de tiempos.3.11. Indexaión de disosEstudiaremos ahora de forma teória los parámetros y el rendimiento de laténia de indexaión de disos. Esta ténia, desrita en el apítulo 2, rea unaindexaión espaial on los disos neesarios para las muestras de irradiania. Enlugar de proesar los disos iterativamente, se proesan los rayos iterativamenteinterseándolos on la indexaión espaial y añadiendo la ontribuión de losrayos a ada diso que intersequen.El diámetro del diso es un tamaño mínimo útil para los voxels de la inde-xaión espaial de esta ténia, ya que omo se vio en la seión 2.2, dividir unvoxel on un diso de un tamaño aproximado del voxel replia el voxel en loshijos, aumentando el tiempo de reorrido.El orden de omplejidad del método depende de la ténia usada, ya que laindexaión de disos se puede usar on distintas ténias de indexaión espaial,Sin embargo, en [Reinhard 96℄ se prueba que el orden de omplejidad para ungrid, un árbol binario y un otree es la raíz úbia del número de eldas paralas tres ténias. En [Szirmay-Kalos 98℄ se estudia la omplejidad media de raytraing para otras ténias. La evidenia sugiere que la mayoría de las téniasde indexaión tienen el mismo orden de e�ienia en el aso promedio. Usaremosun otree omo ténia de indexaión en nuestro análisis dadas sus prestaionesen esenarios genérios.



3.12. ESTIMACIÓN AUTOMÁTICA DE PARÁMETROS PARA DETP 97El tamaño relativo del lado de un voxel a profundidad k on respeto al ladode la esena ompleta es 21−k. Si �jamos el diámetro del diso omo lado delvoxel más pequeño, obtenemos:
21−k = 2 d (3.106)

k = ⌊− log2 d⌋ (3.107)Hay por tanto 8k voxels. Una distribuión uniforme de las muestras de irra-diania signi�a que hay nP /8k muestras por voxel, y por tanto, el tiempo deinterseión entre un rayo y un voxel es nP u/8k. Como ada rayo atraviesauna línea de voxels (2k voxels) y el origen se enuentra reorriendo el árbol (kpasos), el tiempo promedio para este método es:
T = u k nR nP /4k (3.108)El tiempo de ómputo puede variar dependiendo de la distribuión de las mues-tras de irradiania. Varios autores [Sherson 87, Szirmay-Kalos 98, Aronov 03,Havran 03℄ han estudiado este efeto, pero el resultado �nal es que la ompleji-dad en notaión O() se onserva. Por tanto, el tiempo queda
T ∈ O(k nR nP /4k) (3.109)Si el tamaño de voxel es similar al del diso, k ∈ O(log2

3
√

nP ). El algoritmo estápor tanto en O(nR
3
√

nP log nP ).Si usamos una estrutura de partiión espaial balaneada, de auerdo on[Aronov 02℄, llegar a un nodo veino puede haerse en O(1). Entones el rendi-miento de la indexaión de disos queda O(nR
3
√

nP ).La e�ienia es mayor que el O(nRnP ) de la ahé de esferas para nP altos.Para nP pequeños, en que la distania entre muestras de irradiania es similaral radio del diso, la e�ienia es la misma que la de la ahé de esferas.3.12. Estimaión automátia de parámetros paraDETPEl método DETP tiene los siguientes parámetros: número de rayos nR, nú-mero de muestras nP , radio del diso d y si se debe usar artifat ontrol o no.El número de rayos depende de la alidad deseada de la soluión. El númerode muestras depende de la geometría, pero este parámetro, en general, no esindependiente de ómo se modele la esena ni de ómo se haga la interpolaiónde valores de radiania.Los valores del resto de parámetros de DETP básia son los siguientes: elvalor óptimo del radio del diso es la distania promedio entre muestras (se-ión 3.8.2). Artifat ontrol debería usarse uando existan super�ies ónavas.La ahé de esferas introdue algunos otros parámetros: el fator de radios
Q y la posibilidad de ordenar las muestras. La seión 3.8.2 también muestraque el valor óptimo de Q es 2/3. Los estudios de e�ienia de la ahé de esferas



98 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICO
nR Número de rayos
nV Número de vérties
nP Número de muestras de irradiania
s Número de triángulos a los que pertenee ada vértie enel mallado de la esena
d Anho de banda del kernel de la estimaión de densidades
a Longitud de la esena
r0 Radio de la esfera englobante
n Número de fotones que Photon Maps busa
a Arista de la aja englobante de la esenaCuadro 3.2: Notaiónon y sin ordenaión de puntos, validados empíriamente [Garía 04, Garía 05,Garía 06℄, indian que la ordenaión debería usarse siempre. De las dos orde-naiones posibles (Lebesgue y Hilbert), la urva de Hilbert garantiza ohereniay obtiene resultados ligeramente mejores que la de Lebesgue.La indexaión de disos introdue los siguientes parámetros: profundidad delárbol k y método de indexaión. La profundidad deberia ser tal que el lado deun nodo es igual al radio del diso. El método de indexaión que ontiene losdisos debería ser balaneado, y una buena eleión es aquél que se eligió paraindexar espaialmente las primitivas que desriben la esena real, porque, salvoen el aso de efetos volumétrios, las muestras de irradiania se toman sobre lasuper�ie de los objetos, así que es muy probable que los disos y las primitivasde la esena sigan la misma distribuión en el espaio.3.13. ConlusionesSe ha estudiado teóriamente la onvergenia, el sesgo, la varianza y la om-plejidad de las ténias de Cuenta de Impatos, Photon Maps, DETP y RayMaps. Los distintos algoritmos se han omparado entre sí on respeto a la va-rianza. El resultado prinipal es que para esenas omplejas, on mallado �noy grandes urvaturas, el algoritmo DETP es mejor, seguido de Photon Maps.Cuenta de Impatos obtiene resultados inferiores. El resultado de Ray Maps de-pende del tipo de estimaión elegida. En uanto a la omplejidad, se han derivadofórmulas para ada algoritmo. Usando la notaión del uadro 3.2 obtenemos lossiguientes resultados de oste de tiempo de los algoritmos:El oste del algoritmo de Cuenta de Impatos está en O(nR +nV s+nP ).El oste de Photon Maps está en O(nP (log nR + n log n)).El oste de Ray Maps está en O(nR ∗ nP ) on una onstante oulta d2

a2 .Posteriormente se ha realizado un estudio teório de la e�ienia en tiempo delas distintas variantes de DETP. A ontinuaión se presenta el oste en tiempode ada algoritmo.



3.13. CONCLUSIONES 99DETP básia y la Cahé de Esferas tienen una omplejidad en tiempo de
O(nR nP ).La Cahé de Esferas on ordenaión de puntos, aunque O(nR nP ), tieneuna onstante oulta proporional a d2

r2
0
(la fraión de rayos en una esferauyo radio es el de los disos), que hae que el algoritmo sea bastanterápido en la prátia.Para esenas pequeñas, puede probarse que el oste en tiempo de esteúltimo algoritmo está en O(nR

3
√

nP ).Se ha realizado también un estudio de la omplejidad de la Cahé deEsferas Multilista.En uanto al método de Indexaión de Disos introduido en el apítu-lo 2, éste tiene omplejidad en tiempo O(nR
3
√

nP log nP ) para árboles nobalaneados y O(nR
3
√

nP ) para balaneados.Finalmente se ha usado el estudio teório para enontrar valores óptimos delos distintos parámetros del algoritmo DETP. En uanto a los parámetros de laCahé de Esferas, se han obtenido los siguientes resultados:Se ha demostrado que el fator de radios debe estar entre 0,6 y 0,7, ysimpli�ando se ha obtenido un valor óptimo de 2/3.Se ha estudiado ómo afeta el heho de no subdividir una esfera de menosde rmin rayos, y se ha omparado el estudio teório on los resultados deesenas reales.Se han tenido en uenta los distintos métodos de ordenaión de puntos(Hilbert y Lebesgue).Es interesante señalar que el orden de omplejidad de la ahé de esferason ordenaión de puntos y de Ray Maps es muy similar. Aunque no existe unsoftware uni�ado que permita omparar diretamente la Cahé de Esferas onRay Maps, los resultados publiados omparando por una parte la Cahé deEsferas on Photon Maps y por otra parte Ray Maps on Photon Maps, indianque los resultados de tiempo son similares para ambas ténias, lo que está deauerdo on los resultados teórios.
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Capítulo 4Cálulo inremental de lailuminaión para esenasquasi-estátiasEn este apítulo estudiaremos ómo, a partir de una esena on informaiónde iluminaión global, se puede atualizar de forma rápida y e�iente la ilumi-naión tras el movimiento de un objeto de la esena. Parte del trabajo expuestoen este apítulo ha sido publiado previamente en [Garía 04, Garía 07℄.4.1. ObjetivosQueremos resolver el problema de alular la Iluminaión Global en una ese-na quasi-estátia on tiempos interativos. De�nimos una esena quasi-estátiaomo la ombinaión de un esenario estátio y un objeto dinámio, uando laomplejidad del objeto dinámio es muho menor que la omplejidad del ese-nario. Este tipo de esenas es muy usual, sobre todo en videojuegos, que sonlas apliaiones interativas grá�as más omunes. Hay que tener en uenta doshehos:Estamos reando una animaión. Cada fotograma se ve solamente duranteaproximadamente 40 milisegundos (a 25 fotogramas por segundo, que esla tasa de refreso de la televisión en Europa). Por tanto no se neesitala soluión exata; es su�iente on una aproximaión, inluso en el asohipotétio de que no hubiera requerimientos de tiempo real.Queremos tasas de refreso interativas. Esto signi�a que sólo tenemos 40ms de tiempo de ómputo por fotograma, así que habrá que haer algunassimpli�aiones para ajustarnos a los requerimientos de rendimiento.Estos dos hehos nos llevan a un álulo aproximado de la iluminaión.101



102 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASEl método presentado aquí puede apliarse a esenas totalmente dinámiastambién. En el aso de que todos los objetos se muevan en un fotograma de-terminado, el algoritmo degenera en los algoritmos de álulo ompleto de todala iluminaión. Sin embargo, si sólo parte de la esena ambia en un fotogramadeterminado (esta parte puede ser distinta en ada fotograma) nuestro métodoobtiene una aeleraión del orden del oiente entre el área de la esena y elárea envolvente de los objetos móviles en ese fotograma.Este algoritmo está diseñado suponiendo fuentes de luz estátias. Para al-ular la iluminaión nueva en el aso de que una o varias fuentes de luz semuevan durante parte de la animaión, se reomienda el algoritmo de reuso deaminos de Sbert, desrito en la seión 1.5.3, para obtener la iluminaión enesos fotogramas.4.2. Cálulo y atualizaión del onjunto de rayosAlgoritmo 4.2.1: CáluloIniialDeFotosimulaión(
Fotones)Sea numLights el número de lues de una esena.Sea fotones el número de fotones para simular.Calular el número de fotones para ada luz,de auerdo on el perentaje de energía emitida desde esa luzfor Light← 1 to numLightsdo 

for i← 1 to número de fotones para Lightdo Ray ← Lights[Light].GetPhoton()Insertar Ray en RayListwhile Ray no sea absorbidodo IntersectedT riangle←Primera interseiónde Ray on la esena
Ray ← IntersectedT riangle.Reflet(Ray)La funión GetPhoton() rea un fotón aleatorio en la super�ie dela fuente de luz.La funión Reflet(Ray) re�eja el rayo de auerdo on la BRDF dela super�ie y devuelve un nuevo rayo, o NULL si el fotón se absorbe.Figura 4.1: Pseudoódigo para el álulo iniial de fotosimulaión.El algoritmo alula una aproximaión a la iluminaión global usando unafase de fotosimulaión seguida de una fase de estimaión de densidades de lasdesritas en la seión 1.4 del primer apítulo (página 25).



4.3. CÁLCULO DE LA RADIOSIDAD EN EL PRIMER FOTOGRAMA 103El primer paso del algoritmo es la generaión de los rayos y el almaena-miento de los puntos de interseión de ada rayo on la esena, siguiendo unesquema de fotosimulaión omo el desrito en la seión 1.4.1 (página 27). Elpseudoódigo puede verse en la �gura 4.1.En los siguientes fotogramas, el onjunto de rayos se atualiza de la siguienteforma: onoemos qué triángulo interseó al rayo en el fotograma anterior. Si estetriángulo pertenee al objeto móvil, el rayo es realulado, teniendo en uentala nueva posiión del objeto móvil. Si el triángulo no pertenee al objeto móvil(o si no había interseado en el fotograma anterior) el rayo se intersea on laposiión atual del móvil. Si hay interseión, se realulan sus re�exiones. Enaso ontrario, el rayo es aún válido, pero el proedimiento ha de repetirse parasus re�exiones. Es de destaar que para la mayoría de los rayos, no se neesitaun test de interseión on la esena, que es donde está la mayor omplejidad.Para implementar este enfoque e�ientemente, se usa una lista de rayos dedos niveles: El primer nivel ontiene los rayos primarios; estos rayos permitenaeder a una lista simplemente enlazada que ontiene los rayos seundarios, ter-iarios, et, fruto de la re�exión del rayo en los objetos de la esena. Realularun rayo implia guardar una opia del rayo (arrastrando una referenia al restode las re�exiones de este rayo) en una lista auxiliar, a la que nos referiremosomo �Rayos antiguos� a partir de ahora, y omprobar de nuevo el rayo originalon la esena y el objeto móvil. Esto generará una lista de nuevas re�exiones,que se guardan en el lugar en que estaba la referenia a las re�exiones antiguas.También han de guardarse en otra lista auxilar, �Rayos nuevos�. Con este en-foque, tenemos tres listas de rayos: Rayos antiguos, rayos nuevos y la lista derayos. Estas listas se usan después para alular valores de radiosidad en losvérties. El pseudoódigo del algoritmo puede verse en la �gura 4.2.14.3. Cálulo de la radiosidad en el primer foto-gramaEl álulo iniial de la radiosidad es, en nuestro algoritmo, independiente delmétodo de estimaión de densidades elegido. La primera vez que se ejeuta elalgoritmo de radiosidad, hay que tener en uenta todos los rayos de la esena. Elproedimiento se muestra en la �gura 4.3. Este algoritmo se expresa on un nivelde abstraión muy alto, ya que el algoritmo espeí�o (Cuenta de Impatos,Photon Maps o Estimaión de Densidades en el Plano Tangente) se pasa omoargumento a la funión.El algoritmo de atualizaión de la radiosidad, al ontrario del álulo iniial,depende tanto del tipo de vértie (estátio o dinámio) omo del método deiluminaión global. Las siguientes dos seiones desriben ómo proeder enada aso.1Un vídeo de ejemplo puede verse en el �hero movil.mpeg, que se puede enontrar enhttp://giig.ugr.es/�rgaria/tesis/movil.mpeg.



104 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASAlgoritmo 4.2.2: FollowRay(Ray)while Ray no sea absorbidodo Intersear Ray on la esena
Ray.next←siguiente re�exión de Ray
Ray ← Ray.nextAlgoritmo 4.2.3: ReáluloDeFotosimulaión()

OldRayList← EmptyList
NewRayList← EmptyListfor i← 1 to fotonesdo 

Ray ← RayList[i]while Ray no sea absorbidodo 
if Ray interseaba el objeto móvil or
Ray intersea ahora el objeto móvilthen 





Insertar Ray en OldRayListFollowRay(Ray)Insertar Ray en NewRayListbreak
Ray ←siguiente re�exión de RayFigura 4.2: Pseudoódigo para el reálulo de la fotosimulaión.Algoritmo 4.3.1: InitialRadiosityCalulation(DensityEstimatonAlgorithm DE)for eah V ertex in the senedo {DE.CalculateRadiosity(V ertex, RayList)Figura 4.3: Pseudoódigo para el álulo iniial de la radiosidad.4.4. Atualizaión de la radiosidad en vérties es-tátiosEn el algoritmo de atualizaión de la radiosidad para fotogramas posterioresal primero, el objeto móvil se enuentra en una nueva posiión. Los rayos que



4.4. ACTUALIZACIÓN DE RADIOSIDAD EN VÉRTICES ESTÁTICOS 105interseaban al objeto en el fotograma anterior han sido realulados en la fasede fotosimulaión. Obviamente, los rayos que no interseaban antes y ahora lohaen también han sido realulados. Sin embargo, la mayoría de los rayos tienela misma ontribuión que antes a la radiosidad en un punto dado.Es por tanto interesante intentar onservar la informaión de radiosidadantigua que sigue siendo válida. Ésta es la expresión de la radiania que deja unpunto x en direión ω0:
Lr(x, ω0) =

∫

Ω

fr(x, ω0, ω)Li(x, ω)cos(θ)dσ(ω) (4.1)Para super�ies difusas, se puede simpliar a:
Lr(x, ω0) =

ρ(x)

π

∫

Ω

Li(x, ω)cos(θ)dω =
ρ(x)

π
E(x) (4.2)donde ρ(x) es la re�etividad en x y E(x) la irradiania en x.Cuando tenemos una esena dinámia, el tiempo ha de tenerse en uenta:Sea E(x, t) la irradiania en x en el instante t. Sea ẼR(x; S) la irradianiaen x debido al onjunto de rayos S. Este onjunto es resultado de la fase defotosimulaión, y los rayos ontienen la informaión neesaria para realizar elmétodo adeuado de estimaión de densiades. Sea St el onjunto de rayos en elinstante t.

Ẽ(x, t) = ẼR(x; St) ≈ E(x, t) (4.3)es nuestro estimador de radiania, que aproxima el valor real E(x, t).Por tanto,
E(x, t) ≈ Ẽ(x, t− 1) + ẼR(x; N t)− ẼR(x; Ot) (4.4)donde de�nimos N t omo:

N t = St − St−1 (4.5)(rayos nuevos) y Ot omo:
Ot = St−1 − St (4.6)(rayos antiguos).Esta fórmula se extrae del razonamiento siguiente: Sea It el onjunto deíndies invariantes en un instante t:
It = St ∩ St−1 (4.7)Ya que la ontribuión de ada rayo a la radiosidad es aditiva (esto es unaonseuenia direta de la linealidad de los operadores integrales en los que sebasa la estimaión de densidades usando Monte Carlo; la onseuenia es quese umple ẼR(x; A ∪B) = ẼR(x; A) + ẼR(x; B)− ẼR(x; A ∩B) para todo A y

B)
ẼR(x; St) = ẼR(x; It ∪N t) = ẼR(x; (St−1 −Ot) ∪N t) (4.8)



106 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASComo Ot está inluído en St−1, ẼR(x; St−1 − Ot) = ẼR(x; St−1) − ẼR(x; Ot);además N t y St−1 son disjuntos y por tanto podemos onluir
ẼR(x; St) = ẼR(x; St−1)− ẼR(x; Ot) + ẼR(x; N t) (4.9)Esta euaión es 4.4 on los términos de la parte dereha en distinto orden.Para realular la radiosidad, ejeutamos el algoritmo de estimaión de den-sidades on el onjunto de rayos antiguos generados en el paso anterior. La ra-diania alulada se resta del valor anterior de radiania en ada vértie. Luegoel algoritmo se ejeuta de nuevo on el nuevo onjunto de rayos, y la estimaiónde radiania alulada se suma al valor en el vértie. El resultado es idéntioa alular la estimaión de la radiania en el onjunto ompleto de rayos, pe-ro muho más rápido. Nótese que este álulo no requiere el uso del onjuntoompleto de rayos.4.5. Cómputo y atualizaión de la radiosidad envérties dinámiosEl algoritmo para vérties dinámios depende del método de estimaión dedensidades. Primero se expliará el algoritmo para Cuenta de Impatos. Despuésse expliará el algoritmo para Photon Maps y Estimaión de Densidades en elPlano Tangente.4.5.1. Cuenta de ImpatosPara atualizar la radiosidad usando Cuenta de Impatos, hemos de onoerqué triángulos han reibido nuevos impatos o ya no tienen los impatos quetenían. Afortunadamente, la fase de trazado de fotones alula esta informaión,así que podemos eliminar la ontribuión de los rayos que ya no ortan lostriángulos y añadir los impatos nuevos.La radiosidad en un vértie �nalmente se alula omo el promedio de lasradiosidades de los triángulos a los que pertenee. Por tanto, el algoritmo dereálulo de los objetos móviles on uenta de impatos es idéntia al reálulode la esena estátia. El pseudoódigo puede verse en la �gura 4.4.4.5.2. Photon Maps y Estimaión de Densidades en elPlano TangenteDado que la atualizaión de la radiosidad usando estos métodos dependede informaión de impatos en puntos no loales (los disos en DETP son des-onoidos para la fase de trazado de fotones; y los vérties a los que afeta unimpato en Photon Maps son desonoidos a no ser que se haga una búsquedaespeí�a), el algoritmo usado en Cuenta de Impatos no puede usarse paraestos métodos.



4.5. RADIOSIDAD EN VÉRTICES DINÁMICOS 107Algoritmo 4.5.1: RadiosityRealulationForImpatCount()for eah Ray in OldRayListdo {TriangleIntersected = Ray.GetHit()
TriangleIntersected.Substract(Ray)for eah Ray in NewRayListdo {TriangleIntersected = Ray.GetHit()
TriangleIntersected.Add(Ray)Figura 4.4: Pseudoódigo para el reálulo de la radiosidad para el método deCuenta de Impatos.Para alular el estimador de la radiosidad en los puntos del objeto móvil,desartamos el valor de radiania que se obtuvo en el frame anterior, y ejeuta-mos el algoritmo iniial, omprobando todos los rayos de la esena. Para adamuestra de irradiania, se alula la ontribuión de los rayos a la muestra, si-guiendo el algoritmo de estimaión de densidades elegido. Para referenia, véasela �gura 4.3, donde se muestra el pseudoódigo para el álulo iniial de la ra-diosidad. Nótese que este algoritmo es diferente del usado en [Dmitriev 02℄, yaque Dmitriev desarta los fotones antiguos aunque sigan siendo válidos.4.5.3. Comparaión entre las distintas formas de atuali-zar la radiosidadHemos visto que el algoritmo de Cuenta de Impatos es intrínsiamente másrápido que el de Photon Maps o DETP, ya que sólo hay que tener en uenta losrayos realulados. El problema es que los parámetros de ruido y varianza sonmuho mayores. Es, por tanto, neesario inrementar el número de fotones, y eltiempo �nal de iluminaión para una esena determinada es más alto.Aunque se ha desrito en la literatura que los parámetros de ruido y varianzason muho más alto en Cuenta de Impatos que en Photon Maps ([Jensen 01℄,página 52) o DETP ([Lastra 02b℄, seión 2), se ha estudiado el tiempo para elálulo ompleto de la irradiania.Como hemos visto en las seiones anteriores, al haer reálulo on Cuentade Impatos podemos reusar informaión de la iluminaión del móvil, mientrasque en Photon Maps y DETP debemos desartarla. Es neesario responder a lapregunta de si la Cuenta de Impatos, que usa un algoritmo más e�iente en elreálulo del móvil, puede ompensar el inremento de fotones neesario paraobtener una soluión on un error omparable a los otros métodos.En este aso mediremos el tiempo de reálulo de la esena ompleta enPhoton Maps o DETP, y el tiempo de realular los rayos que intersean elobjeto móvil sólamente en Cuenta de Impatos. Como ejemplo usaremos la



108 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASesena ompleja estudiada en detalle en la seión 4.9.

Figura 4.5: Estimaión de Densidades en el Plano Tangente, 50 000 fotones.

Figura 4.6: Estimaión de densidades usando Cuenta de Impatos, 1 000 000fotones.Usaremos la diferenia de luminania promedio entre una imagen de referen-ia (Estimaión de Densidades en el Plano Tangente, radio 0,01, ien millones defotones) y las imágenes generadas que se muestran abajo. Se pueden ompararlas �guras 4.5 y 4.6 para ver la mejor alidad de DETP. El uadro 4.1 muestra el



4.6. REUSO DE LA ORDENACIÓN DE PUNTOS 109Algoritmo Fotosimulaión Iluminaión Total ErrorDETP 0,05 0,80 0,85 16,10%ImpatCount 1,09 0,02 1,11 139,54%Cuadro 4.1: Comparaión entre DETP y Cuenta de Impatos.tiempo en segundos para el reálulo de los rayos (fotosimulaión), la estimaiónde densidades (iluminaión), y el tiempo total. Finalmente se muestra el error.Es fáil ver que aunque el tiempo de simulaión es similar (ligeramente más bajopara DETP), el error es un orden de magnitud mayor para uenta de impatos.4.6. Reuso de la ordenaión de puntosEl rendimiento de la Cahé de esferas depende de la ordenaión de los pun-tos. Esto se debe al heho de que se mantiene una estrutura de datos jerárquialineal, ompuesta de esferas de radio dereiente. Estas esferas tienen una es-trutura de datos asoiada que guarda los rayos que las atraviesan. Cuando sehae estimaión de densidades en un punto que está dentro de la esfera atual(en realidad uando el diso ompleto que se usa en la estimaión de densida-des está en la esfera), enontrar los rayos que afetan su radiania es rápido.Cuando el punto está fuera de la esfera (o al menos parte del diso), la esferase desarta y la esfera padre en la estrutura se omprueba hasta enontrar unaesfera válida. Entones se reonstruye parte de la jerarquía o lista de esferas, taly omo se desribe en la seión 1.4.4 del primer apítulo (página 30).Para disminuir lo máximo posible el número de esferas eliminadas, se usa unesquema de preordenaión que obtiene el máximo rendimiento del algoritmo dis-minuyendo el número de vees que hay que reonstruir las esferas (seión 1.4.4).Debido a la naturaleza estátia de la mayoría de la esena y el heho de queel móvil es rígido, el orden óptimo para un mínimo de fallos de ahé se puedeestudiar en un primer paso. En las siguientes pasadas, el orden se reutiliza.4.7. Indexaión de DisosSe integró la ténia de indexaión espaial para los disos de Estimaiónde Densidades en el Plano Tangente (apítulo 2) en el algoritmo de reálulode iluminaión. El algoritmo alula los disos de los vérties de la esena, ylos ordena usando un método de indexaión espaial. La radiania se alulainterseando ada rayo ontra los disos, usando la indexaión espaial paraaelerar el proeso.Este método tiene mayor rendimiento que el método original de interseiónon la Cahé de Esferas uando los disos tienen un radio de tamaño similar alde las aristas de los triángulos, o bien si los disos son grandes, para un númeropequeño de rayos. En otras situaiones, el rendimiento de la Cahé de Esferases superior.



110 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASEl número máximo de primitivas por voxel debería ajustarse onforme am-bia el tamaño del diso, ya que uando los disos reen, intersean unos onotros; dividir el voxel rea voxels en los que la mayoría de los disos perteneen aambos voxels. Esto hae que el tiempo de interseión on los nuevos voxels seamás alto que el tiempo de usar el voxel original que ombina ambos subvoxeles,omo se indió en la seión 2.2 (página 48).a) Comparaión entre la Cahé de Esferas y la Indexaión de Disos para todala esena, sólo el árbol y sólo el suelo. Tiempo omo funión del radio del diso.Se muestra también el área de ada diso, omo porentaje del área del suelo.
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4.7. INDEXACIÓN DE DISCOS 111verse en el apéndie A. La �gura 4.8, a) izquierda y b) tiene la informaiónorrespondiente para el aso de 20 000 fotones (el apéndie A tiene los datosorrespondientes a esta �gura).a) Comparaión entre Cahé de Esferas e Indexaión de Disos para la Esena delÁrbol (izquierda) y la Segunda Esena del Árbol (dereha). Tiempo en funióndel radio del diso.
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112 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASPara 20 000 fotones, los resultados sólo son mejores para tamaños de 0,01 y0,02. El problema es que este método es lineal en el número de rayos.Se generó otra esena on un tipo diferente de árbol y de suelo, on triángulosmayores, que se muestra en la �gura 4.9. La informaión de tiempos para estaesena puede verse en la �gura 4.8, a) dereha y ).Estos uadros muestran la disminuión del rendimiento de la indexaiónde disos onforme el área de los disos se inrementa. Puede verse que losresultados son mejores usando disos más grandes que en la esena anterior,debido al heho de que el tamaño de los triángulos se ha inrementado.

Figura 4.9: Segunda Esena del Árbol, 20 000 fotones.Para disos grandes, el proedimiento normal de dividir los voxels hastaque queden poos objetos en el voxel o se alane una profundidad máxima nofuniona. Como los disos son tan grandes, perteneen a la mayoría o a todoslos nodos reién reados. Esto hae que el algoritmo tenga que iterar por la listade todos los disos para ada nodo, on lo que el tiempo resultante es más altoen lugar de más bajo. Para evitar esto, la profundidad máxima debe disminuironforme el radio del diso aumenta, omo se vio en la seión 2.2.Una ventaja del método de Indexaión de Disos es una fáil paralelizaión,ya que el árbol de indexaión de los disos es estátio, y puede aederse sinproblemas de ontenión. Por otra parte, sinronizar el aeso y la atualizaiónde la Cahé de Esferas es omplejo, y disminuye el rendimiento de la ahe.



4.8. ESTUDIO DE TESTS DE PRE-INTERSECCIÓN 1134.8. Estudio de tests de pre-interseiónCuando se intersean entre sí muhos objetos on geometría ompleja, avees es útil envolver ada objeto on otro objeto de geometría simple, y haerun test de interseión entre los objetos envolventes simples para evitar haer eltest de interseión entre los objetos reales, si estos están alejados entre sí. Estose denomina un pre-test de interseión, y puede mejorar los tiempos de álulosi la probabilidad de interseión entre los objetos es pequeña.En el aso de interseiones rayo-diso, existen algunos tests estandar queenvuelven el diso en un triángulo. Se estudiaron los tests de pre-interseiónde Badouel [Badouel 90℄, Plüker [Teller 92℄ y Möller-Trumbore [Möller 97℄ onrespeto del test de interseión rayo-írulo. Se rea un triangulo equiláterotangente al diso, y los rayos se intersean primero on el triángulo, y si loatraviesan, on el írulo. Aunque estos tests por sí solos aumentan el rendi-miento un 34%, en ombinaión on la Cahé de Esferas sólo inrementan elrendimiento aproximadamente un 1%.El pretest de interseión pierde utilidad en ombinaión on indexaiónespaial o ahé de esferas porque al usar esas ténias se aumenta la probabili-dad ondiional de que haya interseión rayo-diso supuesto que se hae el testrealmente (hemos visto que la mejora del la e�ienia depende de que esta pro-babilidad sea baja). Además, el rendimiento de los tests dependen del tamañodel diso, ya que para disos pequeños la mayoría de los rayos no intersean ni eltriángulo ni el diso, lo que signi�a que el pre-test aumentará la veloidad delálulo, y para disos grandes una fraión signi�ativa de los disos interseantanto el triángulo omo el diso, on lo que el pre-test sólo será un estorbo. Paraesenas pensadas para tiempo real, nos interesan los disos grandes, ya que esohae posible tener un número más pequeño de rayos. Por desgraia, eso signi�-a que el aumento de rendimiento del pre-test es asi inapreiable. Los test depre-interseión menionados fueron probados en la esena que se muestra en laseión 4.9. Los resultados para los diferentes tests pueden verse en la �gura 4.10(tiempos en segundos).Los tests muestran que los tests de pre-interseión de Badouel y Möller-Trumbore son un poo más rápidos que no haer pre-test. Plüker es más lentoporque neesita que se almaenen las oordenadas de Plüker. La mejora derendimiento es en el mejor aso (Möller-Trumbore) del 1,81%.4.9. Comparaión entre Photon Maps y DETPAhora ompararemos el tiempo que se neesita para atualizar la informaiónde radiosidad para los métodos de estimaión de densidades Photon Maps yEstimaión de Densidades en el Plano Tangente.Usaremos una esena on 71 966 triángulos y un objeto móvil de 500 trián-gulos. (Véase la �gura 4.11) Esta esena también se ha usado en [Lastra 02a℄,aunque no había objeto móvil en ese artíulo y para estudiar el método deIndexaión de Disos en el apítulo 2. Llamaremos a ésta la Esena del Árbol.
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Figura 4.10: Tiempo de iniializaión y de fotograma para simular la Esena delÁrbol usando distintos tests de pre-interseión.

Figura 4.11: Render en olor plano de la Esena del árbol.



4.9. COMPARACIÓN ENTRE PHOTON MAPS Y DETP 115Usaremos omo referenia la imagen reada usando ien millones de rayoson el método de estimaión DETP (el radio es el 1% de la esena). En estaseión se da la informaión resultante de tiempos y error.

Figura 4.12: Estimaión de Densidades en el Plano Tangente, 1 000 fotones.4.9.1. Grá�as de rendimientoSe han probado los algoritmos de Estimaión de Densidades en el PlanoTangente, usando dos simulaiones de 1 000 fotones y 10 000 fotones respe-tivamente, y Photon Maps, on tres simulaiones de 10 000, 50 000 y 200 000fotones. Las grá�as de error en funión del tiempo pueden verse en la �gura 4.17(los uadros on los tiempos pueden verse en el apéndie A).La �gura 4.12, ontiene una imagen on el resultado de apliar el algoritmode DETP on 1 000 fotones. Se puede ver que ativar la Cahé de Esferas y laordenaión de las muestras de irradiania permiten obtener 9 fotogramas porsegundo, lo que puede onsiderarse tiempo real. El error de la imagen es bastantealto debido al pequeño número de fotones.Al ejeutar DETP on 10 000 fotones, obtenemos la �gura 4.13. Para estenúmero de rayos, tenemos una tasa de refreso de dos fotogramas por segundo,que es interativa, pero no tiempo real. El error se redue a la mitad on respetoa la imagen anterior, y se debe asi por ompleto al sesgo del algoritmo debidoal tamaño grande del diso.En uanto al algoritmo de Photon Maps, podemos observar el resultado de lasimulaión en las �guras 4.14 (10 000 fotones, página 116), 4.15 (50 000 fotones,página 117), y 4.16 (200 000 fotones, página 117). Para Photon Maps la tasa de
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Figura 4.13: Estimaión de Densidades en el Plano Tangente, 10 000 fotones.

Figura 4.14: Estimaión de Densidades Photon Maps, 10 000 fotones.
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Figura 4.15: Estimaión de Densidades Photon Maps, 50 000 fotones.

Figura 4.16: Estimaión de Densidades Photon Maps, 200 000 fotones.
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Figura 4.17: Comparaión de Photon Maps y DETP. Error porentual en funióndel tiempo. Iniializaión (izquierda) y tiempo de fotograma (dereha).refreso es de 5 fps (10 000 fotones), 2 fps (50 000 fotones) y 0,43 fps (200 000fotones). Observamos que los parámetros de error son muho más altos que losde DETP.Los �heros de referenia son una imagen generada on Photon Maps on in-o millones de fotones, usada para la olumna Ruido, y una imagen on DETP,también on ino millones de fotones, para la olumna Total. La olumna deSesgo es la diferenia entre la imagen de referenia de Photon Maps y la ima-gen de referenia de DETP. Puede verse que al aumentar el número de fotones,la imagen tiende a la imagen de referenia de Photon Maps, divergiendo de laimagen de referenia de DETP. Esto es debido a que el sesgo de Photon Mapses más fail de ver onforme disminuye el tamaño de la esfera. La alidad delas imagenes para el número orrespondiente de frames por segundo de DETPes muho más baja en Photon Maps, así que nuestro método preferido paraapliaiones de tiempo real es Estimaión de Densidades en el Plano Tangente.4.10. Estudio teórioEn esta seión realizaremos un estudio teório del algoritmo de reálu-lo utilizando omo base las ténias desritas en el apítulo 3. Comenzaremosalulando el error esperado para la esena de la seión anterior, usando las fór-mulas de la seión 3.6.1. Tras ello estudiaremos la e�ienia de los algoritmos,siguiendo la seión 3.8.4.10.1. Error teório de DETPUsaremos la seión 3.6.1 para alular el error esperado a priori en la esenade la seión anterior. Esta seión desarrolla una fórmula para el error que seobtuvo a partir de la estimaión de la esperanza y la varianza del algoritmo



4.10. ESTUDIO TEÓRICO 119DETP (euaión 3.46, página 75):
Error =

√
A0 −Ad

AdnR
(4.10)donde A0 es el área de la envolvente onvexa de la esena, y Ad es el radio deldiso.Los datos neesarios de la esena son:Radio del diso d = 0,1.Número de rayos nR = 10 000, nR = 1 000.Como alular el área envolvente del árbol es muy omplejo, usaremos la si-guiente simpli�aión: alularemos el área de la aja envolvente del árbol. Elárbol mide 0, 350115× 0, 667508× 0, 34873; mientras que el suelo mide 1× 1. Elárea total de la esena es de A0 = 2, 05507.Los errores esperados son: Error = 8, 02 % (10 000 fotones) y Error =

25, 38 % (1 000 fotones). Los datos empírios son (Cuadros A.13 y A.12, Errorde Ruido) Error = 8, 57 % (10 000 fotones) y Error = 24, 64 % (1 000 fotones).Por tanto, en este aso la diferenia entre la prediión teória del error y elvalor real se enuentra entre el 3% y el 6%.4.10.2. Estudio de e�ieniaSímbolos relaionados on las esferas
ri = ri−1Q = r0Q

i Radio de la esfera i
rD Radio de la esfera envolvente del objeto móvilSímbolos relaionados on los rayos
nR Número de rayos
ñR = nR

r2
D

r2
0

Número de rayos que toan el objeto móvilCantidades relaionadas on el tiempo
u Tiempo de interseión Rayo Diso
t Tiempo de interseión Rayo Esfera
TDI Tiempo de Indexaión de Disos
TSC Tiempo de Cahé de Esferas
TRec Tiempo de reálulo
A Aeleraión del algoritmo al usar reáluloOtros símbolos
0 < Q < 1 Razón de los radios de dos esferas
nD Muestras en objetos dinámios
nS Muestras en objetos estátios
nP = nD + nS Muestras de irradianiaCuadro 4.2: Símbolos usados en el estudio de e�ienia del reálulo.



120 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASEl Cuadro 4.2 tiene un resumen de los símbolos usados en esta seión.Nos basaremos en las fórmulas obtenidas en el apítulo 3 que mostraban laomplejidad de los diferentes algoritmos, y las apliaremos al aso de áluloinremental de esenas quasi-estátias.Si llamamos nS al número de puntos estátios y nD al número de puntosdinámios (nP = nS + nD), y rD al radio de la esfera envolvente del objetodinámio, puede demostrarse que el número de rayos realulados es:
nnew

R ≈ nold
R ≈ nR

r2
D

r2
0

=def ñR (4.11)donde nR es el número de rayos.Puntos estátiosEl osto de la ahe de esferas en este aso es
T =

tñR

Q2

3
√

nS − 1

1−Q
+

4

3
uñR

3
√

nS (4.12)donde el primer sumando orresponde a los fallos de ahe y el segundo al ostede la esfera interior.El valor óptimo del fator de radios entre esferas Q orresponde a 2/3, omose vio en la seión 3.8.2, y teniendo en uenta que el tiempo de interseiónrayo-diso y rayo-esfera son similares (t ≈ u), y que en el límite, para un nSgrande, 3
√

nS − 1 ≈ 3
√

nS , el oste es 8,08 t ñR
3
√

nS . La Indexaión de Disosuesta 2 t ñR
3
√

nS , laramente la opión más rápida.Puntos dinámiosTeniendo en uenta los resultados previos, el oste de la ahe de esferas es
8,08 t ñR

3
√

nD = 8,08 t nR
r2
D

r2
0

3
√

nD (4.13)y el de la Indexaión de Disos es t nR
3
√

nD. Si los dos ostes se usan omolados de una euaión, y se resuelve on respeto a nD, los valores de nD paralos uales ada algoritmo es óptimo pueden ser deduidos.
8,08 t nR

r2
D

r2
0

3
√

nD = t nR
3
√

nD (4.14)Simpli�ando, (dividiendo entre tnR
3
√

nD)
8,08

r2
D

r2
0

= 1 (4.15)Tomando la raíz uadrada y resolviendo para rD obtenemos
rD = 0,35r0 (4.16)



4.10. ESTUDIO TEÓRICO 121Esto signi�a que si el tamaño de los objetos dinámios es del 35% de la esena,ambos algoritmos son igualmente rápidos en promedio. Comprobar el oste delos métodos para objetos de tamaño menor y mayor del 35% de la esena mues-tra que la ahe de esferas es más rápida para los objetos pequeños; mientrasque la Indexaión de Disos es más rápida para los objetos grandes.Por tanto, un algoritmo de reálulo óptimo debería usar Indexaión deDisos para los puntos estátios y Cahé de Esferas para los puntos dinámios,que por la de�niión de esenas quasi-estátias, son menores del 35% de laesena.In�uenia del tamaño del móvil en la aeleraiónLa aeleraión obtenida en el reálulo depende del número de muestras delmóvil, del tamaño del móvil, y en general de los distintos parámetros de losalgoritmos. Si, aparte de las suposiiones de la seión anterior, añadimos quela densidad de muestras en el móvil es la misma que en el resto de la esena,podemos observar ómo ambia la aeleraión en funión del tamaño del móvil.Sea ρ la densidad de muestras. Se pueden relaionar los valores nS y nD dela siguiente forma:
nS = ρr3

0 nD = ρr3
D (4.17)Despejando ρ y substituyendo obtenemos

ρ =
nS

r3
0

nD = nS
r3
D

r3
0

(4.18)Usando la euaión 3.83 y
nP = nS + nD = nS + nS

r3
D

r3
0

= nS

(
1 +

r3
D

r3
0

) (4.19)así omo las simpli�aiones de la seión anterior (t ≈ u, 3
√
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nP y
Q = 2/3) obtenemos un tiempo para Cahé de Esferas de
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) (4.20)Usando Indexaión de Disos obtenemos:
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) (4.21)laramente más rápido. El oste del reálulo es la suma de los ostes de la parteestátia y dinámia:
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3
√

nS + 8,08 t nR
r2
D

r2
0

3
√

nD (4.22)



122 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASLa aeleraión es el oiente entre el oste de la euaión 4.21 y 4.22:
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(4.23)donde hemos usado la de�niión de ñR y nD. Simpli�ando queda:
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(4.24)
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Figura 4.18: Grá�a de la aeleraión teória del reálulo, omo funión deltamaño del móvil (el tamaño del móvil se mide en tanto por uno del tamañode la esena). La aeleraión es el oiente entre el tiempo del algoritmo que noreusa informaión y el algoritmo de reálulo.Si llamamos C al oiente entre el tamaño del móvil y el tamaño de la esena(C = rD

r0
), vemos que la aeleraión sólo depende ya de este oiente. Una grá�apuede verse en la �gura 4.18.En el ampo de videojuegos, es muy usual tener dos densidades de malladodistintas, una para la esena, y otra para los personajes móviles, dado que a



4.10. ESTUDIO TEÓRICO 123menudo los personajes están era del protagonista y se requiere mayor alidad.En este aso, la euaión 4.18 puede modi�arse para tener este heho en uenta,y obtener un estimador adeuado de la aeleraión.Resultados experimentalesPara probar el estudio teório, se diseñó una esena senilla (la aja deCornell) y un móvil también senillo (una esfera). Se ha alulado la aeleraióndel álulo de la iluminaión global para distintos tamaños del móvil. La esena

Figura 4.19: Caja de Cornell on móvil.puede verse en la �gura 4.19 para un ejemplo de móvil del 10% de la esena.La �gura 4.20 tiene los resultados empírios.Observamos que las grá�as de las �guras 4.18 (aeleraión teória) y 4.20(aeleraión empíria) son similares, a pesar de que muhos de los supuestosteórios no se umplen (la distribuión de los puntos de irradiania y de losrayos no es uniforme, y la densidad de puntos en el móvil y la esena es distinta,ya que por simpliidad hemos esalado el móvil sin ambiar la resoluión de lamalla). Si observamos el valor de las grá�as para un móvil on un tamaño del30% de la esena, vemos que la prediión teória es de que el reálulo deberíaser 2,5 vees más rápido, mientras que en la prátia es 7,5 vees más rápido.
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Figura 4.20: Aeleraión empíria del álulo de iluminaión global, omo fun-ión del tamaño del móvil (el tamaño del móvil se mide en tanto por uno deltamaño de la esena). La aeleraión es el oiente entre el tiempo del algoritmoque no reusa informaión y el algoritmo de reálulo.Esto se debe a que al no ambiar la resoluión de la malla, el número de puntosdonde se hae estimaión de densidades es muho menor que el prediho por lateoría. Con un móvil on un tamaño del 10% de la esena, en la que el tamañodel mallado es similar entre la esena y el móvil, la aeleraión en ambos asos esde un reálulo 30 vees más rápido. Podemos por tanto onluir que el estudioes útil para aproximar el omportamiento real de los algoritmos.4.11. Reálulo en super�ies no difusasEl reálulo de super�ies no perfetamente difusas (o glossy) presenta al-gunos problemas adiionales que no existen en super�ies difusas, que hemosanalizado e implementado en nuestro sistema de iluminaión global, y que des-ribimos a ontinuaión.Los ambios en la posiión de la ámara no modi�an el estimador de ra-diania on super�ies difusas, pero sí on super�ies glossy. Por tanto, hay quellamar al método de estimaión uando la ámara se mueve.



4.12. CONCLUSIONES 125Además, el método de reálulo también se ve afetado, ya que en el asoglossy, un número que indique el estimador de radiania del fotograma anteriorno es su�iente. Hay que guardar el onjunto de rayos que afetaron al punto.Luego, estos rayos deben usarse junto on la nueva posiión de la ámara paraobtener el nuevo estimador de radiania.Cuando el objeto se mueve, los rayos nuevos y los antiguos que fueron usadospara atualizar el estimador de radiania en el aso difuso, han de omprobarseon la lista de rayos del vértie, y la lista de rayos debe atualizarse y alularseun nuevo estimador de la radiania.Esto es bastante ostoso; las esenas que podemos realular de forma in-terativa on super�ies glossy son bastante más senillas que en el aso desuper�ies totalmente difusas.4.12. ConlusionesSe ha diseñado un algoritmo que alula de forma inremental la iluminaiónde una esena para el aso de objetos móviles. Este algoritmo se ha apliado alos métodos de estimaión de densidades Cuenta de Impatos, Photon Maps yEstimaión de Densidades en el Plano Tangente, inluyendo las dos optimizaio-nes de éste, y se ha omparado el rendimiento de los tres métodos. Estimaiónde Densidades en el Plano Tangente obtiene el resultado on menor error pa-ra un tiempo de ómputo dado. Se ha estudiado el efeto de usar pre-tests deinterseión en la e�ienia del algoritmo. Para DETP básia, el aumento delrendimiento es del 34%. Para la Cahé de Esferas, sin embargo, el inrementodel rendimiento es sólo del 1%.También se ha estudiado teóriamente el error del algoritmo de DETP yse ha omparado on los resultados empírios. A pesar de que no se umplenlos supuestos teórios, la diferenia entre el valor prediho del error y el valorempírio es de aproximadamente un 5%.Finalmente se ha estudiado teóriamente la e�ienia en tiempo del algo-ritmo de reálulo. La optimizaión de Cahé de Esferas debe usarse para losobjetos dinámios y la Indexaión de Disos para la parte estátia, on obje-to de minimizar el tiempo de ómputo. La in�uenia del tamaño del móvil enel tiempo del algoritmo ha sido uanti�ada de forma teória y empíria. Porúltimo, el algoritmo de reálulo se ha apliado también a super�ies no difusas.
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Capítulo 5Software desarrolladoPara la obtenión de los resultados desritos en esta memoria, se han desa-rrollado diversos omponentes software, que han sido usados para validar laorreión de los métodos y para medir la e�ienia de los algoritmos. Esteapítulo desribe la estrutura y funionalidad del software.5.1. ZeusEl sistema Zeus onsiste en un software de simulaión de la iluminaión queinluye la siguiente funionalidad:Cálulo de Iluminaión Global usando métodos de Monte Carlo (Cuenta deImpatos, Photon Maps y Estimaión de Densidades en el Plano Tangenteon sus distintas variantes).Cálulo inremental de la iluminaión en presenia de un móvil.Gran variedad de BRDFs para la de�niión de los materiales, que permitenentornos tanto difusos omo glossy. Las BRDFs soportadas están desritasen profundidad en [Montes Soldado 08℄.Gran variedad de indexaiones espaiales, omo otrees, kd-trees y grids,entre otros.Generaión de imágenes de forma interativa o por lotes.Soporte del formato GRanada File (GRF) tanto para la entrada (desrip-ión de esenas y móvil) omo para la salida de datos.Este sistema implementa el algoritmo de Indexaión de Disos, desrito en elapítulo 2, que mejora la veloidad del álulo de la iluminaión global uandose usa el método DETP. También permite alular inrementalmente la ilumi-naión de auerdo on lo expuesto en el apítulo 4.127



128 CAPÍTULO 5. SOFTWARE DESARROLLADOTela Signi�adoGenerales'1' Esribir un �hero GRF de salida'3' Realular la esenaMovimiento de ámara'y' Arriba'n' Abajo'g' Izquierda'j' Dereha'h' Haia el observador'H' En direión ontraria al observadorRotaión de la esena'a' Dereha'q' Izquierda's' Arriba'w' AbajoMovimiento del móvil'9' Arriba'l' Abajo'i' Izquierda'p' Dereha'o' Haia el observador'O' En direión ontraria al observadorRotaión del móvil'6' En el eje X'7' En el eje Y'8' En el eje ZIntensidad de la luz'm' Aumentaroma DisminuirCuadro 5.1: Telas del sistema Zeus.Los parámetros de entrada del sistema se inluyen en un �hero de on�gu-raión de texto ASCII que permite elegir el método de indexaión espaial, elmétodo de álulo de iluminaión, �heros de entrada y de salida de esena ymóvil, et. También permite elegir entre un modo interativo y un modo para lageneraión de animaiones, en proeso por lotes. En el modo interativo se pue-de ontrolar el movimiento del móvil, la ámara, et usando telas (Cuadro 5.1).En el modo de proesado por lotes, se le india al sistema mediante texto losmovimientos adeuados, y en su aso si se deben grabar a diso las desripionesde la esena on la iluminaión global alulada, que pueden visualizarse on unprograma externo. El apéndie B ontiene uadros que explian las diferentesopiones, aunque un ejemplo senillo puede verse en el Cuadro 5.2.



5.1. ZEUS 129DETP_UseFixedDis 1DETP_UseRayCahe 1DETP_SortQueries 1DETP_ArtifatControl 1DETP_PreTest_Use PlükerDETP_Radius 100DETP_RayCahe_RadiusFator 0.6DETP_PlukerEdges 3DE_Nphotons 1000000FS_Di�useLight 1FS_Photons 2000000FS_Sene 1patio.grfFS_Mobile movil.grfFS_Output_File 1patio.DETP.otreeFS_ShowPerentageAt 10FS_EstimationMethod DETPRFS_RealulateWholeSene 1FS_ColorCoe�ientCorretor 1FS_DensityEstimation 1FS_Passes 2OPT_Optimizer OtreeOPT_MaxDepth 8OPT_MaxObjNode 25Program_Interative 0Program_WalkKeys 1Program_Seed 1Cuadro 5.2: Ejemplo de �hero OP para Zeus.El sistema permite mostrar las trayetorias de los rayos, lo que permitever fáilmente qué rayos son realulados en álulo inremental de la ilumina-ión (�gura 5.1). Desafortunadamente, el número de rayos neesario para unailuminaión realista (miles) hae que sea inviable observar al mismo tiempo ilu-minaión realista y rayos usados. También se permite almaenar los datos dela indexaión espaial, tanto para el álulo e�iente de distintos algoritmos deiluminaión para la misma esena, omo para su visualizaión para propósitos



130 CAPÍTULO 5. SOFTWARE DESARROLLADOdoentes usando un programa externo.

Figura 5.1: Dos instantáneas del sistema Zeus, mostrando el reálulo de losrayos, aesibles en http://giig.ugr.es/�rgaria/tesis/zeus[12℄.gif. El video om-pleto puede verse en http://giig.ugr.es/�rgaria/tesis/movil.mpeg.



5.2. ARQUITECTURA DEL SISTEMA 131Lista Grid 3D jerárquio Binary Spae Partitioning TreeGrid 3D Grid 3D reursivo KD-TreeOtree Otree jerárquioCuadro 5.3: Indexaiones espaiales soportadas en Zeus.Beards-Maxwell Ward Strauss Perfetamente difusaCook-Torrane Phong Blinn Perfetamente espeularPoulin-Fournier Lewis Lafortune He-Torrane-Sillion-GreenbergTorrane-Sparrow Slik Minnaert Datos TabuladosAshikhmin-Shirley Shirley Oren-Nayar Combinaiones de las desritasCuadro 5.4: BRDFs soportadas en Zeus.5.2. Arquitetura del sistemaEl sistema ha sido implementado en C++ haiendo uso de la librería GLUTde utilidades de OpenGL. La arquitetura del sistema puede verse en la �gu-ra 5.2. Existen uatro bloques prinipales, que ontienen la funionalidad deálulo de iluminaión global usando trazado de rayos desde la fuente de luz,materiales y re�exión de la luz en los objetos, estimaión de densidades (�nalgathering), y métodos de indexaión espaial para aeleraión de los álulos.Otros bloques ontienen algoritmos e�ientes de pre-interseión de primitivas,el ódigo de entrada/salida, inluyendo letura del formato de esena, paráme-tros, salida de resultados, e interfaz grá�a interativa. La �gura 5.3 ontieneun diagrama de lases del sistema, simpli�ado. A ontinuaión desribimos losmódulos prinipales, que se han implementado omo namespaes.El módulo de indexaión espaial ontiene ódigo que, a partir de una listade primitivas grá�as, rear una estrutura de datos que las gestiona deforma e�iente. En partiular, el álulo de la interseión de una línea onun onjunto de primitivas (triángulos y disos en el aso de este sistema)se optimiza reando una estrutura reursiva que divide el espaio. Lasestruturas implementadas para triángulos pueden verse en el uadro 5.3.Cada indexaión se implementa on una lase, que hereda de una laseabstrata Optimizer on la funionalidad omún. En uno de los métodos deiluminaión global, es neesario repartir la energía de los rayos a los disosque atraviesan. Este módulo se enarga también de este ometido, usandoel módulo de pre-interseión si es neesario. En este aso, las posibilidadesson un otree o un Retilinear Binary Spae Partitioning Tree (aparte deestas posibilidades, el módulo permite generar otras estruturas de datos,aunque el sistema no las usa por el momento). La desripión ompletade las indexaiones posibles puede enontrarse en [Revelles Moreno 01℄.El módulo de BRDFs ontiene informaión sobre ómo re�ejar la luz sobre
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Figura 5.2: Diagrama de módulos de Zeus.
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Figura 5.3: Diagrama de lases de Zeus (simpli�ado).



134 CAPÍTULO 5. SOFTWARE DESARROLLADOCuenta de Impatos Cahé de Esferas, Hilbert Indexaión de DisosPhoton Maps Cahé de Esferas, LebesgueDETP básia Cahé de Esferas MultilistaCuadro 5.5: Métodos de estimaión de densidades soportados por Zeus.distintos tipos de materiales. La re�exión de la luz se desribe omo unafunión de distribuión de re�etania bidireional (en inglés BRDF). LasBRDFs ontempladas por este módulo pueden verse en el uadro 5.4. CadaBRDF se implementa también omo una lase, que hereda de una laseabstrata BRDF. A partir de un rayo de entrada, este módulo alula ladireión de salida del rayo (o su absorión) de auerdo on el material enuestión. [Montes Soldado 08℄ desribe en detalle el proeso.El módulo de estimaión de densidades ontiene el ódigo para obtener unaestimaión de la radiania en un punto a partir de los rayos e impatosde fotones en la eranía del punto. Las distintas posibilidades para elalgoritmo de estimaión pueden verse en el uadro 5.5. La desripión delos algoritmos puede verse en [Lastra Leidinger 04℄ y en el apítulo 2.Finalmente el módulo de Iluminaión Global se enarga de la simulaióndel transporte de la luz, y por tanto genera los fotones en las fuentesde luz, alula el lugar donde ada fotón interaiona on un material(usando el módulo de indexaión espaial) y re�eja los fotones (usando elmódulo de BRDFs). Tras la simulaión, usa el módulo de estimaión dedensidades para alular la radiania. Este módulo también es responsablede atualizar la radiania de modo inremental en aso neesario tras elmovimiento del objeto móvil. Esta atualizaión usa de nuevo los módulosde indexaión espaial, BRDFs y estimaión de densidades.El programa prinipal usa los módulos de entrada/salida para obtener losparámetros de la simulaión y guardar los resultados de la simulaión en diso,el módulo GRF para obtener la esena, y llama al módulo de indexaión espaialpara gestionar la esena y al de iluminaión global para haer la simulaión. Lavisualizaión OpenGL muestra la esena y reoge la interaión on el usuario,en aso neesario (la interaión puede obtenerse también en modo bath apartir del �hero de on�guraión).La �gura 5.4 muestra un diagrama de seuenia on la ejeuión de Zeus parauna esena y un móvil, en la que se usa indexaión de disos. La interaión serealiza a través de OpenGL. Por simpliidad, se supone una únia interaión enla que se ambia la posiión del móvil. Tras la visualizaión de la atualizaiónde la iluminaión, el programa termina.
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Figura 5.4: Diagrama de seuenia de Zeus.5.3. Uso del sistemaLa sintaxis del programa es:zeus <fihero de onfiguraión>Una ejeuión típia del sistema omienza on la letura del �hero de on�-guraión. Si se desea una simulaión interativa, el sistema iniializa la interfazgrá�a; en aso ontrario se obtiene la lista de operaiones a realizar.
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Figura 5.5: Diagrama de �ujo de Zeus.



5.4. TRABAJO FUTURO 137A ontinuaión se arga la esena y se genera la indexaión espaial re-querida, y se produe una primera fotosimulaión, seguida de la estimaión dedensidades adeuada.Un bule proesa las petiiones del usuario (movimiento del móvil y reáluloorrespondiente de la iluminaión, movimiento de ámaras, generaión de imá-genes de salida, et.) hasta que se desee terminar la simulaión. La �gura 5.5ontiene un diagrama de �ujo simpli�ado.Si no se desea reálulo, se pueden generar imágenes usando más rayos delos que abrían en memoria aprovehando el heho de que la energía en lospuntos de irradiania es independiente del orden en que se proesen los rayos.En este aso se produen lotes de rayos que se proesan por separado añadiendosu ontribuión a los puntos de irradiania. Esto puede onsiderarse una formamuy básia de proesamiento out of ore.El sistema, a petiión del usuario, genera una serie de �heros de salida onformato IGRF (GRF on informaión de irradiania). Estos �heros ontienenuna abeera on los parámetros de la simulaión. Tener un formato de�nidopermite leer fáilmente mediante software estos �heros, por ejemplo para ge-nerar automátiamente grá�as leyendo un onjunto de �heros resultantes dela ejeuión de un algoritmo on distintos parámetros. El formato puede verseen los uadros 5.6 y 5.7.5.4. Trabajo futuroPara mejorar la e�ienia de este sistema se pretenden explorar los siguientesampos:Paralelizaión del sistema usando las librerías MPI para obtener un soft-ware de memoria distribuida ejeutable en un luster.Implementaión de los métodos de iluminaión global en hardware grá�oavanzado usando o bien Cg o bien CUDA.Integraión de ambos aspetos para la ejeuión en un luster de GPUs.Añadir soporte para guardar y argar onjuntos de rayos en diso parapermitir reálulo en situaiones que requieran algoritmos out of ore.Integrar el algoritmo e�iente de muestreo para BRDFs desrito en [Montes 08a,Montes 08b℄.
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//Timing data//Illumination time: <�oat>//Irradiane time: <�oat>//Program Parameters//Program_MobilePosition: <vetor>//Program_Interative: [0|1℄//PhotoSimulagion parameters//FS_Di�useLight: [0|1℄//FS_Passes: <int>//FS_Photons per pass: <int>//Total Rays per pass (atually last pass): <int>//FS_ShowPerentageAt: <�oat>//FS_EstimationMethod: <método de estimaión de densidades>//RealulateWholeSene: [0|1℄//FS_ColorCoe�ientCorretor: <�oat>//FS_Output_File: <�hero de salida>//FS_Sene: <�hero de entrada de esena>//FS_Mobile: <�hero de entrada del móvil>//Density Estimation options//DE_Nphotons: <int>//DE_Radius: <�oat><opiones DETP si se usó el método DETP>//Spatial Indexing Optimizing options//OPT_Optimizer: <optimizador>Cuadro 5.6: Cabeera de un �hero IGRF generado por Zeus.
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//DETP_UseFixedDis: [0|1℄//DETP_MaxRadius: <�oat>//DETP_ArtifatControl: [0|1℄//DETP_PretestUse: <Plüker|Möller|Badouel|None>//DETP_UseRayCahe: [0|1℄//DETP_RayCahe_RadiusFator: <�oat>//DETP_RayCahe_RaysMax: <int>//DETP_SortQueries: [0|1℄//DETP_UnSortQueries: [0|1℄//DETP_SortQueriesHilbert: [0|1℄//DETP_RayCahe_Width: <int>//DETP_RayCahe_MaxLevels: <int>//DETP_UseSphereLimitedRayCahe: [0|1℄//DETP_SphereSortingMethod: Basi//DETP_SphereLimit: <int>//DETP_IrradianeSamplesOnGlossy: <int>//DETP_UseRayDisretization: [0|1℄//Ray Cahe results <using Hilbert sorting|using Lebesgue sorting||using expliit unsorting|without sorting>max. width == <int>max. levels == <int>max. spheres simult. == <int>num. queries == <int>num. ahe faults == <int>prop. faults/queries == <�oat>%avg. rays in balls == <�oatfaults, spheres, mean number of rays and sum of rays whenfault at eah level ==Level 0: <int>,<int>,<int>.<�oat>,<int>...Level <int>: <int>,<int>,<int>.<�oat>,<int>Cuadro 5.7: Opiones DETP.
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Capítulo 6Conlusiones, aportaiones ytrabajo futuro6.1. Conlusiones y aportaionesLas prinipales aportaiones de esta tesis son:El estudio tanto teório omo empírio de distintas ténias de ilumina-ión global basadas en métodos estoástios (Cuenta de Impatos, PhotonMaps, DETP y Ray Maps). El objeto del estudio ha sido por una partelos parámetros de sesgo o error, y por otra parte la e�ienia en tiempo.El diseño, implementaión y estudio de nuevas optimizaiones de los algo-ritmos (Indexaión de Disos).El diseño, implementaión y estudio de formas e�ientes para el áluloinremental de la iluminaión para esenas quasi-estátias.Como resultados onretos, podemos destaar lo siguiente:El apítulo uno ontiene un resumen de los métodos de iluminaión glo-bal más importantes, on espeial énfasis en algoritmos de Monte Carloe�ientes.El apítulo dos desribe el método de Indexaión de Disos, que usa té-nias de indexaión espaial de las muestras de irradiania para mejorarel rendimiento de la Estimaión de Densidades en el Plano Tangente, aosta de inrementar el uso de memoria. Las ventajas del método son lassiguientes:
• Gran mejora de tiempos para imágenes de alta alidad on sesgo muyreduido. 141
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• Mejora de tiempos también uando el número de rayos es pequeño(por ejemplo para los asos en que se desee obtener un boeto rápidoy de baja alidad de la iluminaión global de una esena).
• Permite estimar nuevas muestras de irradiania por interpolaión.El apítulo tres aporta un estudio teório de la onvergenia, el sesgo, lavariania y la omplejidad de las ténias de Cuenta de Impatos, PhotonMaps, DETP y Ray Maps.
• Se ha obtenido una ota de la varianza de los distintos algoritmos.
• Se ha derivado el oste en tiempo de los distintos algoritmos usandola notaión O(). Las distintas variantes de DETP (Cahé de Esferas,Cahé de Esferas Multilista, e Indexaión de Disos) han sido tambiénestudiadas.
• Se han enontrado teóriamente valores óptimos para los distintosparámetros del algoritmo DETP y de la Cahé de Esferas.Este estudio teório, no sólo permite a un desarrollador omprobar a prioriuál de las ténias estudiadas en esta memoria es más aorde on susneesidades, sino que proporiona un maro de trabajo para estudiar yomparar otros algoritmos, ya existentes o que se desarrollen en un futuro,tanto en sus parámetros de error y varianza, omo en los de su e�ienia entiempo. Espeí�amente, es de destaar que el estudio teório de PhotonMaps permitió desubrir y orregir un sesgo en el método desrito en laliteratura, en el algoritmo de estimaión de la radiania.El estudio empírio de las ténias valida la omparaión teória entrelos distintos algoritmos y demuestra que son útiles en apliaiones reales.Ambos enfoques son omplementarios.El apítulo uatro presenta un algoritmo de álulo inremental de lailuminaión que permite reduir los tiempos en gran medida para esenason móviles pequeños. El algoritmo de Indexaión de Disos menionadoantes es útil en la atualizaión de la iluminaión de la parte estátia dela esena.Se ha realizado un estudio teório de este algoritmo, obteniéndose lossiguientes resultados:
• Se ha estudiado teóriamente la in�uenia del tamaño del móvil enla aeleraión.
• Se ha omparado la prediión teória del error del algoritmo DETPon el valor empírio.El álulo inremental de iluminaión se puede utilizar para aumentar elrealismo de apliaiones interativas. Por ejemplo, en diseño grá�o esmuy omún trabajar inrementalmente, añadiendo objetos uno a uno y



6.2. TRABAJO FUTURO 143moviéndolos a su posiión �nal. La ganania en tiempo del álulo inre-mental de iluminaión permite utilizar un álulo orreto de iluminaiónglobal para aumentar el realismo durante el proeso de modelado, onsi-guiéndose una mayor failidad de uso del software. Esto es espeialmenteimportante en el aso de diseño en arquitetura, ya que la iluminaiónorreta de interiores es fundamental en este ampo.Otra apliaión muy extendida son los juegos en primera persona. Existeun fuerte reimiento del grado de realismo de las imágenes de este ti-po de juegos. Este método también está muy indiado en este aso, yaque los personajes suelen ser poos y estar inluídos en un esenario deomplejidad alta, lo que se orresponde perfetamente on el algoritmo.Finalmente el apítulo ino doumenta el sistema software de álulo deiluminaión global que implementa los oneptos desritos en esta memo-ria.6.2. Trabajo futuroDurante el desarrollo de esta tesis han apareido distintos temas de trabajoque mereen ser estudiados on detalle. En esta seión omentamos brevementelos más importantes.Implementaión SIMD y GPU de las ténias propuestasExiste una implementaión que usa paralelismo de datos para mejorar el rendi-miento de la Estimaión de Densidades en el Plano Tangente. Esta implemen-taión usa las instruiones SSE de Intel para los álulos que se realizan enla CPU y ódigo Cg para los álulos que se realizan en la tarjeta grá�a, ypermite omparar el rendimiento de la CPU y la GPU [Lastra 08℄.Usando esta implementaión omo base, se ha diseñado un sistema que inte-gra las ventajas de SIMD y GPU on las mejoras algorítmias presentes en estatesis, que se enuentra en fase de implementaión. Usar SSE duplia la veloidaddel ódigo, y las tarjetas grá�as programables pueden ejeutar la estimaión dedensidades ino vees más rápido que la versión SSE, obteniendo una gananiaglobal de 10x. Ésto, unido a la mejora debida al álulo inremental, resulta enuna reduión de tiempos de dos órdenes de magnitud. Por tanto, esperamosobtener Iluminaión Global en tiempo real para esenas de omplejidad grande.Implementaión de la indexaión espaial y la fotosimulaión en laGPULos algoritmos vetoriales usados en la indexaión espaial y la re�exión de losrayos en las super�ies son fáilmente portables a una arquitetura de tarjetasgrá�as programables. Es bastante probable que el rendimiento del algoritmomejore sustanialmente en esta arquitetura, si el resto de programas portadoses una buena indiaión.



144 CAPÍTULO 6. CONCLUSIONESAdemás, el heho de tener el sistema de iluminaión implementado entero enla GPU elimina muhas transferenias CPU-GPU que ralentizan el algoritmo. Laindexaión espaial propuesta por Noguera et al [Noguera 07, Noguera 09℄, quefuniona muy bien on los rayos no oherentes que se generan en los algoritmosde iluminaión global y que es fáilmente portable a la GPU, sería una buenabase.Mejoras del algoritmo de reáluloExisten varios posibilidades para mejorar el algoritmo de reálulo. Miguel Las-tra expone en su tesis dotoral un método para resumir los rayos que permitemejorar en gran medida los tiempos de ómputo para esenas on super�iesglossy [Lastra Leidinger 04℄. Integrar este método on nuestro método de áluloinremental de la iluminaión permitiría poder usar esenas glossy on tiemposde respuesta interativos. Es neesario sin embargo estudiar ómo realular losrayos resumidos ya no válidos y ómo añadir rayos nuevos, para evitar la pérdidade alidad del resumen de rayos.Por otra parte, hemos visto que el algoritmo de reálulo reusa la ordenaiónde puntos. En el aso de un móvil deformable, se debería estudiar si el tiempo depreproeso para realular el orden es menor que el inremento en fallos de ahéal reusar el orden, y no reusar la ordenaión de puntos si no resulta rentable (Esde notar que la deformaión del móvil siguen reglas que onservan la eraníade las partes; una persona que amina es un ejemplo útil).Finalmente, sería interesante implementar un algoritmo híbrido que ombineel algoritmo de reálulo desrito en el apítulo 4 on el de reuso de aminospara animaión de fuentes de luz [Sbert 04℄, desrito en la seión 1.5.3, quetenga las ventajas de ambos (posibilidad de objetos y fuentes de luz móviles).Apliaión a esenas exteriores on vegetaión proeduralLos estudios omparativos de DETP y Photon Maps demuestran que DETP estáespeialmente indiado en geometrías omplejas on objetos que tengan grandesurvaturas y on una fraión signi�ativa de bordes. Este tipo de geometríaaparee en el modelado de árboles y otros objetos naturales. El heho de queDETP sea independiente de geometría lo hae espeialmente indiado para elaso de árboles proedurales generados usando gramátias, ya que la geometríase genera en tiempo de ejeuión y no existe explíitamente.Dentro de esta línea de trabajo se ha diseñado un sistema que integra losalgoritmos de generaión de vegetaión usando sistemas de Lindenmayer menio-nados en [González 01℄, y se ha omenzado la implementaión de un prototipo.Estudio teórioCuando se diseñan algoritmos dentro del ampo de Grá�os por Ordenador,es onveniente ompararlos on algoritmos existentes para demostrar que sonmejores que el resto de ténias en algún sentido. Normalmente se ompara eloste y el error de la ténia nueva on repeto a las anteriores. El error de unalgoritmo se alula normalmente usando la media de los errores generados por



6.2. TRABAJO FUTURO 145el algoritmo en ada píxel, usando una imagen de referenia. El problema deeste enfoque es que el oste de alular la imagen de referenia es normalmentedos o más órdenes de magnitud más alto que el oste del algoritmo.En otros ampos de la físia, el proedimiento estandar es alular un valorpara la desviaión estandar σ además del resultado del algoritmo µ, y devolvertres valores: µ−kσ, µ y µ+kσ, donde k se elige para que la soluión real esté enel intervalo [µ− kσ, µ + kσ] on una probabilidad determinada (el intervalo deon�anza). Con este enfoque, no se neesita alular una imagen de referenia,así que se evita un gran oste; pero ha de determinarse la varianza de los distintosalgoritmos.Aunque este proedimiento puede usarse para ualquier algoritmo grá�oestoástio, nos gustaría estudiar si puede usarse la estimaión de la varianzade los algoritmos de iluminaión global presentada en el estudio teório paraalular las imágenes µ− kσ, µ y µ + kσ para mostrarlas omo una medida delerror del algoritmo.Por otra parte, el estudio teório supone una distribuión uniforme de rayosy puntos de irradiania que no son iertos en la prátia. Hemos visto queaunque los supuestos no se umplan, las prediiones teórias resultan bastanteaertadas en la prátia. Sería interesante intentar obtener resultados teóriospara otras distribuiones de rayos y puntos.Finalmente, siguiendo los pasos del apítulo 3 es posible estudiar los pará-metros de onvergenia, sesgo, varianza y omplejidad de otros algoritmos deestimaión de densidades que se vayan publiando en el futuro. Esto onlle-vará una omprensión más profunda de las ventajas e inonvenientes de adaalgoritmo.
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Apéndie ACuadros de tiemposEn este apéndie se presentan los uadros de tiempos que orresponden a losapítulos 2 (Indexaión de Disos) y 4 (Cálulo inremental de la iluminaión).A.1. Comparativa de tiempos entre Indexaiónde Disos y Cahé de EsferasAquí se presentan los uadros on los tiempos de ómputo de indexaiónde disos y la Cahé de Esferas para distintas profundidades del otree, paradistintos tamaños de diso y distinto número de fotones. El tiempo de ordenaiónde puntos para la Cahé de Esferas es de 0.03 s. El tiempo de iniializaión paraIndexaión de Disos puede verse en el uadro A.1. El tiempo para alular lailuminaión usando las distintas ténias puede verse en los uadros A.2, A.3,A.4, A.5 y A.6. Cada uadro ontiene los datos para un diso de tamaño distinto:1%, 2%, 4%, 8% y 16% de la esena. Las posiiones que ontienen las siglasOOM (Out Of Memory) indian que el método se quedó sin memoria durantesu ejeuión. Estos uadros orresponden a las �guras 2.6 a 2.10 (páginas 53 a55). Radio Profundidad5 6 7 81% 91,18 122,56 174,11 263,122% 108,18 157,46 246,09 431,024% 139,20 223,07 396,84 842,328% 198,96 349,20 720,43 OOM16% 291,68 572,25 OOM OOMCuadro A.1: Tiempo de reaión del árbol de disos usando un otree.
147



148 APÉNDICE A. CUADROS DE TIEMPOSFotones Indexaión de Disos Cahé de Esferas5 6 7 8100 0,05 0,05 0,04 0,04 1,43200 0,07 0,06 0,05 0,04 1,40400 0,15 0,10 0,09 0,07 1,52800 0,29 0,17 0,14 0,10 1,451600 0,60 0,34 0,28 0,19 1,543200 1,08 0,59 0,49 0,33 1,796400 2,02 1,10 0,90 0,06 1,9512800 4,10 2,22 1,79 1,18 2,5425600 8,16 4,40 3,57 2,33 3,8351200 16,38 8,81 6,12 4,66 6,61102400 32,88 17,35 11,88 9,24 13,39204800 65,34 34,50 23,56 18,24 29,81409600 130,89 68,27 46,46 37,38 73,97Cuadro A.2: Tiempo de Indexaión de Disos y Cahé de Esferas para un radiode 1% de la esena.
Fotones Indexaión de Disos Cahé de Esferas5 6 7 8100 0,09 0,06 0,05 0,06 1,43200 0,12 0,09 0,07 0,06 1,42400 0,28 0,18 0,16 0,12 1,47800 0,55 0,34 0,30 0,22 1,571600 1,22 0,73 0,66 0,44 1,743200 2,19 1,30 1,15 0,77 1,996400 4,23 2,49 2,15 1,47 2,5312800 8,47 4,98 4,34 2,95 3,7125600 17,14 10,03 8,71 5,86 6,3451200 33,79 20,04 14,56 11,82 12,87102400 68,42 39,30 28,78 23,41 31,44204800 133,48 78,06 56,75 46,81 83,74409600 269,69 157,11 113,64 94,51 206,46Cuadro A.3: Tiempo de Indexaión de Disos y Cahé de Esferas para un radiode 2% de la esena.



A.1. INDEXACIÓN DE DISCOS VS CACHÉ DE ESFERAS 149Fotones Indexaión de Disos Cahé de Esferas5 6 7 8100 0,19 0,13 0,10 0,10 1,50200 0,29 0,19 0,16 0,13 1,51400 0,72 0,47 0,42 0,29 1,64800 1,50 0,96 0,87 0,60 1,831600 3,32 2,16 1,91 1,3 2,353200 5,99 3,88 3,37 2,39 3,096400 11,52 7,36 6,63 4,47 4,5912800 23,39 15,01 13,02 9,07 8,4025600 46,71 29,98 26,03 18,12 19,3951200 94,54 61,86 43,76 36,34 55,14102400 188,91 119,27 86,44 72,61 147,74204800 375,55 235,28 170,81 171,66 318,71409600 742,83 472,22 341,86 287,64 640,38Cuadro A.4: Tiempo de Indexaión de Disos y Cahé de Esferas para un radiode 4% de la esena.
Fotones Indexaión de Disos Cahé de Esferas5 6 7 8100 0,60 0,60 0,33 OOM 1,66200 0,87 0,87 0,55 OOM 1,74400 2,18 2,18 1,59 OOM 2,02800 4,64 4,64 3,3 OOM 2,641600 10,30 10,30 7,34 OOM 4,013200 18,99 18,99 13,30 OOM 6,346400 37,11 37,11 25,25 OOM 13,8312800 74,77 74,77 51,84 OOM 46,0225600 150,01 150,01 103,62 OOM 120,4251200 300,56 300,56 173,33 OOM 252,62102400 599,06 599,06 347,36 OOM 500,89204800 1193,04 1193,04 693,22 OOM 990,66409600 2391,72 2391,72 1385,03 OOM 1977,53Cuadro A.5: Tiempo de Indexaión de Disos y Cahé de Esferas para un radiode 8% de la esena.



150 APÉNDICE A. CUADROS DE TIEMPOSFotones Indexaión de Disos Cahé de Esferas5 6 7 8100 2,00 1,68 OOM OOM 2,02200 3,28 2,69 OOM OOM 2,26400 7,61 6,49 OOM OOM 3,31800 15,92 13,65 OOM OOM 5,201600 33,87 29,09 OOM OOM 9,083200 65,83 55,75 OOM OOM 22,246400 126,77 107,92 OOM OOM 72,9212800 257,67 218,84 OOM OOM 182,1525600 510,24 434,50 OOM OOM 340,8651200 1039,69 884,14 OOM OOM 669,33102400 2083,97 1712,97 OOM OOM 1324,89204800 4103,47 3459,76 OOM OOM 2629,59409600 8176,12 6851,63 OOM OOM 5256,20Cuadro A.6: Tiempo de Indexaión de Disos y Cahé de Esferas para un radiode 16% de la esena.A.2. Comparaión entre Indexaión de Disos yCahé de Esferas en ReáluloEl uadro A.7 ontiene los tiempos de reálulo para la esena del árbol (�-gura 4.5, página 108), para los algoritmos de Cahé de Esferas e Indexaión deDisos. El radio del diso toma los valores del 1%, 2%, 3% y 4% de la esena,y se ha distinguido entre el tiempo de la esena ompleta, sólo el árbol y sóloel suelo, on una simulaión de 10 000 fotones. Este uadro orresponde a la�gura 4.7 de la página 110. Los uadros A.8 y A.9 ontienen los tiempos orres-pondientes usando 20 000 fotones, para la Esena del Árbol y la Segunda Esenadel Árbol, respetivamente, y orresponden a la �gura 4.8 de la página 111.Algoritmo \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Cahé de Esferas (Toda la esena) 4,45 5,70 7,32 9,24Indexaión de Disos (Toda la esena) 1,46 3,43 7,18 17,79Cahé de Esferas (Árbol) 4,03 5,34 6,78 8,38Indexaión de Disos (Árbol) 0,89 2,78 7,15 18,37Cahé de Esferas (Suelo) 0,39 0,46 0,62 0,74Indexaión de Disos (Suelo) 0,21 0,33 0,50 0,68Área del diso 1,57 6,28 14,14 25,13Cuadro A.7: Comparaión entre la Cahé de Esferas y la Indexaión de Disospara diferentes esenas. Tiempo omo funión del radio del diso. 10 000 fotones.



A.3. CÁLCULO INCREMENTAL DE LA ILUMINACIÓN 151Algoritmo \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Cahé de Esferas (Esena ompleta) 5,50 8,16 11,38 15,89Indexaión de Disos (Esena ompleta) 2,89 6,82 14,12 41,95Cuadro A.8: Comparaión entre Cahé de Esferas e Indexaión de Disos en elalgoritmo de reálulo. Esena del Árbol, 20 000 fotones. Tiempos en segundos.Algoritmo \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Cahé de Esferas (Esena ompleta) 2,28 2,86 3,79 7,83Indexaión de Disos (Esena ompleta) 1,34 2,17 3,22 10,29Cuadro A.9: Comparaión entre Cahé de Esferas e Indexaión de Disos en elalgoritmo de reálulo. Segunda Esena del Árbol, 20 000 fotones. Tiempos ensegundos.A.3. Tablas de tiempos relaionadas on el álu-lo inremental de la iluminaiónEl uadro A.10 ontiene el tiempo para la iniializaión y el reálulo deiluminaión para los tests de pre-interseión de Badouel, Möller-Trumbore yPlüker, y el tiempo uando no se usa pre-test, para la esena del árbol. Esteuadro orresponde a la �gura 4.10 de la página 114.El uadro A.11 ontiene los tiempos de fotosimulaión y estimaión de densi-dades para el algoritmo de Photon Maps, tanto para la iniializaión omo paralos fotogramas suesivos. También se muestra el error obtenido en ada simula-ión. Este uadro orresponde a las �guras 4.14, 4.15 y 4.16 (página 116). Losuadros A.12 y A.13 ontienen los datos para el método de Estimaión de Den-sidades en el Plano Tangente, para 1 000 y 10 000 fotones, respetivamente. Sedistinguen las distintas optimizaiones del método y se muestra también el errorobtenido. Estos uadros orresponden a las �guras 4.12 y 4.13 de la página 115.Estos datos orresponden a la grá�a de la �gura 4.17 de la página 118.Finalmente el uadro A.14 ontiene el tiempo para alular la iluminaiónde la esena ompleta y el tiempo de reálulo para distintos tamaños de móvil.Se usó un móvil esfério, uyo radio es el porentaje indiado del anho de laesena. El uadro orresponde a la �gura 4.20 de la página 124.



152 APÉNDICE A. CUADROS DE TIEMPOSa) Tiempo para simular la Esena del Árbol usando el test de pre-interseiónde Badouel Fase Iniializaión FotogramaFotosimulaión 10,34 1,02Iluminaión 679,44 67,90Total 689,78 68,92b) Tiempo para simular la Esena del Árbol usando el test de pre-interseiónde Möller-TrumboreFase Iniializaión FotogramaFotosimulaión 10.29 0.98Iluminaión 666.34 67.27Total 676.63 68.25) Tiempo para simular la Esena del Árbol usando el test de pre-interseiónde Plüker Fase Iniializaión FotogramaFotosimulaión 10,40 1,05Iluminatión 716,47 68,66Total 726,87 69,71d) Tiempo para simular la Esena del Árbol sin usar tests de pre-interseiónPhase Iniializaión FotogramaFotosimulaión 10,38 1,05Iluminaión 678,75 68,00Total 689,13 69,05Cuadro A.10: Tiempo para simular la Esena del Árbol usando distintos testsde pre-interseión.Fotones Fotosimulaión Estimaión de DensidadesIniializaión Fotograma Iniializaión Fotograma10 000 0,66 0,02 0,66 0,1850 000 3,14 0,13 0,86 0,34200 000 12,51 0,50 2,20 1,79Fotones Ruido Sesgo Total10 000 172,5% 62,80% 54,39%50 000 93,2% 62,80% 62,46%200 000 62,2% 62,80% 65,72%Cuadro A.11: Photon Maps.



A.3. CÁLCULO INCREMENTAL DE LA ILUMINACIÓN 153Tiempo de fotosimulaión (primer fotograma) 0,09Atualizaión de fotosimulaión 0,00DETP básia Cahé de esferasIniializaión 26,14Fotograma 0,29 Sin Ordenaión Con OrdenaiónIniializaión 2,56Fotograma 0,26 Iniializaión 2,56Fotograma 0,11Error de Sesgo Error de Ruido Error Total14,403% 24,64% 28,6912%Cuadro A.12: DETP, 1 000 fotones.Tiempo de Fotosimulaión (primer fotograma) 0.8 seondsAtualizaión de Fotosimulaión 0,02-0,03 segundosDETP básia Cahé de EsferasIniializaión 465,46Fotograma 3,17 Sin Ordenaión Con OrdenaiónIniializaión 66,15Fotograma 0,61 Iniializaión 64,0Fotograma 0,46Error de Sesgo Error de Ruido Error Total14,40% 8,57% 16,82%Cuadro A.13: DETP, 10 000 fotones.Tamaño del móvil Tiempo (Esena) Tiempo (Realulo)1,25% 0,90 0,032,50% 0,92 0,035,00% 0,92 0,067,50% 0,91 0,0910,00% 1,00 0,1512,50% 1,04 0,2015,00% 1,08 0,2517,50% 1,09 0,3020,00% 1,16 0,3925,00% 1,26 0,5650,00% 1,87 1,63Cuadro A.14: Tiempo de reálulo para distintos tamaños del móvil.
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Apéndie BDoumentaión del sistemaZeusAquí se presentan una serie de uadros on las diferentes opiones de on�-guraión del sistema Zeus, lasi�adas de auerdo a la parte del software a la queafetan. El uadro B.1 ontiene las opiones relaionadas on el programa prin-ipal. El uadro B.2 ontiene las opiones relaionadas on la fotosimulaión. Eluadro B.3 ontiene parámetros que afetan a la estimaión de densidades engeneral, mientras que los uadros B.4 y B.5 omentan las opiones relaionadason Estimaión de Densidades en el Plano Tangente. Finalmente el uadro B.6muestra las opiones relaionadas on optimizadores para indexaión espaial yel uadro B.7 ontiene las opiones para generar imágenes usando path traing.Opión Tipo Valor por defetoDesripiónProgram_MobilePosition Vetor (0,0,0)Coordenadas del origen del móvil on respeto al origen de la esenaProgram_DrawRays Boolean falseIndia si se debe dibujar la trayetoria de los fotonesProgram_Interative Boolean falseIndia si se debe mostrar la ventana del visor y permitir interaión onla esenaProgram_Seed Entero time(0)Semilla para el generador de números aleatorios del programaCuadro B.1: Program: Opiones relaionadas on el programa prinipal.
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156 APÉNDICE B. DOCUMENTACIÓN DEL SISTEMA ZEUSOpión Tipo Por defeto Otros valoresDesripiónFS_DensityEstimation Boolean trueRealizar la estimaión de densidadesFS_Di�useLight Boolean trueUsar lues difusas. Cuando está a false se usan lues direionalesFS_Photons Entero 20Número de fotones para la fotosimulaiónFS_ShowPerentageAt Double 10Cada uánto mostrar informaión de estadoFS_EstimationMethod String DETPR PhotonMapImpatCountBPTMétodo de estimaión de densidadesFS_RealulateWholeSene Boolean trueRealular esena ompleta o sólo móvilFS_ColorCoe�ientCorretor Double 1Este valor se multiplia por el olor resultado de la fotosimulaiónFS_Output_File String dumpA esta adena se le añade el número de fotograma (on 4 ifras) y ex-tensión .igrf para onseguir el �hero de salida del programaFS_Sene String empty.grfFihero GRF on la parte �ja de la esena. El �hero empty.grf es un�hero temporal on una esena vaíaFS_Mobile String empty.grfFihero GRF on la parte móvil de la esenaFS_Passes entero 1Número de pasadas a realizarCuadro B.2: FS: Opiones relaionadas on la fotosimulaión.Opión Tipo Valor por defetoDesripiónDE_Nphotons Entero 13En Photon Maps: número de fotones más eranos al punto que debenenontrarse.En DETP on Radio Variable: número de rayos a intersear, siempreentre el radio mínimo y máximo de DETPDE_Radius Double 0.1En Photon Maps: Distania máxima para busar impatos de fotones.En DETP: Radio del disoCuadro B.3: DE: Opiones relaionadas on la estimaión de densidades.



157Opión Tipo Por defeto Otros valoresDesripiónDETP_UseFixedDis boolean falseAtiva o desativa el uso de radio �jo en el método DETPDETP_MaxRadius Double DE_RadiusEn Detp on Radio Variable: distania máxima a la que se busarán rayos si no se hanenontrado su�ientes a distania DE_RadiusDETP_ArtifatControl boolean trueAtiva o desativa el ontrol de errores en el método de estimaión de densidades DETPDETP_PreTest_Use string None Plueker o PlükerMoeller o MöllerBadouelIndia el tipo de pre-test de interseión a utilizarDETP_PluekerEdges Entero 3India el número de lados que tendrá el polígono utilizado por el pre-test de interseiónde oordenadas de PlükerDETP_UseRayCahe boolean falseAtiva o desativa el uso de la ahe de esferas en el método DETPDETP_RayCahe_RadiusFator Double 0.6India la relaión entre el tamaño de ada esfera y la esfera padre de la ahe de esferasDETP_SortQueries boolean falseAtiva o desativa la ordenaión de los puntos donde se va a alular la iluminaiónusando la urva de LebesgueDETP_IrradianeSamplesOnGlossy Entero 0Rayos a usar para resumir la irradiania (redondeado a múltiplo de 4 por exeso) 0: todosDETP_Optim_Use String "None" "DisSpatialIndexing"India si usar Indexaión de DisosDETP_SortQueriesHilbert boolean falseAtiva o desativa la ordenaión de los puntos donde se va a alular la iluminaiónusando la urva de HilbertDETP_UnsortQueries boolean falseDesordena aleatoriamente los puntos donde se evalúa la irradiania (para eliminar laoherenia inherente a mallas)DETP_RayCahe_Width Entero 1Número de desendientes máximos de ada esferaDETP_RayCahe_MaxLevels Entero 100Nivel máximo de profundidad de las esferas de la aheDETP_UseSphereLimitedRayCahe Entero 0 1Hae que ada esfera de la ray ahe pueda tener un número arbitrario de desendientesque se van reando bajo demanda. Si se supera un valor máximo, se eliminan una (ovarias) para poder rear las siguientes. Las esferas se ordenan por un valor de prioridady en ada momento se elimina la de mayor prioridadCuadro B.4: DETP: Opiones relaionadas on Estimaión de Densidades en elPlano Tangente.



158 APÉNDICE B. DOCUMENTACIÓN DEL SISTEMA ZEUSOpión Tipo Por defeto Otros valoresDesripiónDETP_SphereLimit Entero 10Valor que india el número máximo de esferas que pue-den existir simultaneamente en la ray ahe si se ativaDETP_UseSphereLimitedRayCaheDETP_RayCahe_RaysMax Entero 100Mínimo número de rayos en una esfera de la ray ahe para que seasuseptible de tener desendientesCuadro B.5: DETP: Opiones relaionadas on Estimaión de Densidades en elPlano Tangente. Continuaión.Opión Tipo Por defeto Otros valoresDesripiónOPT_Optimizer String Otree None,Grid3D,BSPTree,BSPTreeOld,OtreeH,Grid3DH,RGrid3D,KDTreeIndexaión espaial a utilizarOPT_TraversalMethod String Parametri (Otree),Amanatides (Grid) GargantiniParámetros que afetan a un OtreeOPT_Disretization String Partitioning BoundBoxDisretizaión de los triángulosParámetros que afetan a un BSPTree.OPT_MaxDepth Entero 20Profundidad máximaOPT_ModoCorte String XYZ (BSP Tree),MenorCoste (KD Tree)Parámetros que afetan a un Grid3DOPT_Subdivision_X Entero 10OPT_Subdivision_Y Entero 10OPT_Subdivision_Z Entero 10Número de subdivisiones en ada ejeCuadro B.6: OPT: Parámetros relaionados on la indexaión espaial (optimi-zadores grá�os).
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Opión Tipo Valor por defeto OtrosDesripiónPT_Render string Pixel VertexMetodo de rendering utilizado en el path-traer. En Vertex, el método seasoia a la geometría y el path-traer es llamado para ada vértie. EnPixel, se implementa el modelo de ámara y se estima el olor de adapíxel en la imagenPT_Samples Entero 100Número de muestras empleadas en la estimaión de radiania usando elalgoritmo de path-traingPT_Depth Entero 4Profundidad máxima del path-walk en el álulo reursivoPT_Viewer Vetor Observador de GRFPosiión del observador en la esenaPT_VLook Vetor (0,0,-1)Vetor LookAt del modelo de ámaraPT_VUp Vetor (0,1,0)Vetor Up del modelo de ámaraPT_VFov double 60Ángulo en grados para el parámetro FieldOfView del modelo de ámaraPT_Render_Resolution Vetor2D (300,300)Resoluión de la imagen generada, en PT_Render PixelPT_Render_SampleRes Vetor2D (1,1)Resoluión de muestreado del área del píxel, en PT_Render PixelPT_Output_Image String snapshot.tifNombre de la imagen de salida para el aso PT_Render Pixel. Se leanteede tres valores separados por _ orrespondientes a los paráme-tros PT_Samples y PT_Render_Resolution. El usuario puede elegir laextensión entre: tga, tif y ppmPT_Output_File String ptFile.igrfNombre del �hero igrf, si el método utilizado es PT_Render VertexPT_Auto�nish boolean trueEn el aso verdadero, genera el �hero de salida y termina la apliaión.En el otro aso una ventana nos muestra la imagen resultadoPT_Pdf_Normalized boolean trueEn el aso verdadero, la PDF está normalizada y el albedo es siempreuno. En el otro aso el albedo umple que es menor o igual a unoCuadro B.7: BPT: Opiones relaionados on pathtraing.
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