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ECUACIONES EN DIFERENCIAS (EED) LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES
Aplicaciones a la Economia

1. Consideremos una operacién de amortizacién de un préstamo para una vivienda, a un tipo de
interés nominal (anual) de un 5%, de un capital de cuantia 200,000 euros. Supongamos ademas
que se pagan letras mensuales de 700 euros.

a) Escribir la ecuacién en diferencias que describe la evolucién en el tiempo del capital Cy
pendiente de pago en cada periodo t.

b) Esbozar graficamente la evolucién en el tiempo del capital pendiente de pago. ;Crece?,
jdecrece?, ;se mantiene constante?.

¢) Para que C; no crezca indefinidamente, debemos pagar una “entrada” C{, que amortice
parte del capital total Cp, de manera que el nuevo capital inicial sea Cff = Cy — C{. ;Cuadl
debe ser como minimo dicha amortizacién inicial C{)?.

d) Siamortizamos C{ = 33000 euros, resuelve la ecuacién en diferencias para Cy y proporciona
la solucién que da la cantidad pendiente de pago transcurridos ¢ anos.

e) En esas condiciones, calcula el tiempo que se tarda en pagar la casa.

f) iCuéntos intereses se pagaron el segundo y el peniltimo ano?

2. Con los datos siguientes para el modelo de la telarana (D: demanda, S: oferta, P: precio):

D, =5 3P, D, =4-2P, D, =6 — 2P,
(CL) Sy =—24 P4 (b) Sy =—-5+4+3P_1 (C) Sy = —4+4+2P_4
Py =4 Py =3 P=1

obténgase:

a) La trayectoria temporal del precio.
b) La tendencia del precio a largo plazo.

c¢) Las representaciones graficas.

3. Consideremos el modelo del multiplicador de la renta. Supongamos que el consumo C' en el
periodo t depende de la renta Y en el periodo anterior ¢ — 1, esto es:

Ct =a+ b}/tfly

donde a > 0 es el denominado consumo auténomo y b € (0,1) es la propensidn marginal al
consumo. La condicion de equilibrio del modelo es:

Y =Cy+ I

donde supondremos por simplicidad que la inversién I; aumenta en el primer periodo y se
mantiene constante en los siguientes, es decir, Iy = o+ Al =1 Vt > 1.

a) Escriba la ecuaciéon en diferencias para la renta Y;.

b) Tomando a = 300,b = 0,7, [y = 150, Al = 100, Yy = 1500, determine la solucién que da la
trayectoria temporal de la renta.




¢) ;Cudl es la renta a largo plazo?. Esboce gréaficamente la solucién.

4. Modelo de Harrod. Consideramos las siguientes variables,

Y; = renta nacional
I; = inversion total
S; = ahorro total

relacionadas entre si por las siguientes ecuaciones:

(1) S; = oYy
(2) Iy = BY,—Yi)
(3) S = I B>a>0, a<l.

Se pide:

a) Sustituyendo unas en otras, encontrar una dinica EED (jen qué variable?).

b) Resolver la EED del apartado anterior para el caso particular o = 0,5, 8 = 0,6.

5. La demanda en el mercado de un bien sigue una relacién de la forma:

3 1
Dyyo = §Dt+1 - §Dt

Estudiese bajo qué condiciones iniciales Dy la demanda D, se estabiliza en el tiempo.

6. Modelo de Samuelson. La renta nacional Y; producida durante un periodo de tiempo ¢ deter-
minado es igual a la demanda C; de bienes de consumo mas la demanda I; de los bienes de
inversion:

Y; = Cy + L.

Supongamos que la demanda de bienes de consumo C} es proporcional a la renta nacional del
periodo anterior Y;_1:

Ct = O[}/tfla

donde a > 0 es la “propension marginal al consumo”. Supongamos también que la demanda de
bienes de inversion I; es proporcional al incremento de la renta entre dos ejercicios anteriores:
t

I = B(Yi1 — Yi—2) + 7,

donde B > 0 es el “coeficiente de aceleracién” y v es una inversion constante en cada periodo.
Sustituyendo unas ecuaciones en otras, obtener una ecuacién en diferencias para Y;. jDe qué or-
den es?. jEs lineal?. ; Es homogenea?. Calcula la solucién de dicha ecuacién en diferencias para
los siguientes datos:

a)a=1,=2y=1Yy=1,Y; =2.

b)a=13=1~v=1Y=0Y, =1.
a=1/28=1/2,y=0,Yy=0,Y; = 1.



Otros ejercicios
7. Determina la solucién general de la EED de orden 1
Ty —axri—1 =0b
con condicién inicial g = 1 en los siguientes casos:
a)a=2,b=0,b)a=-2,b=1,¢c)a=1/2,b=0,
d)a=-1/2b=1,¢)a=1,b=0,f)a=1,b=1, g)a=—-1,b=2,

Calcula en cada caso los puntos de equilibrio (puntos fijos) y di si son estables o inestables.
Esboza graficamente la solucion.

8. Calcula la solucién de la ecuacién en diferencias
Ti42 — 4$t+1 + 3$t = 0.

que satisface las condiciones iniciales xg =0y x1 = 1.
Solucion: x = —1/2+ 3%/2.

9. Calcula la solucién de la EED
Axpyo + 4w + e = 1.

que satisface las condiciones iniciales xg =0y 1 = 0.
Solucion: z; = —&(=1/2)F + 1t(-1/2)t + L.

10. Calcula la solucion de a; — %l‘tfl + %xt—Q = 2 con condiciones iniciales zg = 0 = z;.
Solucion: xy = 32(1/4)' —16(1/2)" + 1.

11. Calcula la solucién general de la EED de orden 3 siguiente

Tgr3+ a2 =0

Solucion: x; = C1(—1)t + Cy cos(tn/3) + Cysin(tr/3).

12. Calcula la solucién de xyy3 = x; con condiciones iniciales zp = 1,21 = 0 = z5.
Solucion: x; =1+ \_/—% cos(mt/3).

13. Calcula la solucién general de:

(CL) Tt42 +xr = 1+ t, (b) Tt42 — 4$t+1 -+ 3.’L’t = ?)t, (C) Tt42 — 4.Z't+1 + 3.%'t = Qt,
(d) Tppo —dwpy +4xze =20+ 1, (€) 2443 + 3Tpro + 3441 + 21 = 6.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS (EDO’s) LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

14. Ajuste dindmico del precio de un bien en el mercado. La demanda D y la oferta (“supply”) S
de un bien dependen del precio P en un determinado instante de tiempo ¢ de la forma:s:

D(t) =a—bP(t), S(t) = —c+ dP(t),
con a, b, ¢, d > 0 ciertos parametros econdémicos. El precio varia en funcion del exceso de demanda
(hipétesis Walrasiana) como:

dP(t)
Cdt

con k > 0 otra constante econémica que da idea del ritmo de variacién del precio. Obténgase:

= k(D(t) = 5(t)),



15.

16.

17.

18.

19.

20.

= La trayectoria temporal del precio

= El precio a largo plazo
para los siguientes casos:
a)a=6,b=2c=2,d=4,k=0,75,P(0) = 3.
b)a=4,b=6,c=3,d=2,k=0,8, P(0) =2/3.

(Raices reales y distintas) Hallar la solucién general z(t) de la EDO & — 4% — 5z = 0.
Solucién: x(t) = C1e + Coe™?

(Raices reales dobles) Hallar la solucién general z(t) de la EDO & + 44 + 4x = 0.
Solucién: z(t) = Cre~2t + Cote™2

(Raices complejas) Hallar la solucién general x(t) de la EDO Z + 2% + 5z = 0.
Solucién: z(t) = Cret cos(2t) + Cae ! sin(2t)

Modelo de mercado con expectativas de precios. En este modelo la demanda y la oferta dependen
del precio y sus derivadas de la forma:

dP(t) d*P(t)
D(t) = P
(t) = d1 + d2P(t) + d3 7 +dy 2
dP(t) d*P(t)
S(t) = s1+ s2P(t) + s3 o Sq PR

donde d;, s;,7 = 1,2,3,4, son ciertos parametros econémicos. El precio varia ahora de manera
que se satisfaga la condicién de equilibrio D(t) = S(t). Obténgase:

= La trayectoria temporal del precio

= El precio a largo plazo

para los siguientes casos:

a)d1 = 16,d2 = —4,d3 = —6,d4:4,81 = —8,82 :8,83:4,84:6,P(0) :3,P(0) = —5/2.

b)dy = 2,dy = —2,d3 = 2,dy = 1,51 = —2,89 = 3,53 = 6,54 = 2, P(0) = 2, P(0) = 1.

Consideremos el siguiente modelo de crecimiento econémico de un pais en vias de desarrollo:

{ﬂf(t) = 7k(t)
k() = ax(t)+ h(t)

donde xz(t) representa la produccion anual , k(t) es el stock de capital y h(t) es el flujo anual de
ayuda exterior, todo esto medido en el instante .

a) De este modelo se puede deducir una EDO, jen qué variable?

b) Hallar la EDO que se deduce del anterior y dar la solucién general cuando h(t) = e~
Hallar la solucién general de la EDO & — 42 — 5z = t.

Solucién: z(t) = C1ed + Coe™t — %t + %.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

Hallar la solucién general de la EDO & 4 10& + 252 = 20 cos(2t).
Solucién: z(t) = €% (Cy + Cat) + 222 cos(2t) + 220 sin(2t).

Hallar la solucién general de la EDO & + 44 + 4z = e 2.
Solucién: z(t) = e=#(Cy + Cat + 5t2).

Hallar la solucién de & + x = 4 cost con condiciones iniciales z(0) = 2,%(0) = —1.
Solucién: x(t) = 2cost — sint + 2t sint

Hallar la solucién general de la EDO %' — 6% + 124 — 8z = 2t + 10.
Solucién: z(t) = (c1t? + cot + c3)e? — 1t — 13

Hallar la solucién general de la EDO % — 63 + 11& — 6z = 2¢~.
Solucién: z(t) = cref + coe? + c3e3 — it - lee_t

Hallar la solucién general de la EDO %' — 6 + 114 — 6z = 2¢l.
Solucién: z(t) = c1e’ + coe® + c3e3 — 1t + te!



