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Figura 1: Relacion no lineal
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Especificaciones no lineales

Contenidos

Hasta ahora, el efecto sobre Y de un cambio unitario en X no dependia del valor
de X. ¢Qué ocurre si el efecto sobre Y de un cambio en X depende del valor
de una (0 mas) de las variables independientes?. En este caso, la funcion de
regresion es no lineal. Una funcion no lineal es una funcion con una pendiente
gue no es constante. Hay distintos tipos de especificaciones no lineales:

Introduccion

Especificaciones no
lineales

Modelos
intrinsecamente lineales

Modelos
intrinsecamente no
lineales

1. Modelos intrinsecamente lineales (se pueden estimar por los métodos cono-
cidos hasta ahora haciendo un simple cambio de variable y/o transformacion):

1 |
yi:61+52$?+6i7 ?Ji=51+52;+6z', yiiﬁwiﬁzee@.

2. Modelos intrinsecamente no lineales (no se pueden estimar por los métodos
conocidos hasta ahora debido a la no linealidad existente en los parametros):

B

- B2 . L B2 , o
vi = B +x;" €, Y= 51377; + €, Yi = 1 + eB2tPaz:

—|—€Z'.
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Ejemplo

Ccontenidos Supongamos la siguiente informacion acerca de precios, P, y cantidades, (),
Introduccion E demandadas:

Especificaciones no
lineales

S : Q| P | In@Q | InP
intrinsecamente lineales 5 10 1.609 2.302
o 6 | 8 | 1791 | 2079
lineales 7 6 1.945 | 1.791
9 4 2.197 | 1.386
12 3 2.484 | 1.098
15 2 2.708 | 0.693
18 | 1.5 | 2.890 | 0.405
22 | 1.2 | 3.091 | 0.182

En la Figura 1 se obervaba que la relacion entre Py () no es lineal, sin embargo,
haciendo una transformacion sencilla (aplicando logaritmos) se puede obtener
dicho tipo de relacion (Figura 2).
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Figura 2: Relacion lineal
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El modelo Box-Cox

Contenidos La transformacion de Box-Cox permiten corregir la no linealidad en la relacion
Introduccion :  entre variables (también pueden ser usadas para solucionar problemas de nor-
Modelos malidad y heterocedasticidad). A partir de la transformacion de Box-Cox:
intrinsecamente lineales

El modelo Box-Cox : y)\l o 1 .1’)\2 L 1

:\:t??ne;ZEamente no § y(Al) — )\1 )\1 # O 9 CB(>‘2) — )\2 )\2 # O
lineales § lny )\1 — 0 lnx )\2 —(

modelos en principios no lineales podran expresarse linealmente como sigue:
A A
y M) = a4 B2 e

Algunos casos particulares interesantes son los siguientes:

Modelo lineal: Ay = Ay = 1.

Modelo doblemente logaritmico: Ay = Ay = 0.
Modelo semilogaritmico (log-lineal): Ay = 0y Ay = 1.
Modelo semilogaritmico (lineal-log): A1 = 1y Ay = 0.
Modelo hiperbolico: A\ = 1y Ay = —1.
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El modelo Box-Cox: casos particulares
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Modelo lineal: Ay = Ay = 1.
En este modelo, 3 representa el efecto marginal, es decir, una variacion uni-
taria en la variable x provoca un cambio en la variable y igual a 3:

0

ay S Ay=8Auw

B =

Modelo doblemente logaritmico: Ay = Ay = 0.

En este caso, Box—Cox coincide con el modelo no lineal: y = AzPec. Aqui,
3 representa la elasticidad de y respecto de x (es decir, qué incremento por-
centual de y se tendra si se produce un incremento porcentual de x):

dy
ox

oy x

— ABxP 7t = ABxPr~t = Byx~ ! = Bg — = ——.
x oz vy
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El modelo Box-Cox: ejemplos gr aficos

Contenidos 7 14
Introduccion ® 1.2
5 1
Modelos 4
intrinsecamente lineales « 0.8
3 0.6
El modelo Box-Cox 2 K 0.4
Modelos 1 0.2
intrinsecamente no ‘ ‘ ‘ ‘
lineales a) 0.5 1 1.5 2 D) 0.5 1 1.5 2
2 4
1.5¢ 3
1 2
0.5¢ 1
C) 0.5 1 1.5 2 d) B 0.5 1 1.5 2
Figura 3: Modelo doblemente logaritmico con a) 5 = —0.6, b) 8 = 0.6,

c)B=1yc)B =2.
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Figura 4: Modelo semilogaritmico en y cona) 8 = —0.6 yb) 8 = 0.6.
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Figura 5: Modelo semilogaritmico en z conc) 5 = —0.6 y d) 8 = 0.6.
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El modelo Box-Cox: ejemplo
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Dados los siguientes datos ajustar un modelo doblemente logaritmico:

x|1 2 3 4 5
y | 4 50 200 740 3000

El modelo doblemente logaritmico responde a la expresion y = AzPe€, el cual
se puede linealizar sin mas que considerar logaritmos (y* = Inyy z* = ln x):

Iny=InA+pBlnx+elne=y* = A"+ Bx" +¢.

Por tanto, se ha llegado a un modelo lineal que se puede estimar por el método
de Minimos Cuadrados Ordinarios:

T* y*

. . 0 | 1386
A* =1'2257 = A = ! 2257 = 3/4066 0'693 | 3'912

~ 1’099 | 5298

B = 39856, R?=0'865 1386 | 6607

El modelo estimado es § = 3.4066 - 23-98°6. 1'609 | 8'006

Ajustar un modelo del tipo y = AB%e€ y decidir cual es el mejor. |
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El modelo Box-Cox: ejemplo

Contenidos
y con respecto a x (con ajuste minimo—cuadratico)

. 3000 +
Modelos Y =-1.21e+003 + 668. X —

intrinsecamente lineales «
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2500
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2000

1500

> 1000

500

-500

~1000 - ' ' '
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

3 Figura 6: Representacion grafica de los datos originales.
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Iy con respecto a |, (con ajuste minimo—cuadratico)

Y=123+3.99X —

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 7: Representacion grafica de los datos transformados.
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Dentro de este apartado, estudiaremos explicitamente las situaciones en las
cuales no es posible transformar el modelo de manera que pueda estimarse con
las técnicas de estimacion correspondientes al modelo lineal general.

Aun asi, en primer lugar, se aborda la aproximacion lineal de Taylor que consiste
en obtener una version lineal aproximada del modelo. Es decir, se recupera la
idea de aplicar las técnicas conocidas aunque el modelo no sea linealizable de
forma natural y sencilla.

En segundo lugar, asumiendo que la naturaleza de las relaciones son no lineales,
se aborda el uso de los métodos de minimos cuadrados y maxima verosimilitud
en este tipo de modelos. Recordemos, que la idea de partida en ambos casos
no exige en ninglin momento la linealidad del modelo. Sin embargo, como se
vera, la resolucion analitica del mismo se complica bastante cuando el modelo
no es lineal, siendo necesario recurrir a métodos distintos a los usados hasta el
momento para obtener las estimaciones buscadas.
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Supongamos que pretendemos estimar una relacion entre una magnitud y y un
conjunto de variables explicativas recogidas en el vector X;. Representaremos
tal relacion mediante el modelo econométrico:

yt:f(Xtaﬁ)—i_Eta t:1727°“7T7

donde f representa una funcion no lineal cualquiera. Podemos tomar una aproxi-
macion lineal de la funcion en un entorno de un punto cualquiera, pudiendo elegir
inicialmente el valor 3. El modelo quedaria:

- A af(Xtaﬂ))/
Yt = f(Xtaﬂo) + ( 53 e

(B—B0)+e, t=1,2.T.

Operando:

af(Xt,m)’ : (W(X“B))/ B+ e

_ f(X,.
Yt f( taBO)—'_( 86 5230 86 IBZBO

cont =1,2,....T.
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Si denotamos:

Bo,

af<Xt,5>)’

y;ik :yt_f<Xt780)—|— ( 86 IBZBO

el modelo puede reescribirse como

. (aﬂxt,ﬂ))’

y:
t ap B=Po

El modelo asi transformado es un modelo lineal general donde la nueva variable
/

af(Xta 6) )
ap B=Po

6+€t, t: 1,2,...,T.

dependiente es y™* y el vector de variables explicativas es (

Aplicando Minimos Cuadrados Ordinarios:

5 (aﬂxt,ﬁ)) <af<xt,5>)’ 1<5f(Xt,ﬁ)) .
op B=00 op B=Po ap 8=By

Esta estimacion dara buenos resultados si los valores iniciales 5y son proximos a
los verdaderos valores, lo cual no es conocido. Modelos no lineales — 19 /38
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Dado el modelo y; = 31 eP2ze | €; vamos a obtener una aproximacion lineal del

mismao.

Puesto que f (X, 5)
que:

—= B1e727t depende de /31 y B2 en este caso se verifica

8f(Xt,5)_ 351652% 8ﬁ1662xt (B, oy
o5 _( 0B, 0B )_<€ Frae™™).

Por tanto, dado un valor inicial 3, se tiene:

0f (X, B)

Yo = f(Xt78)+< ) A(5_8)+€t
p=p

_ Bleﬁzxt 4 ( Bax: B\lxtegzxt> A B + e
B2 — B2

Bleﬂﬂt +e Paw (81 — 51) + 5137756

b (B2 — 32) + €.
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Operando de forma conveniente:

—B\legzwt +€§2wt 'B\l +§1$t6§2xt '32 = Pror -1 +51$t6 b By + €.

Como se puede observar esta expresion es intrinsecamente lineal, es decir, ha-
ciendo un cambio de variable puede estimarse por MCO.
En efecto, llamando:

« ~ - T ~
yi =y + Bime?t . By,
ZBL — 65211%,
Ty = 61:6 eﬁzxt

- : [y : X ok *
se obtendria la aproximacion lineal 3/} = :c/l\tﬁl + 25,62 + €.
En tal caso, para el valor inicial 51 = 1 = (35 se obtendria el modelo linealizado:

* * *
Yi = Prxyy + Py + €,
donde y; = y; + xe*t, ], = €*t y x5, = w7
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Asi, por ejemplo, a partir de los siguientes datos:

*k *k *k
(] x Y L1t Lot

03 2.2 | 20.15503 9.025013 19.85503
1.1 3.8 | 170.96450 44.701184 169.8645
3.4 5 745.46580 148.413159  742.0658
10 5.1 | 846.511/73 164.02190/ 836.5117/3

Se obtienen las siguientes estimaciones por MCO para el modelo original y linea-
lizado por Taylor:

y = —6.033 + 2/418x,, R? = 05523
y* = —0.08252x%, + 1025015, R*=1

Modelos no lineales — 22 / 38



Aproximaci 0On lineal de Taylor: ejemplo
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; Figura 8: Representacion grafica de los originales y transformados.
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Supongamos que pretendemos estimar un modelo cuya especificacion genérica
es:

yt:f(XhB)_'_et) t:1727"'7T7

donde X; es el vector de variables independientes, (3 es el vector de parametros
del modelo a estimar y f es una funcion no lineal de las componentes de los
vectores X; y (3, y cuya primera derivada vamos a suponer que es no lineal en 3.
El método de minimos cuadrados no lineales, al igual que su homaologo lineal, trata
de minimizar la suma de los residuos al cuadrado, es decir, minimizar la siguiente

expresion:
T

SRC(B) = Zef = Z(yt — f(Xy, 8))*.

t=1

Derivando la expresion anterior obtenemos las condiciones de primer y segundo
orden necesarias y suficientes para la obtencion del minimo.
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Asi, derivando una primera vez se obtiene:

T

OSRC(B) _ _ > (e — f(Xe, 8)) -

ap

af(Xta 6)
op

OVt

e igualando a cero dicha derivada parcial se obtienen las ecuaciones normales
del modelo:

S (g — f(X08)) - L ED) oy

= 9
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Minimos cuadrados no lineales: ejemplo
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Obtener el sistema de ecuaciones normales del modelo y; = 31 + x}° + €.
El objetivo es minimizar la suma de cuadrados de los residuos, esto es,

T /
SRC(B)= > (yt — B — xf2) donde 8 = (31 Ba2).
t=1
Por tanto, habra que derivar la expresion anterior (usando que Si f(a:) = a”

entonces f'(x) = a” In a) con respecto a cada uno de los elementos de 3:

OSRC(B) ZT 8
8/61 - _2.t:1 (yt_ﬁl_xt )7
OSRC ZT

Igualando a cero estas derivadas se obtendra el sistema de ecuaciones normales:

r T
Z(yt— 1_1,?2) =0, Z(yt—@—%ﬁ?)w?-lnmt:&
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Sabemos que la funcion de verosimilitud del modelo

v = f(Xy, B) + €,

viene dada por la expresion:

€t ~~ N(O, O'QIT),

1 1

L(B. 01y, X) = iz b |~ o (0 — F (X0 B)) (v = 1K)}

y aplicando logaritmos neperianos:

T T
InL(B,0%y,X) = —=In(27) — = Ino* — —SC’R(B)
2 2 202
Los posibles estimadores maximo verosimiles seran obtenidos tras derivar la ex-
presion anterior con respecto a 5y o’ e igualando el resultado a cero.

En el primer caso, se obtiene la derivada:

Ol L(B,0%y,X) 0 -1 o Of (X4, B)
86 %JSCR(B) 0_2 ; yt_ Xta ) 86 )
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Adviértase que los resultados obtenidos coinciden con el estimador por minimos
cuadrados no lineales, por tanto, al igual que antes, no es posible dar una solucion
analitica para las soluciones de este sistema de ecuaciones (y una vez mas se
hace necesario un método iterativo para obtener los valores de los parametros).

Sin embargo, si que es posible dar una expresion para la varianza de las
perturbaciones. Derivando parcialmente con respecto a o’ e igualando a 0, ob-
tenemos:

Aproximacion lineal de
Taylor

Minimos cuadrados no
lineales

Estimacion por maxima
verosimilitud
Algoritmos de
busqueda:
Newton—Raphson y
Gauss—Newton

Contraste de
restricciones sobre los

: T 1 1
parametros
—— SCR = 0.
357 T e )
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Despejando; 62 = (ﬁ)
T
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En la presente seccion veremos los procedimientos numéricos que seran utiliza-
dos para resolver las ecuaciones normales obtenidas que no pueden ser resueltas
de forma directa mediante procedimientos algebraicos.

Dado el modelo:

Yt — f(Xtaﬁ) “I’Gt,

la suma de cuadrados de los residuos vendra dada por la expresion:

T
SCR(p Z (Yt — Xtvﬁ))2
t=1

siendo la condicion necesaria de minimo para esta funcion la dada por la ecuacion
normal:

d Of (Xy, B)
tz:; yt_ Xtaﬁ)) 86 :O

Veremos a continuacion dos métodos para resolver este tipo de ecuaciones.
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Este algoritmo se basa en minimizar la suma de cuadrados de los residuos.
En primer lugar se toma como aproximacion a dicha suma el desarrollo del poli-
nomio de Taylor de segundo orden en un entorno del valor inicial S3:

SCR(B) ~ SCR(By)+ (85(;;(5 )) ~ (8 — Bo)
B=PBo
1 ~ ., (0>SCR(B) A
—|—§(5 — 60) ( 8686/ )B:B\O (6 - 60)7

Derivando respecto [3:

OSCR(B) (3503(5))
08 08 )4

Igualando a cero la primera derivada:

(50), (35,

—~

2
=Po

8/68/6/ )5230 (ﬁ_ﬁ())

(B_B\O> — 07

~

=Bo

~

=Bo
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Algoritmo de Newton-Raphson

Contenidos

Introduccion

Modelos
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Aproximacion lineal de o

Taylor

L]
Minimos cuadrados no ¢
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L ]
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RSG

y despejando [3:

5B, (8230}%(6))_1 (6’SCR(6))6:§0.

0pos’ > 0p

B=0Bo
Siempre que exista dicha inversa, a partir de la expresion anterior se puede
plantear el siguiente procedimiento iterativo:

.. -3 (a SCR(B)) (3503(5)) B
B=PBn

0pos’ > o0p

Bzﬁn
Este procedimiento se repite hasta que converja, es decir, has ta que exista h tal
que Br11 = Br. Ental caso se tendria entonces que

(850}2(6)) L
ap B=Bn -

de donde se deduce que 3, minimiza a SCR(p).
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Algoritmo de Newton-Raphson: ejemplo

Contenidos

Dado el modelo y; = a:f + €,t = 1,...,1, obtener la estimacion iterativa
proporcionada por el algoritmo de Newton—Raphson.

Introduccion

Modelos : T 2
intrinsecamente lineales E En eSte caso SCR(/B) — Z (yt o CBtB) ’ por |O que:
Modelos : t=1
intrinsecamente no .
lineales N T
Aproximacion lineal de s
Taylor - OSCR(P) = =2 Z Yt — 27 2 In Tt

. : 86 t t ?
Minimos cuadrados no : —1
lineales . -
Estimacion por maxima $ 2 T
verosimilitud E 5’ SCR(/B) 3 B Jé;
Algoritmos de 4 a 2 — 8_ —2 Z Yt — xt xt ln Lt
busqueda: : 6 /8 t—1
Newton—Raphson y E o
Gauss—Newton 1 a T T
Contraste de E _ B 28
restricciones sobre los E — 86 2 Z Yty In Lt + 2 Z Ly In Lt
parametros t=1 t=1

. T T

= -2 Zytmf(lnxt)2 + 421’?5(11&33,5)2.
t=1 t=1

9 B P
Donde se ha usado que —x; = x| Inx;.

o5
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Algoritmo de Newton-Raphson: Ejemplo

Contenidos

Por tanto:

Introduccion

T T
il\:t?;jneslzzamentelineales Z ytxtﬁn Inz, — Z Ly o In
Modelos Brn+1 = Bn + T =1 t:;
e Sz () — 23 225 (Inzy)?
Aproximacion lineal de t=1 t=1

Taylor

Minimos cuadrados no
lineales

Para el valor inicial 5y = 0, la primera iteracion corresponde a:

Estimacion por maxima
verosimilitud
Algoritmos de
blsqueda:
Newton—Raphson y
Gauss—Newton

T T
Z Y Inxy — Z In x;
b = = -

Contraste de

S e (lnay)? 2; (In ;)2

restricciones sobre los t=1
parametros T
Z ( Yy — 1) ln Tt
o t=1
T
> (e — 2)(Inay)?
t=1
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Partiendo de la aproximacion lineal del desarrollo en serie de Taylor para la funcion
no lineal f en un entorno del punto 3, se obtiene:

af(Xtaﬁ)) D
Rk o (8= Bo)-

La expresion iterativa correspondiente al algoritmo de Gauss-Newton es:

f(Xe,8) = f(Xs, o) + (

Bosr = fn + (ET: (afgcﬁt,m) (81‘(;{5,@)’) 5~ <8f(;€5,ﬁ)>623n .

t=1 B:Bn t=1

donde €; = y; — f(Xt, 5n) es el residuo obtenido en la estimacion realizada.
Esta expresion es similar al de algoritmo de Newton-Raphson, con la ventaja
anadida que la matriz a invertir es simétrica y definida positiva.
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Algoritmo de Gauss-Newton: ejemplo

Contenidos . .
Dado el modelo no lineal y; = :cf -+ €; se tiene que:
Introduccion
Modelos 8 X /8)
o | _ o X B) s
intrinsecamente lineales f(Xt7 6) = th = = xt h’l Tt.

ap

Modelos
intrinsecamente no
lineales

En tal caso es claro que:

Aproximacion lineal de
Taylor

Minimos cuadrados no
lineales

T
) ) t;xf” lnxt(yt—xf”)
Bn—kl — Bn + — T
>z (Inay)?
t=1

Estimacion por maxima
verosimilitud

Algoritmos de
blsqueda:
Newton—Raphson y
Gauss—Newton

Contraste de
restricciones sobre los

Para el valor inicial Sy = 0, la primera iteracion del algoritmo de Gauss—Newton

SEUENEIEE corresponde a:
> (g — 1) Iz,
B =1
1 T
> (Inay)?
t=1
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Criterios de finalizaci 0n del algoritmo
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Modelos
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Estos métodos iterativos no siempre son convergentes. Por ello, se requiere es-
tablecer a priori unos criterios que permitan finalizar el proceso iterativo cuando

no se alcanza dicha convergencia. Estos criterios son:

1.

a s wnN

Los valores de los parametros se estabilizan.
El valor de la funcion objetivo se estabiliza.

El vector gradiente esta proximo a cero.

Se alcanzo el nUmero maximo de iteraciones.

Se alcanzo6 el limite maximo de tiempo de calculo.
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Contraste de restricciones sobre los par ametros

Contenidos

Supongamos que queremos plantear cualquier hipotesis que implique una combi-
nacion de los parametros del modelo de regresion. El sistema de restricciones se
puede expresar como:

Introduccion

Modelos
intrinsecamente lineales

Modelos
intrinsecamente no
lineales

qukﬁ — Tgx1, ( < k.

Aproximacion lineal de

Taylor El modelo sobre el que se imponen las restricciones se denomina “modelo

restringido” y el modelo sobre el que no se imponen las restricciones se llama
“modelo sin restricciones”.

Minimos cuadrados no
lineales

Estimacion por maxima
verosimilitud

B Contraste F:

Algoritmos de
busqueda:
Newton—Raphson y
Gauss—Newton

P (ele,. —€e'e)/q

~ Fq,n—k:a

::ec;?:i::isi:;ss sobre los e,e/(n o k)
parametros

donde e.e, es la SCR del modelo restringido; €’e es la SCR del modelo sin

restringir y g es el nUmero de restricciones.

B Contraste de razon de verosimilitudes:
5.2
—2(InLp —InL) =nln ( > ) ~ Xg,
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Contraste de restricciones sobre los par ametros

Contenidos

B Contraste de Wald:

Introduccion

/= —1
Modelos
intrinsecamente lineales

w= s —ry | [ Z20) 20 (RO} 1 (mg py 2

Modelos
intrinsecamente no
lineales

Esta expresion no requiere estimar el modelo con y sin restricciones.

Aproximacion lineal de
Taylor

Minimos cuadrados no
lineales

Estimacion por maxima
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Algoritmos de
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Newton—Raphson y
Gauss—Newton
Contraste de
restricciones sobre los
parametros

RSG Modelos no lineales — 38 / 38



	Contenidos
	Introducción
	Ejemplo
	Especificaciones no lineales
	Ejemplo
	Ejemplo

	Modelos intrínsecamente lineales
	El modelo Box-Cox
	El modelo Box-Cox: casos particulares
	El modelo Box-Cox: ejemplos gráficos
	El modelo Box-Cox: ejemplos gráficos
	El modelo Box-Cox: ejemplo
	El modelo Box-Cox: ejemplo
	El modelo Box-Cox: ejemplo

	Modelos intrínsecamente no lineales
	Modelos intrínsecamente no lineales
	Aproximación lineal de Taylor
	Aproximación lineal de Taylor
	Aproximación lineal de Taylor: ejemplo
	Aproximación lineal de Taylor: ejemplo
	Aproximación lineal de Taylor: ejemplo
	Aproximación lineal de Taylor: ejemplo
	Mínimos cuadrados no lineales
	Mínimos cuadrados no lineales
	Mínimos cuadrados no lineales: ejemplo
	Estimación por máxima verosimilitud
	Estimación por máxima verosimilitud
	Algoritmos de búsqueda
	Algoritmo de Newton-Raphson
	Algoritmo de Newton-Raphson
	Algoritmo de Newton-Raphson: ejemplo
	Algoritmo de Newton-Raphson: Ejemplo
	Algoritmo de Gauss-Newton
	Algoritmo de Gauss-Newton: ejemplo
	Criterios de finalización del algoritmo
	Contraste de restricciones sobre los parámetros
	Contraste de restricciones sobre los parámetros


