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Sesion 2: Resolucidon de ecuaciones no lineales.

" Version: 24 de marzo de 2011.
7 -—> Kkillcall) $
{f Queremos resolver la ecuacion exp(x) - 2*cos(x) = 0.

{f En primer lugar haremos la grafica de f(x) para determinar un intervalo adecuado.

E --> F(X) = exp(xX) - 2*cos(x) $
wxplot2d(f(x), [x,0,1]) $

-1 Biseccion

“ 1.1 Primer intento

7> kill@ll) $

GO

f p(x) - 2*cos(x) $
a : 0.

b :1

m

OOl

ex
$
:1.09%
- (a + b)/2.0 $

for n - 1 thru 15 step 1 do (
if f(@*f(m) <0

then
b -m
else
a:-m,
m : (atb)/2,
print("'Paso: ', n, ", Intervalo: [a,b]=", [a, b], " -> Punto medio: m=", m)

) $
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- 1.2 Inclusién de un criterio de parada
7 ——> killcall) $

Tf(x) :
a =
b
m

= exp(xX) - 2*cos(xX) $
0.0

1.0
(at+

ex
$
$
b)/2.0 $

tol : 10n(-8) %
maxn - ceiling(log((b - a)/tol)/log(2)-1) $

for n - 1 while n <= maxn do (
if f(a)*f(m) <0

then
b:m
else
a:m,
m : (atb)/2,
print("*Paso: ', n, ", Intervalo: [a, b]=", [a, b], ™ -> Punto medio: m=", m)

) $

” Repite el proceso para la funciéon f(x)=2*x-1 en el intervalo [0,1].-
¢Observas algun comportamiento inadecuado?

1.3 Observacion: error gque suele "pasarse”

En las subsecciones 1.1 y 1.2, el programa de biseccidon disefado funciona porque el cero no

se alcanza en ninguno de los puntos medios calculados. Si aplicamos el programa a la funcién
T(X)=x-0.125 comprobaremos este hecho: deberia pararse en el segundo paso y no es asi. De hecho,
"cae'" en un intervalo donde la funcidn es siempre positiva. Por esta razén es conveniente
introducir un criterio de parada o alguna orden en el bucle para que reconozca esta situacion.

Por cierto, aunque tedricamente podria valer la comparacion "f(m)=0", en la practica se tendra que
trabajar con una comparacioéon del tipo "abs(Ff(m))<prec"™ donde prec es un valor "pequefio" prefijado.
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7 -—> f(x) 1= x - 0.125 $
a: 0.0%
b:1.0%
m : (a+b)/2.0 $

tol : 10n(-8) $
maxn : ceiling(log((b - a)/tol)/log(2)-1) $
prec : 10°(-10) $

for n : 1 while n <= maxn and abs(f(m)) > prec do (
if f(a)*f(m) <0

then
b:m
else
a:m,
m : (atb)/2,
print(**Paso: *, n, ', Intervalo: [a, b]=", [a, b], ™ -> Punto medio: m=", m)

) $

- 1.4 Observaciéon: como hacer menos costoso el programa

determinar el signo de f(m) si previamente conocemos el signo de f(a). Para la primera funcioén el

Si lo pensamos un momento, el producto "f(a)*f(m)'" no es necesario en cada iteracidon. Basta con
programa seria el siguiente.

7 --> Kkillcall) $
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7> F(X) 1= exp(X) - 2*cos(x) $
a:0.0%
b:1.0%
m : (ath)/2.0 $

tol : 107(-8) $
maxn : ceiling(log((b - a)/tol)/log(2)-1) $
prec : 10°(-10) $

for n : 1 while n <= maxn and abs(f(m)) > prec do (
it f(m) >0
then
b:m
else
a:m,
m : (atb)/2,
print("*Paso: ', n, ", Intervalo: [a, b]=", [a, b], "™ -> Punto medio: m=", m)
) $

Realiza un programa que sea valido tanto para el caso "f(a)>0" como para el caso "f(a)<0".
(Sugerencia: un if en el que se incluyan dos suprogramas muy parecidos).

2 Secante

2.1 Fallo aparente

7> kill@ll) $
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7 o> (X)) 1= exp(X) - 2*cos(X) $
x0 - 0.0 $
x1 :1.09%

for n - 2 thru 12 step 1 do (
X2 - x0 - F(x0)*(x1- xO)/(f(xl) - f(xO))

print("*Solucion aproximada: x', n, , X2),
x0 - x1,

X1l - X2

) $

- 2.2 Criterio de parada en secante

7 --> Kkillcall) $

4 —_—> f(x) = eXp(X) - Z*COS(X) $
x0 : 0.0 $
x1 - 1.0%

tol : 107(-8) $

for n - 2 while abs(x1-x0) > tol and n <= 25 step 1 do (
X2  x0 - F(x0)*(x1- xO)/(f(xl) - f(xO))

print("*'Solucion aproximada: x", n, =", x2),
x0 :© x1,

x1l - X2

) $

- 2.3 Disminucién del coste

{f Si queremos disminuir el numero de evaluaciones, la manera obvia de proceder seria la siguiente.

K -—> kill¢all) $
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7> F(X) 1= exp(X) - 2*cos(x) $
x0 : 0.0 %

x1 :1.09%

x0 : f(x0) $

x1 : f(x1) $

tol : 10n(-8) $

for n - 2 while abs(x1-x0) > tol and n <= 25 step 1 do (
X2 - X0 - FXO0*(x1-x0)/(fx1 - fxO)

print("*'Solucion aproximada: x", n, =", x2),
x0 - x1,

x1 : x2,

<0 : fx1,

x1 : f(x2)

) $

{f Habilmente se puede reducir una evaluacién mas.
E --> killcall) $

7 —> F(X) 1= exp(X) - 2*cos(X) $
x0 : 0.0 %

x1 :1.09%

x0 : f(x0) $

tol : 107(-8) $

for n - 2 while abs(x1-x0) > tol and n <= 25 step 1 do (

x1 : f(x1),

x2 - X0 - txX0*(x1-x0)/(fx1 - tx0),
print(*'Solucién aproximada: x', n, =", x2),
x0 - x1,

x1 © x2,

<0 : fx1

) $
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” En toda esta seccién hemos trabajado con la expresion
x2 - X0 - F(X0)*(x1-x0)/(F(x1) - T(x0))
Pero también podemos utilizar la expresion equivalente

x2 - (F(xX0)*x1-F(x1)*x0)/(f(x0) - F(x1))

¢Cual de las dos crees que sera mas eficiente?
3 Newton-Raphson

3.1 Primer intento

7> F(X) = exp(X) - 2*cos(xX) $
define(d1f(X),diff(f(x),x,1)) $

x0 - 0.5 %

for n - 1 thru 7 step 1 do (
X0 : x0 - f(x0)/d1if(x0),
print(*"'Solucidon aproximada: x", n, "=", x0)

)$

3.2 Criterio de parada en Newton-Raphson

7> killcll);



Ssn2-1011-v2.wxmx 8 / 16

7> F(X) 1= exp(X) - 2*cos(x) $
define(d1f(x),diff(fF(X),x,1)) $

x0 - 0.0 $
X1 : 0.5 /*este es el verdadero valor inicial x0*/$

tol : 10n(-15) $

for n - 1 while abs(x1-x0) > tol and n <= 100 step 1 do (

x0 - x1,

x1 : x0 - F(x0)/d1f(x0),

print("'Solucién aproximada: x", n, "=", x1)
)$

4 Un procedimiento para implementar el método de biseccion

” Recordemos el programa con inclusién de un criterio de parada que realizamos al principio de esta
sesion.

7> F(X) = exp(X) - 2*cos(xX) $
a:0.08%
b:1.0%

m : (a+b)/2.0 $

tol: 10n(-3) $
maxn : ceiling(log((b - a)/tol)/log(2) - 1) $

for n - 1 while n <= maxn do (
it f(a)*f(m)<0
then
b:m
else
a:m,
m:(a+b)/2,
print("*Paso: ', n, ", Intervalo: [a,b]=", [a, b], " -> Punto medio: m=", m)
) $
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{f Realicemos una pequefia modificacion para simplificar el trabajo a realizar.

7 o> (X)) 1= exp(X) - 2*cos(X) $
a:0.08%
b:1.09%
m: (a+ b)/2.0 %

tol: 10°(-3) $

for n : 1 while abs(b-a) >= tol and n <= 100 step 1 do (
if f(@)*f(m)<0 then b:m else a:m,
m:(a+b)/2,
print(n, ":", [a, b], ™ -> ", m)

) $

{f ¢Por qué hace una iteracion mas que en el proceso anterior?

{f Disefiamos el procedimiento: comando "block™.

~ 4.1 Primer intento: fijando un numero determinado de pasos.

~ --> biseccion(ley, var, al, bl) := block( [a, b, c],
a : float(al),
b : float(bl),
for n:1 thru 15 step 1 do (
c: (ath)/2,
if subst(a,var, ley)*subst(c,var,ley) < 0
then
b :c
else
a:c
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--> biseccion(f(x),x,0,1);
--> biseccion(f(x),x,1,2);
biseccion(f(x),x,-1,0);
--> biseccion(f(x),x,-2,-1);

--> biseccion(f(x),x,-1,-2);

] N N N N N
|
|
\Y

4.2 Alternativa para no abusar del comando "'subst':
definicion de funciones locales

~ --> biseccion(ley, var, al, bl) := block( [a, b, c],
local (T),
define(f(x),subst(x,var,ley)),
a : float(al),
b : float(bl),
for n:1 thru 15 step 1 do (

c: (atb)s2,
if f(a*f(c) <0
then
b :c
else
a:c
),
C
)$

E -—> f(X) = exp(X) - 2*cos(x) $
E --> biseccion(f(x),x,0,1);
d

--> biseccion(f(x),x,1,2);
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~  --> biseccion(f(x),x,-1,0);
E --> biseccion(f(x),x,-2,-1);
~  --> biseccion(f(x),x,-1,-2);

La definicidén de funciones locales se puede (o debe) hacer en todos los
ejemplos que siguen a continuacion.

- 4.3 Controlemos el intervalo.

' --> biseccion(ley, var, al, bl) := block( [a, b, c],

a : float(al),
b : float(bl),
if subst(a,var, ley)*subst(b,var,ley) > 0
then
return (""Intervalo no adecuado™),
for n:1 thru 15 step 1 do (
c: (atbh)/2,
ifT subst(a,var, ley)*subst(c,var, ley)<0
then
b:c
else
a:c
),

Cc

) $
--> biseccion(f(x),x,0,1);

--> biseccion(f(x),x,1,2);

N NN

--> biseccion(f(x),x,-1,0);
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~ --> biseccion(f(x),x,-2,-1);
~ --> biseccion(f(x),x,-1,-2);
4.4 Controlemos el numero de i1teraciones.
7 - kill@aln$
-—> Ff(X) = exp(X) - 2*cos(x) $

biseccion(ley, var, al, bl) := block( [a, b, ¢, m, maxiter:300, tol:10"(-15), prec:10"(-10)],
a : float(al),
b : float(bl),
if subst(a,var, ley)*subst(b,var, ley)>0
then
return ("Intervalo no adecuado™),
for n:1 while (nh<= maxiter and abs(b-a)> tol and abs(subst((atb)/2,var,ley))> prec) step 1 do (
m:n,
c: (atbh)/2,
ifT subst(a,var, ley)*subst(c,var, ley)<0
then
b:c
else
a:c

),
[m,{c}]
) $
--> biseccion(f(x),x,0,1);

--> biseccion(f(x),x,1,2);

N NN

--> biseccion(f(x),x,-1,0);
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--> biseccion(f(x),x,-2,-1);
--> biseccion(f(x),x,-1,-3);

¢Qué pasa si, en el intervalo inicial, uno de los extremos es solucion?
¢Y si la solucién es justo el punto medio? (Recordemos la Observaciéon 1.3)

-—> f(X) = x-1 8%
--> biseccion(f(x),x,0,1);
--> biseccion(f(x),x,0,2);

--> biseccion(f(x),x,1,2);

b rN N rN N NN TN

4.5 Version definitiva.

BN

Salvo mejora a realizar teniendo en cuenta las Observaciones dadas en 1.4 y 4.2.

7 -—> killcall) $
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~ -—> biseccion(ley,var,al,bl):= block( [a, b, c, m, maxiter:300, tol:10"(-15), prec:10°(-10)],

a : float(al),

b : float(bl),

c : (atb)/2,

it abs(subst(a,var,ley)) < prec then return([0,{a}]),

if abs(subst(b,var,ley)) < prec then return([0,{b}]),

if subst(a,var, ley)*subst(b,var,ley) > 0 then return ("Intervalo no adecuado™),

iT abs(subst(c,var,ley)) < prec then return([1,{c}]),

for n : 1 while (h<= maxiter and abs(b-a)> tol and abs(subst(c,var,ley))> prec) step 1 do (
m:n,
c : (atb)/2,
ifT subst(a,var,ley)*subst(c,var,ley) < 0 then b - c else a - c

)
[m,{c}]
$

> ) = xh2-1 $

--> biseccion(f(x),x,0,2);

--> biseccion(f(x),x,0,1);

--> biseccion(f(x),x,-1,0);
biseccion(f(x),x,0,5);

--> biseccion(f(x),x,5,2);

--> biseccion(f(x),x,1,-1);

--> g(xX):=x"M4-2;
biseccion(g(x),x,-0.5,2.5);

L] N N N N N N N N
[
[
\%

4.6 Calculo de derivadas
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--> killcall) $

-—> Ff(X):=x"3-5 %

-—> diff(F(X),x);

Comprobemos que con este calculo de la derivada, no obtenemos una expresién evaluable.
--> FdX):=diff(F(xX),x);

-->  fd(3);

¢,Como podemos solventar este problema?

-=> Fd1():=""(difF(F(x),Xx));

--> define(df2(X),difF(F(x),x));

-—>  Fd3:diffF(F(X),x);

NN PN PN PN PN PN PN PN PN TN

¢Cuales de las anteriores expresiones proporcionan una expresion evaluable de la derivada?

En los casos en los casos en los que no es evaluable, ¢hay alguna alternativa para realizar la
evaluacion?

(Sugerencia: recuerda como hemos usado la funcion "subst™ en la implementacion del método de
bisecciodn).

“ ¢Qué ocurre si la variable "x" tiene preasignado un valor concreto?
¢,Como podemos solventar este problema?
(Sugerencia: busca en la ayuda informacidén sobre el operador ™ * ).

4.7 Ejercicios
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{f Realiza un procedimiento para implementar el método de la secante.

~ Realiza un procedimiento para implementar el método de Newton-Raphson.
(Indicacion: para la definicion de la derivada, parece que la forma mas adecuada es la que hemos
usado como fd3).

” Realiza un procedimiento para implementar el método de regula-falsi.
Previamente, disefia el programa correspondiente a dicho método teniendo en cuenta todas las
observaciones y comentarios de esta sesion.

” En esta sesioén no hemos cuidado mucho el aspecto visual de la salida de los resultados, en particular
de las tablas. Modificalas tal como se hizo en la sesiodon 1.




