Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 1 (T3)

El objetivo principal de estas notas es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste en
una simple sucesion de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se va a
hacer, céomo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se hace.

Tarea 3 (tema 1): ejercicio obligatorio (curso 2020-2021)

Enunciado

a) Estudia el cardcter del siguiente sistema de ecuaciones lineales y resuélvelo, cuando sea posible,
dependiendo de los valores de los parametros a y b:

r1+xo+x3+ary +axrs = 4+0b
T1—To+x3—ary —axs = 4—0
x1+x3taxs = 4 . (1.1)
To+T3—ars = D
201 —ary = 4-—0

b) ;Es posible obtener la solucién (z1, ©2, 3, 24, 25) = (1,2,3,4,5) para valores de a, b adecuados? En
caso afirmativo, determina todos los casos posibles.

c) ;Es posible obtener la solucién (z1,x2, x3, 24, x5) = (1,2,3,4,0) para valores de a, b adecuados? En
caso afirmativo, determina todos los casos posibles.

Resolucion

a) Para discutir y resolver el sistema propuesto, usaremos notacién matricial. Asf, la matriz ampliada
asociada al sistema propuesto es

1 1 1 a a |4+
1 -1 1 —a —-ald4-0
(Alp)=11 0 1 O a 4
0 1 1 0 -—a 5
2 0 0 —a 0 |4-0b

Ahora aplicaremos eliminacién gaussiana para obtener una matriz escalonada (A’|b’) equivalente
y, posteriormente, poder discutir més facilmente el cardcter del sistema propuesto.’

1 1 1 a a |4+ 1 1 1 a a 445
1 -1 1 —a —a|4-b| 2-f12f2 [0 -2 0 —2a —2a —2b N

F3—F; —»F3 —5Fa—F2
1 0 1 0 a 4 0 -1 0 —a 0 —b R
0 1 1 0 -—a 5 Fs—2lm=Fs (g 1 1 0 —a 5
2 0 0 —a 0 ]4-0 0 -2 -2 —-3a —2a|-4-3b

11.a notacién que usaremos es la siguiente:
= F; <+ I significa que intercambiamos las filas F; y F;.

= F; + oF; — Fj significa que sumamos o veces la fila F} a la fila F; para obtener la nueva fila F;. Analogamente,
F; — aF; — Fj significa que restamos « veces la fila F; a la fila F; para obtener la nueva fila Fj;.

= aF; — F; significa que multiplicamos por « la fila F; para obtener la nueva fila F;.
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1 1 1 a a 4+ 1 1 1 a a 445
0 1 0 a a b ;3:?:?3 01 0 a a b ——
0 -1 0 —-a 0 —b 2270100 0 0 a 0 —
0 1 1 0 —a 5 Fot2le=Fs |0 0 1 —a —2a| 5—0b
0 -2 -2 —-3a —2a|-4-3b 00 -2 —a O —4-b
1 1 1 a a 4+b 1 1 1 a a 4+0b
0 1 0 a a b [ 01 0 a a b Py
00 1 —a —2a| 5-0b 0 01 —a —2a|5b5-b0|—s
0 0 O 0 a 0 000 O a 0
00 -2 —a O —4—-b 0 0 0 —3a —4a|6-—3b

a a 4+0b
a a b
—a —2a] 5-0b
—3a —4a | 6—3b
0 a 0

OO = O

En este punto tenemos una matriz en la que, claramente, las tres primeras filas son no nulas
independientemente de los valores que tomen los pardmetros a, b. Sin embargo, que las filas cuarta
y quinta sean nulas o no, si dependera de los valores que tomen los pardmetros.

En primer lugar, observemos que los elementos —3a, —4a, a son simultaneamente nulos o no nulos,
segun a sea igual a cero o distinto de cero. Por tanto, podemos afirmar que la matriz de coeficientes

11 1 a a
0 1 0 a a
A=1]10 0 I —a —2a
0 0 0 -3¢ —4a
0 0 O 0 a

tendra

» rango igual a tres cuando a = 0 (pues A serd una matriz reducida con tres filas no nulas),

» rango igual a cinco cuando a # 0 (pues A serd una matriz reducida con cinco filas no nulas).

Estudiemos cada caso por separado.

1) a=0.

Por lo hecho hasta ahora, y si a = 0, entonces el sistema (1.1) es equivalente al sistema

T +ax2+x3 = 4+0b
Ty = b

0 = 6-3b
0 = 0

El que este sistema tenga solucién o no va a depender del término 6 — 3b. En efecto, para que haya
solucién sera necesario que se satisfaga la igualdad 6 — 3b = 0. Pero,

6-3b=0<6=3b<b=2.
Por tanto, tenemos que estudiar dos subcasos:

la) a=0y b=2;
1b) a=0yb#2.
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la) a=0y b=2.

En esta situacién, el sistema (1.1) es equivalente al sistema

1 +x9+2x3 = 6
To = 2

0 =0

0 =0

Es claro que este sistema tiene infinitas soluciones. En efecto, si bien 1, x2, x3 tomaran valores
fijos, se verifica que x4, x5 pueden tomar cualquier valor real. Por tanto, concluimos que, para
(a,b) = (0,2), el sistema (1.1) es compatible indeterminado, siendo

($1,$2,$3,$47$5) = (1,2,3,0[,5), con aaﬁ S Ra

su conjunto de soluciones.?

1b) a=0y b#2.

Ahora, el sistema (1.1) es equivalente al sistema

1 +r904+2x3 = 6
Tro = 2
r3 = 3 5 (14)
0 = 6
0 = 0

donde 6 — 3b # 0. Por tanto, la cuarta ecuacion de este ltimo sistema no tiene sentido y podemos
concluir que el sistema (1.1) es incompatible.

2) a#0.
Es claro que, para a # 0, podemos realizar las siguientes transformaciones elementales por filas.
1 1 1 a a 4+ 1 11 a a |4+0b
F{—aF5—F-
01 0 a a b iper |01 0 a a b FyaFo s Fy
0 01 —a —2a| 5-b — 0 01 —a —2a|5-0 —
1 3+2aF5—>F
0 0 0 —3a —4a]6-3b a5 00 0 1 4 b=2 oA rsr,
0 00 O a 0 00 0 O 1 0
111 a 0|44+ 1 11 0 0f 6
01 0 a O b fimefs=Fi g1 0 0 0] 2
Fyg—aFy—Fy
001 —a O0|5=bf——— |0 01 0 0] 3
00 0 1 O0f¢2]5™ 21000 1 0|22
0 0 0 1 0 0 000 10O

Asi, tenemos que el sistema (1.1) es equivalente al sistema

1 +x9+x3 = 6
T2 = 2
3 = 3 (1.5)
Ty = bTTQ
Irs = 0

Por tanto, podemos afirmar que, para cualquier valor real a distinto de cero y para cualquier valor
real b, el sistema (1.1) es compatible determinado y su tnica solucién viene dada por

— b—2
(171,2132,%3,39471’5) - (172733 T7O) .

2Puesto que los valores de z2 y x3 se deducen directamente de las ecuaciones segunda y tercera, para hallar el valor de
1 basta con despejar en la primera ecuacién.
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Como conclusién de este primer apartado del ejercicio, tenemos que el sistema (1.1) es

= incompatible sia =0y b # 2;

= compatible indeterminado si a = 0 y b = 2, en cuyo caso el conjunto de soluciones viene dado
por (Ilv T2, T3, T4, 335) = (1’ 2) 37 @, B)a con «, /B S R7

» compatible determinado si a # 0, en cuya caso (x1, 2, T3, T4, T5) = (17 2,3, ”7727 0) es la tnica
solucién (para cada posible par (a,b)).

A partir de lo hecho en el apartado anterior, es claro que (x1, x2, x3, x4, z5) = (1,2, 3,4,5) no puede
ser solucién del sistema (1.1) si

= a =0y b+#2, pues en tal caso el sistema es incompatible;

= g # 0, pues en tal caso la solucién del sistema siempre satisface que x5 = 0.
Por otra parte, para (a,b) = (0, 2), podemos afirmar que (z1, 2, T3, x4, z5) = (1,2, 3,4, 5) es solucién

del sistema sin més que considerar « =4y 8 =5 (en la expresién general del conjunto de soluciones
de este caso).

Otro modo de resolver este apartado es viendo directamente que (z1, 22,23, 4, 25) = (1,2,3,4,5)
es solucién del sistema (1.1). En efecto, sustituyendo en el sistema,

1+424+3+a-44+a-5 = 44D 6+9a = 4+0b 9a—-b = -2

1-2+3—-a-4—a-5 = 4-b 2—9a = 4-b —9a+b = 2
1+3+a-5 = 4 = 4452 = 4 = 5a = 0 ,
24+3—a-5 = 5 5—-5a = 5 —5a = 0
2:-1—a-4 = 4-b 2—4a = 4-0D —4a+b = 2

lo cual tendrd sentido si, y solo si, a =0y b= 2.

A partir de lo hecho en el apartado a), es claro que (x1,z2, z3, 24, 25) = (1,2, 3,4,0) no puede ser
solucién del sistema (1.1) si a =0 y b # 2, pues en tal caso el sistema es incompatible.

Sin embargo,

= sia # 0, bastaria que bTTQ = 4 para obtener el resultado deseado, esto es, para cada par (a,b)
tal que a # 0y I’TTQ = 4 se verifica que (z1, T2, x3,z4,25) = (1,2,3,4,0) es la tnica solucién
del sistema correspondiente;

» si (a,b) = (0,2), entonces (x1, xo, x3, x4, 25) = (1,2,3,4,0) es solucién del sistema pues pode-
mos tomar « =4 y 8 =0 en la expresién general del conjunto de soluciones de este caso.

De nuevo podemos resolver este apartado viendo directamente que (z1, z2, z3, 24, 25) = (1,2, 3,4,0)
es solucién del sistema (1.1). En efecto, sustituyendo en el sistema,

1+2+3+a-4+a-0 = 4+Db 6+4a = 445> 4da—b = =2
1-24+3—-a-4—a-0 = 4-0 2—4a = 4-b —4da+b = 2
1+3+a-0 = 4 = 4 = 4 = 0 =0 ,
24+3—a-0 = 5 5 =5 0 =0
2:-1—a-4 = 4-0 2—4a = 4-0 —4a+b = 2
lo cual tendra sentido si, y solo si, 4a — b = —2. Pero esta ultima igualdad es cierta tanto para

(a,b) = (0,2) como para a #0 y =2 =4,

a
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Tarea 3 (tema 1): ejercicio optativo (curso 2020-2021)

Enunciado

a) Sea A una matriz cuadrada de orden n (n > 1) tal que A* = 0. Ademds, sea I la matriz identidad
de orden n. ;Es cierto que I + A 4+ A? es la inversa de I — A + A2?? Justifica adecuadamente tu
respuesta.

b) ;Qué condicién debe satisfacer A para que I + A + A? sea la inversa de I — A + A2%? Justifica tu
respuesta. (Indicacién: es posible proponer distintas condiciones).
Resolucién

a) Para comprobar que I + A + A? es la inversa de I — A + A2, realicemos su producto® y veamos si
el resultado obtenido es la matriz identidad I.

(I+A+ AT -A+A) =TT - A+ A+ A - A+ A?) + A2 (1 - A+ A?) =
=] -A+ AP+ A- AP+ AP+ A% - A3+ A" =T+ A% + A~

Ya que por hipétesis A* = 0, concluimos que (I + A + A?)(I — A+ A?) = I + A2, De esta forma,
para que I + A + A? sea la inversa de I — A + A?, es necesario que A% = 0, lo cual no es siempre
cierto.

010
Por ejemplo,si A= [0 0 1], entonces A2 # 0y A* = 0. Ademss,
0 00

11 1\ /1 -1 1 1 01 100
(I+A+A) (I -A+A)=(0 1 1]|0 1 —-1]=]0 1 0]#(0 1 0
00 1/\0o 0 1 00 1 00 1

Por tanto, en este caso, I + A + A2 no es la inversa de I — A + AZ.

b) A partir de lo hecho en el apartado anterior, tenemos que
I+A+A2) (I -A+A) =T -A+A)I+A+ A% =1+ A*+ A%

Por tanto, para que I + A + A? sea la inversa de I — A + A? es necesario que A% + A* = 0. Y para
que se verifique esta condiciéon es suficiente que

» directamente tengamos la igualdad A? + A* = 0 (sin que A% =0y A* = 0);
= se cumpla que A% = 0, en cuyo caso tendremos que A* = 0y, de paso, que A% + A* = 0.

Aunque no se pide en el ejercicio, veamos, mediante dos ejemplos, que las dos condiciones dadas no

corresponden a los mismos casos.

0 1
-1 0

o (-1 0 44 (10 ] 2_ (0 1\, ; 9 (0 -1
A_<O _1)740,/1_(0 1>7A0,I+A+A_<_1 0),1 A+A—<1 o>'

Ademss, a partir de las matrices calculadas, es claro que (I + A + A?)(I — A+ A%) = 1 y que
(I — A+ A?)(I + A+ A?%) = I. Por consiguiente, (I + A+ A?) es la inversa de (I — A + A?).

Ejemplo 1. Sea la matriz A = ( ) Entonces

0 1

Ejemplo 2. Sea la matriz A = (0 0

) . Entonces
0 1 0

Asi, es claro que (I + A+ A?)(I — A+ A%) =1y que (I — A+ A?)(I + A+ A?) = I. Por tanto,
(I + A+ A?) es la inversa de (I — A + A?).

A2 0; AV =0; T+ A+ A% = (1 1); [— At A% = (1 _11>.

3Deberfamos realizar tanto el producto (I + A + A2)(I — A + A2) como el producto (I — A + A2?)(I + A + A2). Sin
embargo, obtendremos el mismo resultado en ambos casos: I + A2 + A4,



