Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 2(1)

El objetivo principal de estas notas es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste en
una simple sucesién de célculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se va a
hacer, cémo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se hace.

Ejercicio 2.11

Enunciado

Consideremos, en R?, el conjunto B = {(1,1), (1,2)}.

a) Comprueba que B es base de R2.

b) Calcula las coordenadas respecto de B de los vectores (1,0), (0,1) y (—1,1).

)
¢) {Cuales son los vectores de R? que tienen coordenadas (1,0), (0,1) y (2,3) respecto de B?
)

d) (Cudles son las coordenadas de los vectores (1,0), (0,1) y (—1,1) respecto de la base B’ =

{(1,2), (1, 1)}?

Resolucion

a) Para comprobar que B es una base de R?, veamos que estd compuesta por vectores linealmente
independientes y que generan R2.

= A partir de la definicién de independencia lineal, consideremos la igualdad

04(1,1) +ﬂ(1’2) = (0,0),

a+p=0
a—l—Qﬂ:O}' (2.1)

Es claro que este sistema es compatible determinado (jcompruébese!) y que la tnica solucién
es a = 8 = 0. En consecuencia, (1, 1), (1,2) son vectores linealmente independientes.

la cual lleva al sistema

Sea (a,b) un vector cualquiera de R2. Para ver que puede expresarse como combinacién lineal
de (1,1) y (1,2), consideremos la igualdad

a(l,1) + B(1,2) = (a,b),
que equivale al sistema

atp=al (2.2)
a+26=>
De nuevo es claro que este sistema es compatible determinado con solucién dada por o = 2a—b,

B = b — a (jcompruébese!). Por tanto, {(1,1),(1,2)} es un conjunto generador de R2.

Asi, B es un conjunto de vectores linealmente independientes que genera R?, esto es, una base de

R2.

b) A partir del sistema (2.2), tenemos que

» (a,0)=(1L,00)=a=2, =-1=(1,
. (aab):(ovl):a:_lv 6:1:(07

0) =(2,-1)s.
1) (_17 1)B

s (a,b)=(-1,1)=a=-3,=2=(-1,1) = (-3,2)5.

Por cierto, obsérvese que (—1,1) = —(1,0) + (0,1) = =(2,-1)g + (-1,1)g = (—3,2) 5.
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¢) Es claro que:
» (1,0)p=1-(1,1)+0-(1,2) =(1,1)
= (0,1)p=0-(1,1)+1-(1,2) =(1,2).
s (2,3)p=2-(1,1)+3(1,2) = (58)

d) Ya que los vectores de B’ son los mismos que los de B pero cambiados de orden, se sigue que
. (1,0) = (2,—1)3 =2 (1,1) -1 (1,2) =-1-(1,2)+2- (1,1) = (—1,2)3:.
. (07 1) = (_17 I)B = (17 _I)B’-
v (=1,1)=(-3,2) =(2,-3)p.

Ejercicio 2.14
Enunciado
En R? consideramos las bases By = {(1,1),(—1,4)} y B2 = {(3,0),(1,7)}.
a) Halla la matriz de cambio de base de By a Bj.
b) Halla la matriz de cambio de base de By a Bs.
¢) Calcula las coordenadas en B; del vector cuyas coordenadas en Bs son (2, 3).

Resoluciéon

Antes de resolver los apartados del ejercicio, algunos calculos previos.

Puesto que Bj es una base de R?, entonces cualquier vector (z,y) puede expresarse como combinacién

lineal de sus vectores:
(Jf,y) = Cl1(1, 1) + bl(_174)a
de donde (a1, b1) son las coordenadas de (z,y) en la base By. O sea, (z,y) = (a1,b1) B, -

Igualmente, por ser By una base, se verifica que (z,y) = (a2, b2)p,, esto es,
(x,y) = G’Q(Sa 0) + b2(17 7)
A partir de (2.3) y (2.4), se tiene la igualdad

o al—bl - 3a2+b2
L D)+ 01,0 = aa(3,0) +balLT) = (T ) = (202,

b6 =66

Ya se puede resolver cada apartado.

que matricialmente corresponde a

a) La matriz de cambio de base de By a By es la matriz Cpg, 5, tal que

o (32) = (1)
()-0 ) 66

1 -1\ !
Ahora bien, ya que ( ) =

Entonces, a partir de (2.5),

(S

1 4

o C1/4 1\ (3 1) _1/12 11
BB = \l1 1)\0 7) " 5\=3 6"

(_41 1) (jhdgase!), se concluye que

(2.3)
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b) Puesto que la matriz de cambio de base de By a By es la matriz Cp, g, tal que

al _ (a2
(1) = 32)

razonando como en el apartado anterior, se tiene que
Co (3 LY (1 1y _ L7 -1\ (1 -1y _ 16 -1 _1
BB =0 7 1 4) 21\0 3)\1 4) 21\8 12)°7

¢) A partir del apartado a),
a) _1/12 11\ 2\ 1 (57
bi)] 5\-3 6 3) s5\12/)°

¢ )

Ejercicio 2.18

Enunciado

En el espacio vectorial R3, se consideran los subespacios vectoriales

le{(x,y,z)€R3|x+y+z:0}

y
Wy = {(t,2t,3t) eR® |t € R}.
a) Demuestra que R? es la suma de ambos.
b) Calcula su interseccién.
Resolucién

a) Para determinar la suma de los subespacios vectoriales W; y Wo de R3, es adecuado calcular una
base de cada subespacio.

En el caso de W7, resolviendo su ecuacién cartesiana:

T=—-Yy—2z r=—a—f,
z+y+2=0= Y= q, Vo, € R = Y= q, Vo, € R =
z=p, z =0,
T —a—f 1 1
y | = « =—al|-1]1-81 0 ], Va,8 €R.
z B 0 -1

A partir de aqui, es claro que (1,—1,0), (1,0, —1) generan todos los vectores de W; y, ademds, son
linealmente independientes (jcompruébese esto ultimo!). Por tanto, By = {(1,—1,0),(1,0,—1)} es
una base de Wj.

Por otra parte, para W5 se tiene que todos sus vectores son de la forma (¢, 2t, 3t), de donde,

t 1
ol =t[2], vter
3t 3

Por tanto se puede concluir que By = {(1,2,3)} es una base de Ws.

Puesto que B = {(1,—-1,0),(1,0,—1),(1,2,3)} es una base de R? (jcompruébese!), se verifica que,
para cualquier vector (z,y,2) € R3, existen a, b, c € R tales que

(z,y,2) = a(l,—1,0) + b(1,0,—1) + ¢(1,2,3) = (a + b, —a, —b) + (¢, 2¢, 3¢),

con (a+ b, —a,—b) € Wi y (c,2¢,3c) € Wa. En consecuencia, Wi + Wy = R3.
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b) Sea (z,y,z) € W1 N Wa. Entonces, por las definiciones de ambos subespacios:

sz +y+z2=0;

v (z,y,2) = (¢, 2t,3t) para algin ¢t € R.
Por tanto, t + 2t + 3t = 6t = 0, lo cual es posible si, y solo si, ¢ = 0. Asi, se concluye que
Wi N Wy =(0,0,0).

Conviene observar que, como Wy + Wy = R3 y W3 N Wy = (0,0,0), entonces R? es suma directa de
W1 v Wa, es decir, Wi y W5 son subespacios complementarios de R3.



