Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 2(3)

El objetivo principal de estas notas es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste en
una simple sucesion de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se va a
hacer, cémo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se hace.

Ejercicio 2.24

Enunciado

A partir de la base B = {(3,1,0,0),(1,3,1,0),(0,1,3,1),(0,0,1,3)} de R*, y haciendo uso del proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, obtén una base ortogonal de R* (con el producto escalar usual).

Resolucion

Consideremos v; = (3,1,0,0), vo = (1,3,1,0), v3 = (0,1,3,1) y v4 = (0,0,1,3). Hallemos una base
ortogonal de R*, B’ = {uy, us, u3,us}, aplicando Gram-Schmidt paso a paso.

U = (3, 1,0,0)
= uy =(1,3,1,0) + «(3,1,0,0) de forma que (uz,u;1) = 0. Por tanto,

(ug,u1) =0=((1,3,1,0) + «(3,1,0,0),(3,1,0,0)) = 0 =

6
((1,3,1,0),(3,1,0,0)) + ((3,1,0,0), (3,1,0,0)a =0=0=6+10a =0 => o = — = — =

10 5
—4 12
=(=,=,1,0).
Uz (575770)

= uz3=(0,1,3,1)+a1(3,1,0,0) + 2 (%4, % 0) de forma que (us,u1) =0y (us,us) = 0. Por tanto,

(ug,ur) = 0= ((0,1,3,1) + a1(3,1,0,0) + a2 (3, 22,1,0),(3,1,0,0)) = 0
=
(us,uz) = 0= ((0,1,3,1) + a1(3,1,0,0) + a2 (2, £2,1,0) , (=2, %2,1,0)) =0

) o)

((0,1,3,1),(3,1,0,0)) + 1((3,1,0,0),(3,1,0,0)) + a2 ((Z*, $,1,0) , (3,1,0,0)) = 0 }:s
((0,1,3,1), (F,42,1,0)) + a1((3,1,0,0), (Z*, 2,1,0)) + oo ((F2, 2,1,0) , (F2, £,1,0)) =

1+ 10a; + 0ag =0 } { ar =17 (21 —63 84 )

Z 4 0ag + Fay =0 ap = 2T 747 74 7 37

= uy = (0,0,1,3) + @1(3,1,0,0) + 042( = 71,0) + a3 (3}1, _733, g‘;,l) de forma que (u4,u1) = 0,
ug,u2) = 0y (ug,us) = 0. Operando de modo andlogo al de us y us, se tiene que

w, = (1L 33 =88 231
* 7 \103°103° 1037103/ "



2 Ejercicios desarrollados - Tema 2(3)

Ejercicio 2.25

Enunciado

Aplica el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt para obtener una base ortogonal del espacio
de los polinomios de grado menor o igual que 2 en [0, 1], considerando el producto escalar usual, a partir
de la base B = {22, 2(1 — x), (1 — z)?}.

Resolucion

En este ejercicio el producto escalar es el dado por

(p(z), q(z)) = / p(x)q(z) d,

para dos polinomios cualesquiera p, g € P2[0, 1].

Sean pi(z) = 2%, pa(2) = x(1-2) y p3(x) = (1-2)*. Ademds, denotemos por B’ = {q1(2), ¢2(2), gs(x)}
a la base resultante de aplicar Gram-Schmidt a la base B. Asi,

g (1) = 2%

v g2(z) = 2(1 — ) + az?, de forma que (g2(7), q1(z)) = 0. Por tanto,

1 1 1
1 1
/ (x(lf:c)+ax2)12dx:0:>/ z(lfx)IQd:rJra/ ?2?dr=0= —+a-=0=
0 0 0 20 5

-1 5 4

= g3(z) = (1 —2)> + a12® + oy (z — §2?), de forma que (g3(2), 1 (2)) = 0y (g3(x), g2()) = 0. Por

tanto,
fo(l_x +oaz® +ay (x— 32%)) 2?2 de =0 }:>
fo (1—2)? + oa® + oz (z — 527)) (z — 32%)dz =0

1 2,.2 1 92 2 1 5,.2 2
1 -
ﬁ)(l x)xdac—Fa f()a:xdx+a2f()( 4.7?)33 dﬂ]‘ 0 }
=
]-01(1 — 17)2 (1’ — *21'2) dz + (65} fol 1'2 (.’E — *i.’t2) dx + (65) ‘/‘0 ((E — *Z.’EQ) (ac — *Z(EQ) dr =0

11 -1
35 T 501 +0a2 =0 a =5 10
?O ) = 6 = g3(2) =1 — 4o + —22.
ﬂ—FOOq—FISOQ:O g = —2 3

Ejercicio 2.26

Enunciado

Sea Y el subespacio de R* dado por la ecuacién cartesiana x; + xo — 23 — 5z4 = 0. Obtén una base
de Y y aplica a dicha base el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt para conseguir una base
ortogonal de Y.

Resolucion

Resolviendo la ecuacién cartesiana de Y, tenemos que

21 =a+b+ 5, 1 1 1 5
T2 =—0, Va,bceR= ["?]| =a Rl Y e Y , Va,b,ceR.
Ty = C, T4 0 0 L
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Por tanto, todos los vectores de Y se generan por (1,—1,0,0), (1,0,1,0) y (5,0,0,1). Ademds, como
estos tres vectores son linealmente independientes (jcompruébese!), concluimos que podemos tomar como
base de Y al conjunto B = {(1,-1,0,0),(1,0,1,0),(5,0,0,1)}.

Apliquemos ahora el método de Gram-Schmidt para obtener una base ortogonal de Y.
" Uy = (1, —1,0, O)
= up = (1,0,1,0) + a(1,—1,0,0), de forma que (us,u;) = 0. Por tanto,

<(170a 1, 0) + a(lv -1, 0,0)7 (1,-1,0, 0)> =0=

((1,0,1,0),(1,-1,0,0)) + a{(1,—1,0,0),(1,-1,0,0)) =0=1+2a=0= a = — =

2
11
=(=,=-,1,0).
U2 <2727 ) >
= u3=(5,0,0,1)4+a;1(1,-1,0,0) + as (% % ) de forma que (ug,u1) = 0y (us, uz) = 0. Por tanto,

((5,0,0,1) + a1(1,~1,0,0) + a2 (1, 1,
((5,0,0,1) + a1 (1,-1,0,0) + a2 (3, 2, 170)7(57571 0)>
((5,0,0,1),(1,-1,0,0)) + a1 ((1,~1,0,0), (1,~1,0,0)) + a2((%, 3,
((5,0,0.1), (33, 1,0) + aa{(1,~1,0,0), (5, 5,1,0)) +azd(}, 3

5+ 201 + 0ap =0 o =3 55 —5
. ; = = ug=(=,=,—,1).
§+0a1+§a2:0 ()&2:%‘)

Como conclusién, B = {(1, —1,0,0), (;, ;, 1,0) (% %, _75 )} es una base ortogonal de Y.



