Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 3(3)

El objetivo principal de este documento es comprender que la resoluciéon de un ejercicio no consiste
en una simple sucesién de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se
va a hacer, c6mo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se

hace.

Ejercicio 3.12

Enunciado
Sea T : R3 — R* la aplicacién lineal tal que
T(-1,1,2) =(1,3,0,4), T(2,—-1,2)=(1,0,-3,1), 7(0,1,2) =(0,1,1,1).
a) Calcula la matriz asociada a T en las bases canénicas de R y R*, respectivamente.

b) Halla una base del ntcleo.

¢) Determina unas ecuaciones cartesianas del subespacio imagen.

Resolucion

a) Este apartado es similar al apartado a) del Ejercicio 3.11 visto en “Tema 3: Tarea 2”, donde se
explicé con detalle el proceso a seguir. Por tanto nos limitaremos a realizar los célculos (jmuy
conveniente!, escribir de nuevo el ejercicio incluyendo todos los comentarios necesarios).

A partir de la definicién de T en funcién de la base B = {(-1,1,2),(2,—1,2),(0,1,2)} (y ya que la
expresion en coordenadas para cualquier vector coincide con su expresién en la base canénica B¢),

M(TvaBC): -3

1

= O W
o
—_ == O

Como nos piden M(T, B¢, Be), necesitamos calcular la matriz de cambio Cp, . Para ello,

-1

-1 2 0 -1 2 0 -1 -1 %
Cppe=|1 -1 1|=Cpp=Cpp.)"'=[1 -11 =10 3 1!
2 2 2 2 2 2 1 3 =
Finalmente,
1 1 0 1 .1 1 -1 32 3
3 0 1 2 -2 22 3
M(TaB07BC):M(TﬂBaBC)CB B = 0 5 s = 2 4
c 0 -3 1 1 24 1 3 -1
4 1 1 2 4 -3 -3 2
b) A partir de la definicién de nicleo de una aplicacién lineal,
_ =3 3
x T 8 T ; 2 H T 8
_ 3 — — 3 - 2 4 _
N(T) = Z eR’|T Z =10 = Z eR 1 34 Z =10 =
0 -3 -3 2 0
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—z—3y+32=0
—2z—3y+322=0
z+3y—2=0
—3z—-3y+22=0

x
N(T)=<|y]| eR®
z

Ahora, resolviendo el sistema de ecuaciones asociado a N(7T'),

1 52 30 13 =0 13 =0 10 50
2o o) e s o) o b o] fo s o]
1 3 “1lo 1 3 “1]o 03 =to 00 010
3 -3 2 |o 3 -3 2|0 0 2 =10 00 010
.%‘—%ZZO
Ly x =3 3 3
=0 a der=ND) = [ A | er3rerR Y ={a[1] erRP AR
8:8 z=6) 6 6

Por tanto, {(3,1,6)} es un sistema de generadores de N(T") formado por vectores linealmente inde-
pendientes (ya que cualquier vector no nulo es un conjunto de vectores linealmente independientes).
Es decir, B ={(3,1,6)} es una base de N(T).

¢) Por la definicién de imagen de una aplicacién lineal,

b N[y -
Im(T") = ol € R T |y = ¢ | para algin [y | eR3 3 =
d : d :
a -1 =z 2 a
b l= = s ) [ b v 5
2 4 — 1 —
c eR 1 3 Z .| para algtin g eR’ ) =
d -3 -3 2 d
a —r — %y + %z =a
_9p 3 5, —
b eR* 2r—sy+iz=>b es un sistema compatible
¢ T+3y—z=c
d 3z —3y+2:=d

Asi, analizando (mediante eliminacién gaussiana) la compatibilidad del sistema de ecuaciones que
define a Im(7),

1P gle\ (13 2|-a\ (13 2| -
-2 £ 3 |b -2 F£ 310 0 2 H|b-2a
1 3 —-1]c 1 3 -1 ¢ 0 2 F| cta
-3 -3 2 |d -3 -3 2 d 0 2 =|d-3a

1 % _Tj —a

0 2 F b—2a

0 0 0 ]Jc—b+3al’

0 0 0 |d-b—-a

podemos concluir que
_ _ 4]3a—-b+c=0
Im(T)_Im(T)_{(a,ac,d)eR it

Es decir, Im(7T') tiene como ecuaciones cartesianas al sistema de ecuaciones

3a—b+c=0
a+b—d=0]"
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Ejercicio 3.15

Enunciado

En R? se considera la aplicacién lineal T cuya matriz asociada es

2 0 0
M(T,B)= {3 -1 -3
3 -3 -1

con respecto a la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)},
a) Calcula la matriz asociada a T con respecto a la base canénica de R3.

b) ;Es T un isomorfismo? Razona la respuesta.

Resolucion

Se recomienda releer el Ejercicio 3.9.c de “Tema 3: Tarea 27, pues alli se explicé en detalle las ideas
que se aplicardn en el apartado a) del presente ejercicio (jmuy conveniente!, escribir de nuevo el ejercicio
incluyendo todos los comentarios necesarios).

a) Si denotamos por B¢ a la base canénica de R3, sabemos que
M(T,B¢) =Cpp.M(T, B)Cp,.B-

Por tanto, necesitamos calcular previamente Cpp. vy Cp.B-
A partir de B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}, tenemos que

110 110\ ' (3 F 3
Cpp.=|0 1 1| =Cp.=(Cpp.)'=(0 1 1 =11 1 St

1 01 1 01 -1 1 1

2 2 2

Por tanto,

1 10\/2 0 0 i T 3 I 2 3

M(T,Bc)=(0 1 1|3 -1 3|+ L F|=[3 -7 3

1 01 3 -3 -1 -1 1 1 3 -9 7

2 2 2 2 2 2

b) A partir de M (T, B¢) podemos hallar la expresién de T' en coordenadas (recuérdese que las coor-
denadas de un vector cualquiera coinciden con sus coordenadas en la base candnica).

-9

2

-7

=9
2

To-y+ iz
3r — Ty + 3z

) 7
3T 2y+22

T
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o~ QO Njw
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Ahora, teniendo en cuenta que los vectores de N(T") son aquellos cuya imagen es el vector cero,
tenemos que

Tr—3y+32=0 Tr—9y+32=0
3r—Ty+32=0 p=>3x—Ty+32=0
Sx—%y+12=0 3r—9y+T72=0

Mediante eliminacién gaussiana por filas (jhagase!), se puede comprobar que el sistema anterior es
compatible determinado. Por tanto, N(7') = {(0,0,0)} y, en consecuencia, T' es un monomorfismo.
Ahora bien, sabemos que

dim(N(T)) + dim(Im(7)) = dim(R?) = 0 + dim(Im(7")) = 3 = dim(Im(T)) = 3.

O sea, T es un epimorfismo pues Im(7T') = R3.

Puesto T es monomorfismo y epimorfismo, concluimos que es un isomorfismo.
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Ejercicio 3.16.c

Enunciado
Determina, en la base canénica de R?, la matriz de la simetria respecto a la recta 2z — y = 0.
Resolucion

Empezamos buscando un vector u; que sea director de la recta 2x — y = 0 y un vector us que sea
perpendicular a u; ademas, tanto u; como us deberan tener norma igual a 1.

Es claro que (1,2) pertenece a la recta dada, por lo que es un vector director de la misma. As{
que, normalizando, podemos tomar u; = (%, %) Por otra parte, puesto que (2,—1) es ortogonal a

(1,2), podemos considerar us = (%, :/—é) Tenemos asi que B = {uy,us} es un conjunto de dos vectores

linealmente independientes (ninguno de ellos es miiltiplo del otro) de R? que, ademds, tienen norma 1;
en consecuencia, B es una base ortonormal de R2.

Vamos a usar B para definir la simetria T buscada.

= Como la simetria es respecto a la recta 2z —y = 0, entonces los vectores de esa recta no cambiarén;
en particular, T'(u1) = u;. En coordenadas respecto de la base B, T'((1,0)p) = (1,0) 5.

= Ademads, los vectores de la recta perpendicular a 2z — y = 0 cambiardn de sentido; en particular,
T(uz) = —ug. En coordenadas respecto de la base B, T((0,1)g) = (0, —1) 5.

De esta forma sabemos que la matriz de la simetria T con respecto a la base B serd

M(T, B) = (é _01> .

Pero nos han pedido la matriz de T con respecto a la base canénica B¢ de R?, por lo que necesitamos
hallar las matrices de cambio Cpp. v Cp.p (sobre cambio de bases en aplicaciones lineales ya se han
hecho en detalle varios ejercicios, por lo que nos limitaremos a los célculos; jmuy conveniente!, escribir de

nuevo los célculos incluyendo todos los comentarios necesarios).
o] w . -1 _ T (. ‘hes
Observacién: al ser Be una base ortonormal, (Cpp.)” ' = (Cpp,)" (jcompruébese!).

1 2 -3
1 0 55 _ [
0 -1 2 L] 7\ 4
NGRS 5

1 2 1 2\ 1L 1
Cpp, = <\§ {?) = Cpop = (Cpp,) ™' = <¢25 {?) - (@
V5

NEEE

SIS

VERRV

Finalmente,

1

M(T,B¢) =Cpp . M(T,B)Cp.p = (

[S{[SSRGIIN
\—/

Sk

Ejercicio 3.16.d

Enunciado
Determina, en la base canénica de R?, la matriz del giro de dngulo § = 7/3.
Resolucion

Para hallar la matriz asociada al giro T partimos de la base canénica Bc de R2, que es una base
ortonormal. Como queremos que el dngulo del giro sea § = 7/3, entonces

» u; = (1,0) pasard a ser T(1,0) = (cos (%) ,sen (%)) = (%7 @),

= uy; = (0,1) pasard a ser T(0,1) = (— sen (g) , COS (%)) = (‘T‘/g, %)

Como uy, ug, T(u1) y T(usz) estdn expresados en la base candnica, entonces la matriz buscada es
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Ejercicio 3.17.a

Enunciado
Determina, en la base canénica de R3, la matriz de la simetria respecto al plano = +y + 3z = 0.
Resolucién

Como tenemos que T es una simetria respecto de un plano, necesitamos una base B = {uy,us,u3} de
R3 que sea ortonormal y que, por ejemplo,

= uy, ug pertenecen al plano dado y T'(u1) = u1, T'(u2) = usg, ya que los vectores del plano de simetria
quedan fijos por la simetria respecto de ese plano;

= ug es ortogonal al plano de simetria y T(u3) = —ug, ya que la recta perpendicular al plano de
simetria cambia de sentido por la simetria respecto de ese plano.

Asi, empezamos calculando una base ortonormal del plano vectorial © dado por z +y 4+ 3z = 0.

-1 -1
x+y+3z:0=>z=—xT+y:>(x7y,z): (a,ﬁ,—oH_B) :a<1,0,3) —i—ﬂ(O,l,).

3 3

Por tanto, {wy,ws} = {(1, 0, %1) , (O7 1, %1)} es una base del plano 7. Para hallar una base ortogonal,
aplicamos Gram-Schmidt.

n Y =wp = (1,0,‘71).
= U9 = wy + aw; tal que (ve,v1) = 0. Luego,

071’;1 b ]‘707;1
<’U2,’Ul>:<1U2+06U1,1}1>:<w2,1}1>+04<1)1,1}1>:0=>Oé=—<w27vl> :—<( 3 ) ( 3 )> =

<Ul7v1> <(1707_T1)7(1703_T1)>

et N + — (0.1, 21 Loty (2ty 3
@70 T mrTan={NhTg o\ 3 ) (10010 )

Y, ahora, ortonormalizamos.

S € I UL o) _(L ;1)
L= T = resn] — e~ (i % )

. Uy — V2 — (m1w) _ (BLw) ,( -1 _10 _-3 )
27 el T [(FELD)] - 4 T\ Vi Vi’ Vi)

Para el tercer vector, es claro que vs = (1,1, 3) es ortogonal a v, y ve, por lo que podemos considerar

Un = Y3 — (L13) (1 1 3
37 Toall Vi1 Vi1’ Vi1 V1L )
Por tanto, la matriz de la simetria T con respecto a la base B = {uy,ua,us} serd

0
0

1
M(T,B)= {0
00 -1

o = O

Pero nos han pedido la matriz de T con respecto a la base canénica B¢ de R3, por lo que necesitamos
hallar las matrices de cambio Cpp, y Cp.p (sobre cambio de bases en aplicaciones lineales ya se han
hecho en detalle varios ejercicios, por lo que nos limitaremos a los célculos; jmuy conveniente!, escribir de
nuevo los cdlculos incluyendo todos los comentarios necesarios).

3 =1 1 3 =1 _1\"t ,.3 =1

V10 VIlo V11 V10 VIlo V11 V10 0 V10

_ 10 1 _ -1 _ 10 1 N 10 -3
CBBe = 0 Vio vii | = CeeB = (CBBc) " = 0 Jviio Vi1 | — | viio V110 V110
-1 -3 3 -1 -3 3 1 1 3

V10 V110 V11 10 110 11 V11 V11 V11

Observacién: al ser B¢ una base ortonormal, (Cpp.) ™! = (Csp.)T (jcompruébese!).
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Finalmente,
3 =1 _1 3 0 =1
V10 V1o Vi1 1 0 O V10 V10
10 1 —1 10 -3
M(T,Bc) = CppoM(T, B)Cp.p = 0 Vilo Vit 0 1 0 Vilo vio viwo | ™
=1 -3 3 0 -1 _1 _1 3
V10 110 V11 V11 V11 Vi1l
9 =2 =6
11 11 11
M(T,Be)= |1 # T
-6 =6 =T
11 11 11

Ejercicio 3.17.c

Enunciado

Determina, en la base candnica de R3, la matriz de la simetria respecto al plano generado por los
vectores (2,1,—1) y (1,1,0).

Resolucion

Este ejercicio es similar al Ejercicio 3.17.a, pero con una ventaja importante: ya conocemos una base
del plano de simetria (que denotaremos por 7). En efecto, {wy, w2} = {(2,1,—1),(1,1,0)} es una base
del plano 7 pues son dos vectores linealmente independientes (ninguno de ellos es miltiplo del otro).

Sin embargo, nos falta un vector director ws de la recta perpendicular al plano 7. Como ws debe ser
ortogonal a w; y wy, podemos calcularlo. Efectivamente, si ws = (z,y, ) entonces

T =A

}éx_zzo}é y=-\ A eR=w3=(1,-1,1)

(wy,w3) =0 20 4+y—2=0
= r+y=0
y z=A

(wy,w3) =0 r4+y=0

Para hablar de isometrias lineales es més adecuado tomar bases ortonormales. Ya sabemos que ws es

ortogonal a wy y ws, pero w — 1 y ws no son ortogonales entre si. Por tanto, aplicando Gram-Schmidt
vamos a ortogonalizar wy y wo.

=V =W = (2, 1,71).
= Uy = wy + aw; tal que (vg,v1) = 0. Luego,

= (wy + avy, v1) = (W, v alvy,v) = a:—<w2’®1>=— (1,1,0),(2,1,-1))
(v2,v1) = (w2 + avy,v1) = (wa,v1) + v, v1) = 0= (o1, 01) (2.1,-1), (2 1,-1))

—1 1 11
a= = n=wyton=(11,0-521,-1)= <0a )

A continuacién normalizamos los tres vectores.

. u = v (2L-D (20,1 (L 1 ;1)
L Tl (2,1,-1)] NG V62 V67 V6 )

V2

— (041 _Q%%)_( ;,;)
" Uy = ozl — “(07%,%)” - % = O7 75 3)

ws _ (1,-1,1) _ (1,-1,1) _ (L -1 L)
lwsl — 1Q-LDI — V3 — \V3'v32v3)/"

" uz =
Ya es claro que B = {uy,us,u3} es una base ortonormal de R? tal que {u1,us} es una base del plano de
simetria 7 y w3 es un vector director de la recta perpendicular a 7.

Por la construcciéon hecha de B, tenemos que la simetria T respecto del plano 7 verifica que

s T(uy) =wuy y T(uz) = ug, al ser invariantes los vectores del plano 7 por la simetria con respecto a
dicho plano.
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= T'(u3) = —us, pues los vectores de la recta ortogonal al plano 7 cambian de sentido por la simetria.
En consecuencia, en la base B = {u1,u2,us}, tenemos que

0 O
1 0
0 -1

M(T,B) =

OO =

Al igual que en el Ejercicio 3.17.a, nos piden la matriz asociada a la base candnica de R3, por lo que
deberiamos seguir como ya hicimos en tal ejercicio. Por tanto, nos limitamos a dar el resultado final.

2 9 L 2 1 -1
NG V3 1 0 O V6 V6 V6
M(T,Bc) = Cpp.M(T,B)Cp.5= |75 75 #||0 1 0 0 5 5=
-1 1 1) \o o -1\ =1 1
V6 V2 VB V3 V3 VB
12 =2
3 3 73
M(T,Bc)=| 2 § 2
-2 2 1
3 3 3
Ejercicio 3.18
Enunciado
Determina los valores de a y b para los cuales
2
z T‘;H 0 0
< : 0 0
A: \/g a2+1
0 0 b %
0 0 b -

es la matriz asociada a una isometria lineal f : R* — R%.
Resolucién

Como no se especifica nada en contra, damos por hecho que A esté expresada en una base B ortonormal
de R*, es decir, A = M(f, B) donde B es una base ortonormal. Entonces f serd una isometrfa lineal si,
y solo si, A= = A”. Por tanto,

2 a
B ven 000 % 5= 0 0
1 ; 0 0 a 1 0 0
AAT — | VB Vartl . a?+1  Vartl -
0 0 b = 0 0 b b
1 1
0 0 b —> 0 0 5 —
4 a? a
stema 5t e 0 0 1 0 0 0
AT |t@ stem 0 0 | _fo1oo],
0 0 b2+% bQ—% 0 0 1 0
000 1
0 0 V-1 v¥+1
4 a? _ a? _ 1
5T @ =1 @ TS ha? = a2 + 1 402 =1
24+ 45=0 2= 5a=—2(2a2+1) 2a2+5a+22=0 a®=1
lidg=1pe =1 e 0=dd+]) He  1=da & 2% +5a+2=0
2 1 2 1 20 =1 20 =1 b2_l
Pta=l "=2 202 = 1 22 = 1 o
1_ _1 = =
2 —-1=0 p? =1

Puesto que
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s dea? = i tenemos que a = j:%,

. d62a2—|—5a+2:0tenemosquea:—2oa:_71,

1

\/5)

y, al tenerse que satisfacer las tres ecuaciones simultdneamente, concluimos que A es la matriz asociada

a una isometria lineal si, y solo si, (a,b) = (_717 %) o (a,b) = (‘71, \_/—%)

n de b? = % tenemos que b = +



