Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 3(4)

El objetivo principal de este documento es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste
en una simple sucesién de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se
va a hacer, cémo se va a hacer y, quizds lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se
hace.

Ejercicio 3.13
Enunciado
Sea T : R? — R? la aplicacion lineal definida por T'(z,y, z) = (22 — 2,2z — y).
a) Halla la matriz de la aplicacién con respecto a las bases candnicas.

b) Halla la matriz asociada a T con respecto a la base B3 = {(2,1,0),(1,—-2,0),(0,0,2)} de R3 y la
base By = {(—2,1),(1,—-2)} de R2.

¢) Comprueba el diagrama que relaciona la matriz de una aplicacién respecto a diferentes bases,
calculando las matrices de cambio de base en R?® y R?, respectivamente.

Resolucién

a) A partir de la definicién de T, se tiene que

o) _(2r=2\ _ (2wt0y—12) _ (2 0 -1\ (7
Z “\2z—y) T \oz—1y+2:) " \o -1 2 'Z

Puesto que los vectores estan dados por componentes, se puede considerar que estdn dados en las
bases canénicas de R3 o R?, segin tengan tres o dos componentes. En consecuencia, la matriz de
T respecto de las bases canénicas es

M(T,C,C):(2 0 _1).

b) Sea (a,b,c)p, un vector de R? expresado en la base Bs. Para calcular su imagen por 7', basta tener
en cuenta que

a 1 0 0 2 1 0 2a+0b
b =al0 +b11 +c|0 =al|l]+b|-2]+c|0])]=(a—2b],
¢/ g, 0 B 0 B 1 Bs 0 0 2 2¢

donde el tiltimo vector estd expresado en la base canénica de R?® (o, equivalentemente, coincide con
sus componentes). Asi pues, podemos aplicar la definicién de T', de donde

a 2a+b
B C(2(2a+b) — (20)\ _ (4a+2b-2c\ [ 4 2 2
r ’; =T “;C% _<2(20)(a2b) =\ atomrac) =2 1) o o) Tely )
B3

Por cierto, obsérvese que
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esto es, para hallar la imagen de un vector expresado en la base Bs basta con hallar la imagen de
cada vector de dicha base y aplicar la linealidad de T'.

Ahora es necesario expresar los vectores (4,—1), (2,2) y (—2,4) en la base By y, para ello, se
resuelven tres sistemas de ecuaciones.

N ) 1 —2a; + 1 =4 ay=—% 4\ (3%
() = () () == 020 = ()= (),
2 -2 1 —2a0 + B =2 oy = —2 2 -2
()= () ()= 2ot} = {22 0)-(5),,
-2 _ -2 1 720[3+53:*2 043:() -2 _ 0
(7)o (V) ()= 02 0= () - (),
Finalmente,
¢ 4 2 -2 -1 —2 0 —Ta—2b+0c
rlo) () ) ()= (), 2 (B, (), - Clamatad),,
a _71 _9 a
=T|b = ( 3 ) b
c -5 -2 -2 c

B3 BS B2
De donde la matriz de T respecto de las bases Bz de R3 y By de R? es

-2 0
-2 =2/

Segtin se ha visto en el apartado anterior, si (a,b,c)p, un vector de R? expresado en la base Bs,
entonces

M (T, B3, Bs) = (

LIN W~

a 2a +b 2 1 0 a
=la—-2b] =1 -2 0 b
¢/ p, 2c 0O 0 2 ¢/ g,

Ya que (2a + b,a — 2b,2c) estd expresado en la base canénica de R?, se concluye que la matriz de
cambio de base de B3 a candnicas es

2 1 0
M(B;,C)={1 -2 0
0 0 2

Razonando de modo analogo, la matriz de cambio de base de By a candnicas es
-2 1

Teniendo en cuenta que M (C, By) = M(Bs,C)~!, para finalizar este apartado basta comprobar
que M(C,Bs) - M(T,C,C) - M(Bs,C) = M(T, Bs, Bz). En efecto,

M(C,Bg)-M(T,O,C)-M(Bs,C)=(12 _12)_1 (3 _01 21>

/|\|\
Wl Wit
[
W0 W~
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Ejercicio 3.17

Enunciado

Determina, en la base canénica de R?, la matriz de las siguientes isometrias lineales.

d) Giro de angulo 6 = 7 respecto de la recta r dada por x =y = 2.

e) Simetria con respecto al plano 7 ortogonal a la recta r dada por z =y = z.

f) La composicién de las dos anteriores.

Resolucion

d) Como se quiere un giro alrededor de la recta r dada por x = y = z, se pueden considerar los tres
siguientes vectores unitarios (esto es, con norma igual a uno) y linealmente independientes:
= 1y vector director de la recta r,
= u9, ug vectores ortogonales a la recta r y ortogonales entre si.
Para tales vectores, el giro no afectard a u; (esto es, la imagen por el giro serd el mismo u;) pero si

a us y uz. Ademas, los vectores us, ug y sus respectivas imagenes por el giro perteneceran al mismo
plano 7, siendo tal plano el ortogonal a la recta considerada.

Realizando los cdlculos oportunos (jhdganse y justifiquense!) se tiene que:

S 6 T T
1 \/ga \/57 \/3 .
= Fl plano 7 ortogonal a la recta r viene dado por la ecuaciéon x +y + z = 0.

. (%, —%, O) y (%, 0, —%) pertenecen al plano 7 pero no son ortogonales entre si.

= Aplicando el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los dos vectores anteriores, se

obtienen us = (%, —%, 0) vy uz = (%, %, —%), que si son ortogonales entre si.

Puesto que wuq,us,us son linealmente independientes, entonces B = {u1, us,u3} es una base orto-
normal de R3.
Sea G el giro considerado. Entonces:

s G(ur) =ur = G((1,0,0)5) =(1,0,0)5.

» G(uz) = uzcos(f) +ugsen(f) =uz = G((0,1,0)5) = (0,0,1)p.

» G(u3z) = —ugsen(g) +uzcos(3) = —uz = G ((0,0,1)p) = (0,—~1,0)p.

Por tanto, la matriz de G con respecto a la base B sera

10 0
M(G,B)=(0 0 -1
01 0

Para obtener la matriz del giro con respecto a la base candnica es necesaria la matriz de cambio de
la base B a la base candnica, esto es, la matriz

1 1 1
V3 V2 V6
1 1 1
M(B,C) = BTV
1 0 2
V3 NG

Recordando que M (B, C) es ortogonal por ser la matriz de cambio de una base ortonormal, se tiene
que M(B,C)~' = M(B,C)T. Asi pues, se concluye que la matriz del giro G con respecto a la base
candnica sera

M(G,C) = M(B,C)- M(G,B) - M(C,B) = M(B,C) - M(G,B)- M(B,C)"! =
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1 1 1 1 1 1
M(B,C)'M(G,B)'M(B,C)T: V3 V2 N 0 0 -1 NG 0 =
1 0 _2 01 0 1 1 2
V3 V6 V6 V6 NG
1 1-v3  14+V3
3 3 3
M(G,C) = 1+3\/§ % 1—3\/5
1-v3  14v3 1
3 3 3

Es conveniente observar que, si se intercambian los vectores (%, 7%70) y (%,0, 7%) (esto

es, si se toman al revés), entonces el giro se realiza en sentido contrario al tomado en la resolucién
hecha. En consecuencia, la matriz del giro con respecto a la base candnica serd la inversa de la
obtenida. Por cierto, al ser M (G, C') una matriz ortogonal, su transpuesta es su inversa.

e) Puesto que la recta r y el plano 7 son los mismos que en el apartado anterior, se puede considerar
la misma base B = {u1, uz,uz} de R3 hallada antes para efectuar los célculos. En este caso, se tiene
que

= la imagen de u; por la simetria con respecto al plano 7w serd —uq, pues u; es ortogonal a ;
= la imagen de us y us seran ellos mismos, pues ambos vectores pertenecen a 7.

De esta forma, la matriz asociada a la simetria S con respecto al plano m, en la base B, sera

-1 0 0
M(S,By=[(0 1 0
0 0 1

Para hallar la matriz de S con respecto a la base canodnica se usa de nuevo la matriz de cambio
M(B,C) y se tiene en cuenta que M(C,B) = M(B,C)~* = M(B,C)T. Asi,

M(S,C) = M(B,C) - M(S,B) - M(C,B) = M(B,C) - M(S,B)- M(B,C)™*

a‘)_‘ Il

1 1 1 1 1
M(B,C)-M(S,B)- M(B,C)" = |5 —-& &= o1 0|5 -5 0 |=
a9 _=2 0 01/ \L L _2
V3 v 6o V6 Ve
1 _2 =2
3 3 3
M(s,o)= |2 1 =2
-2 =2 1

f) Aunque no se indica en qué orden se aplican ambas isometrias lineales, no es relevante en este caso
ya que ambas conmutan. En efecto,

1 1-v3 1+V3 1 2 -2
3 3 3 3 3 73
M(GoS,C)=M(G,C)-M(S,C)= |55 L 15412 5 2,
1-v3  1+V3 1 2 F£ i
3 3 3
1 _2 =2 1 1-v3 143
3 3 3 3 3 3
MG =ME.0 MG (7 4 #| w1 ),
y, en ambos casos, el resultado es el mismo:
=1 —1-v3 —1+V3
3 3
M(GoS,C)=M(SoG,C) = —14§¢§ = -1-V3




