Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 3 (T2)

El objetivo principal de estas notas es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste en
una simple sucesién de cdlculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se va a
hacer, cémo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se hace.

Tarea 2 (tema 3) (curso 2020—2021)

Enunciado

En el espacio vectorial real euclideo usual R3, se consideran
= el plano vectorial m dado por la ecuacién cartesiana 4o — 3z = 0,

= la recta vectorial r definida por el vector v = (1, 1,1).

Siendo T la simetria en R3 respecto del plano , y justificando todos los célculos que se realicen,
1) halla la matriz asociada a T en la base canénica (de R3);

2) halla las ecuaciones paramétricas de la recta s = T'(r) (esto es, la recta s es la imagen de la recta r
por la simetria T).

Resolucion

1) Para hallar la matriz buscada, empezamos determinando una base B = {uy, ua, u3} de R3 con uy, us
pertenecientes a 7 y ug perpendicular a 7. Es claro que la simetria T verificard que T'(u1) = uq,
T(u2) = ug y T(us) = us, puesto que todos los vectores de 7 no cambian por T y, por otra parte,
todos los vectores ortogonales a m cambiaran de sentido por T'.

Para encontrar ui,us € 7, resolvemos la ecuacion cartesiana que lo define:

x:%a, T =3\,
4r —3z2=0= y =5, cona,BER=< y=pu, conu€ER.
z=a, z =4\,

Asi, todos los vectores de 7 son de la forma (3, i, 4\) con A, u € R. Por tanto,
(BA, i1, 4X0) = X(3,0,4) + 1(0,1,0), para cualesquiera A\, u € R,

esto es, {(3,0,4),(0,1,0)} es un sistema de generadores de w. Ademds, como ambos vectores son
linealmente independientes (pues ninguno de los dos es miultiplo del otro), podemos afirmar que
{(3,0,4),(0,1,0)} es una base de .

Para encontrar un vector (z,y,z) € R? ortogonal a 7, es suficiente con exigir que (x,v,z2) sea
ortogonal a los dos vectores de la base de .}

<(:E,y,z),(3,0,4)>:0 - 3r+42=0
<(33,y, Z)v (07 1a O)> =0
LEn efecto, si (x,v, 2) es ortogonal a (3,0,4) y (0,1,0), entonces

<(x’ Y, Z)7 (3)\,;1,,4)\» = )‘<($7y7 Z)’ (3’ 074)> + ;L<(£E, Y, 2)7 (07 1, 0)> =04+0=0,

es decir, (z,y, z) es ortogonal a todos los vectores de .
2Podriamos tomar cualquier vector nu nulo miltiplo de (4,0, —3).

=0 } = (z,9,2) = (4,0,-3).2
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Por lo comentado al inicio, la expresién de T en la base B = {u1, u2,us} es

x T 1 0 0 T
Tlyl|l =1\ v =10 1 0 Y
Z)g -z )5 0 0 -1 Z)g

Por tanto, la matriz asociada a T con respecto a la base B es

10 0
M(T,B)={0 1 0
00 -1

Para hallar la matriz de T en la base canénica C' de R?, tendremos en cuenta que la matriz de
cambio de base de B a C es®

3 0 4
M(B,C)=10 1 0
4 0 -3
Ademds, su inversa serd la matriz de cambio de C a B,*
3 4
% 0 35
MC,B)y=|10 1 0
4 0 -3
25 25

Determinemos ahora la matriz asociada a T con respecto aC. Para ello, consideramos un vector
cualquiera (z,y, z)c expresado en la base C' y lo expresamos en la base B,

3x+4z
x x 25
y| =|M(C,B)|y =| v
z o z c/p 43:2;3,3 -

Entonces calculamos la imagen (en la base B) del tltimo vector (que estd dado en la base B),

3z+4z 3z+4z 3x+4z 3z+4z
25 25 10 0 25 25
T Y = M(T,B) Y =0 1 0 Y = y
4xr—3z 4r—3z 0 () —1 4x—3z —4x+3z
25 B 25 B 25 B 25 B
Finalmente, expresamos la imagen en la base C,
3x+4z 3x+4z 3x+4z —Tx+24z2
25 25 3 0 4 25 25
y =|M(B.C)| =101 0 y = y
—4x+3z —4x+3z 4 0 73 —4x+3z 24x+Tz
25 B 25 B/C 25 B/C 25 C
Resumiendo,
—Tx+24z2 7 0 24
€T 25 25 25 z
T ly| = Y = 0 1 0 v,
z 24x+72 24 7 z
C 25 C 55 0 33 C

de donde concluimos que la matriz asociada a T' con respecto a la base C es

_7 o0 %4

25 25

M(T,C)=] 0 1 0
24 7

3 0 55

3 Justifiquese que, efectivamente, esta es la matriz de cambio de B a C.
4Compruébese que, efectivamente, M (C, B) es la inversa de M (B, C).



Ejercicios desarrollados - Tema 3 (T2)

2) Para hallar la transformada de la recta r por T, calculamos la imagen de su vector director v. En

efecto, el vector

1
T|1| = o
1), 2

25

25 /¢

serd el vector director de la recta s = T'(r) y, por consiguiente, sus ecuaciones paramétricas vendran

dadas por

Yy =A,

z =

con A € R.

Si se prefiere, se pueden considerar paramétricas sin cocientes. Para ello, puesto que (17,25,31) es
también un vector director de s, entonces otras parametricas de s seran

x =17},
y = 25\,
z =31\,

con A\ € R.



