Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 7 (T2)

El objetivo principal de estas notas es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste en
una simple sucesién de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se va a
hacer, cémo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se hace.

Tarea 2 (tema 7) (curso 2020-2021)

Enunciado

Responde, justificadamente, las siguientes cuestiones.

a)
b)
)
d)

.Es 222" +t? = 0 una ecuacién diferencial en variables separadas?
2 S . ,

JEsz' = ;—2 una ecuacion diferencial homogénea?

.Es t? dt + 2% dz = 0 una ecuacién diferencial exacta?

Resuelve las tres ecuaciones, de acuerdo con su tipo, y compara los resultados obtenidos.

Resolucion

a)

b)

d)

La ecuacién 222’ +t2 = 0 es de variables separadas, pues puede expresarse como 2’ = h(t)g(z). En
efecto, pasando a su forma normal,

—¢2
r_
xr = ?
por lo que podemos tomar h(t) = —t2, para todo ¢t € R, y g(z) = 2, para todo z € I =] — 00,0[ 0
para todo € I =]0 + oof.
La ecuacién =’ = —th;‘ es homogénea, pues podemos expresarla como z’ = ¢(%) tomando
-1
q(§) = 57

Consideremos M (t,z) =t y N(t,x) = 2. Entonces M (t,z) dt + N(t,z) dz = 0 se corresponde con
la ecuacién propuesta. Ademés,

. OM (t,x) -0

ox
ON(t,z) _
—ar =0
M (t N(t . . .
Por tanto, 9 8(1,”5) =8 ét’x), esto es, se cumple la condicién de exactitud y, en consecuencia, la

ecuacion dada es exacta.

En primer lugar, observemos que (siendo z # 0)

2 2 2 2 de ¢ , =t
tdi+r7dr =0 = 27de =-t"dt = — =—F — 2’ =—.
dt T x
Por tanto, las tres ecuaciones planteadas son la misma, ya que vienen dadas por la misma forma
normal. Consecuentemente, al resolverlas debemos obtener las mismas soluciones (aunque quizas
estén expresadas de modo distinto, pero equivalente).
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Antes de realizar célculos, debemos observar que los posibles dominios maximales de la ecuacién
seran

Dy = {(t,r) € R* | z > 0}

Dy = {(t,z) € R* | z < 0},

-t

ya que la funcién f(t,r) = —

estd bien definida (y es continua) en tales dominios.
Ahora hallaremos las expresiones de las soluciones generales de la ecuacién para, posteriormente,
analizar los posibles dominios maximales de las soluciones.

d.1) (Variables separadas). Operando,

, =t de  —t? 2 2 2 2
= = - =— = dr=—-t"dt = [z2der=—- [t"dl =
x2 dt 2

3 *tB
% ?4_0 CeER = 2*=C -t = z(t)=+VC -3, CcR.

d.2) (Homogénea). Tomando el cambio v = £

¢ > entonces

x
u=- = z=ut = 2’ =u't+u,

t
de donde, sustituyendo en 7’ = x; , tenemos que
ut+u= -1 — ut*—l—u - utfiliiu3 . dlt:ﬂ
u? u? u? dt
2 2
ﬁdu:?dtﬁ/ﬁdUZ/?dt ;/Hug / dt —
1ln|1—|—ug|:—ln|t\—|—C7 CeR = In|l+v*|=-3h|t|+C, CcR =

3
In[l1+u*+3njt|=C, CER = ml1+u*|+Intf=C, CeR =
ml+u?+m|t*|=C, CER = In([1+4*|-[t}])=C, CeR =

In(|(1+u?)-(#)))=C, CER = W[ +u’*|=C, CER =
[t} + 3| = K, K>0 = [t + (ut)’| = K, K >0.

Deshaciendo el cambio = = ut,

B+ =K, K>0
B+l =K, K>0 = [?+2°|=K, K>0 = ’
|2+ (ut)?| | | Biad=_K K>0
B+a3=K, K>0
{ — ?4+2° =K, KecR*=R\{0}.

P+ad3=K K<O0

Por otra parte, si K = 0, entonces tendriamos

3

B1+22=0 = 3=-t3 = z=V-13 = z=—t.

Y podemos comprobar, por sustitucién directa, que z(t) = —t es también solucién de 2’ = ;—tj
Concluimos que
'+ 2’ =K, KeR,

es solucion, en implicitas, de la ecuacién dada. Pero, en este caso, podemos despejar:

B+’ =K, KeR = =K -1, KcR = z(t)= VK —t3, KcR.
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OF (t,x OF (t,x
d.3) (Exacta). Buscamos F'(¢,x) tal que gi ) = M(t,x) y %) = N(t,x).

o OF(D) _ pp(t,z) = 2EBD) — 42— F(t,x):/tht — F(t,z) = & + h(z).

o( 5 +h(s
L B L
= F(t,z) =5+ 2.
A partir de los célculos realizados, concluimos que

t3 x3

—+—-=C, CecR
3+3 9 E,

es solucion, en implicitas, de la ecuacién dada. De nuevo podemos despejar:

3 a3

— 4+ =C, CeR = t’+2°=C, CeR = 2>=C-¢*, CeR =

3 3
z(t) = v/C -1, CeR.

Como presuponiamos antes de resolver por los tres métodos, la expresién de la solucién ha sido
exactamente la misma en los tres casos. A saber,

r(t)= VK —t3, KcR.

Pasamos a analizar los dominios maximales posibles. Para ello, recordemos que x no puede anularse,
segiin vimos al describir los dominios D1 y Dy de la ecuacién, por lo que es conveniente determinar
si existen valores de ¢ para los que z(t) = 0.

tt)=VEK-13=0 <= K-1?=0 < t= VK.
Por otra parte, y a partir de la forma normal de la ecuacion diferencial considerada, tenemos que

of(t,x) 3(‘732) i

Oz dr a8

es una funcién continua, tanto en D7 como en Ds. De esta forma, podemos asegurar la existencia
y unicidad de solucién para todo par (tg, zg) perteneciente al dominio Dy o al dominio Ds.

. . . .7 . . — 2
Finalmente, podemos concluir que las soluciones de la ecuacién diferencial z’ = w—é son las dadas

por
r(t)= VK-t vtel, KcR,
dondeI:]—oo,\B/E[OI:}W,—i—oo[.



