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1. Considera la base By = {uq, ug,u3} de R3.

a)

b)

)
d)

Halla todos los valores de o € R para los que By = {u; + aug, u1 + aus, us + aus} es otra
base de R3.

Para o =1, halla la matriz de cambio de base de B a Bs.
Para o = 1, halla las coordenadas de (1,1,1)p, en la base Bs.

Para o = 1, halla las coordenadas de (1,1,1)p, en la base Bj.

Resolucion

@)

A partir del enunciado, los vectores de By, expresados en la base Bi, son

1 1 0
vi=|a|, vo=[0], v3=1{1
0 Qo «

Para que By = {v1,v2,v3} sea efectivamente una base necesitamos que los tres vectores
sean linealmente independientes, lo cual equivale a que la matriz M formada por ellos
(por columnas) tenga rango igual a 3.
Procediendo mediante eliminacion gaussiana (también podemos razonar con determinan-
tes),

1 1 0 1 1 0 1 1 0

M=|la 0 1] ~|0 —a 1] ~1]0 —a 1

0 o « 0 a « 0 0 14«

Por tanto,

» sia=00a=—1 entonces rg(M) = 2, por lo que Bs no es una base de R3;
» sia#0ya# —1 entonces rg(M) = 3, por lo que By si es una base de R3.

A partir de lo hecho en el apartado anterior, si & = 1 entonces By es una base de R3.
Ademas, los vectores de By vienen expresados en funcién de la base By por

1 0
vi=\|1], va=1(0], vs=1{1
1 1

Por tanto, la matriz Mp,p, formada por estos vectores (por columnas) es la matriz de
cambio de base de By a Bj.

]\4}3231 =

O = =

1 0
0 1
11

Como nos piden la matriz de cambio de By a Bg, vamos a calcular la inversa de Mp,pB, .



11 0|1 0 O 11 0 1 0
o1 -1{1 -1 0}J~101 —-1}1 -1
00 2|-1 1 1 00 1|-F 3
1 1
1101 0 0 1005 3
1 1 1 1 1 _1
1 1 1
00 1|-35 3 3 0 0 1 —% %
Por tanto, la matriz de cambio de base de B; a By es
1 1 _1
2 2 2
Mp, B, = % _% %
111
2 2 2
¢) Por lo hecho en el apartado b),
1 1 1 1
1 2 2 2 1 2
Mp, B, (1 = % _% % 1 = %
1 B _% % % 1 By %
Asi, las coordenadas de (1,1,1)p, en la base By son (%, %, %)BQ.
d) Por lo visto en el apartado b),
1 1 1 0 1 2
Mg 1] =10 1| ([1] =2
1 By 01 1 1 By 2 B,

Asi, las coordenadas de (1,1,1)p, en la base By son (2,2,2)p,.
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2. Considera la aplicacion lineal T : R? — R? definida por la matriz

1 2 1
M=|-1 -3 «
1 -1 8

a) Determina o, 8 € R para que {(1,—1,1)} sea una base de N(T').

b) Para a = —1y =1, halla bases de Im(T") y N(T').

¢) Paraa=p8=0y U = L{(1,2,0),(0,2,1)}, halla las ecuaciones cartesianas de T'(U).
)

d) Paraa=p=1y B={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, halla la matriz de T" asociada a la base
B.

Resolucion

a) Como queremos que {(1,—1,1)} sea una base de N(T'), comprobamos cuando se verifica
que T'(1,-1,1) = (0,0,0).

1 2 1 1 0 0
-1 -3 « -1l =(|24a]=|0]<a==-2.
1 -1 p 1 2+ 0

Para comprobar que efectivamente dim N(7") = 1, hallamos bases de Im(7") y N(T') apli-
cando eliminacién gaussiana a la matriz resultante de tomar por filas las imagenes de los
vectores de la base canénica junto a cada uno de estos vectores.

1 -1 1|1 0 O 1 -1 1 1 00 1 -1 1 1 0 O

2 -3 -1j0 1 0)~|0 -1 -3|-2 1 0]~(0 -1 -3|-2 1 0

1 -2 =-2|0 0 1 0 -1 =3|-1 0 1 0 0 0 1 -1 1
De esta forma, obtenemos que {(1,—1,1),(0,—1,—3)} es una base de Im(7") (los dos
vectores en azul) y que {(1,—1,1)} es una base de N(T") (el vector en rojo).

b) Repetimos el proceso de eliminacion gaussiana del apartado anterior pero para los valores
a=-1lyp=1

1 00 1 -1 1 1 00
2 -3 -1j0 1 0)J~|0 -1 -3|-2 1 O
0 01 0 0 0]-1 0 1

Por tanto, {(1,—1,1),(0,—1,—3)} es una base de Im(7") (los dos vectores en azul) y que
{(=1,0,1)} es una base de N(T') (el vector en rojo).

¢) Como T es una aplicacion lineal y By = {(1,2,0),(0,2,1)} es una base de U, calculando
la imagen de los vectores de By tendremos un sistema de generadores de 7'(U). Como en
este apartado o = 8 =0,

1 2 1 1 ) 1 2 1 0 5
-1 -3 0 21 =1-71; -1 -3 0 2| =1-6
1 -1 0 0 -1 1 -1 0 1 —2

Puesto que (5,—7,—1) vy (5,—6,—2) son vectores linealmente independientes, entonces
{(5,=7,-1),(5,—6,—2)} es una base de T'(U). Asi, si (z,y, z) es un vector perteneciente
a T'(U), se verifica que existen valores a,b € R tales que

5 5 x = ba + bb
=al|-7])|+b| 6] = y=—-Ta—06b
-1 —2 z=—a—2b
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Considerando en el sistema obtenido que a, b son las incdgnitas y que z,y, z son los paré-
metros, estudiamos cuédndo dicho sistema es compatible.

5 5 |z 1 1|2 11 g 11 z
-7 —6|y|~|-7 -6|y|~|0 1 |y+Z|~|0 1| y+
-1 -2z -1 -2z 0 —1|z+¢ 0 0|z+y+58

Por tanto, como ecuacion cartesiana de T'(U) podemos tomar

8z + 5y + 5z = 0.

A partir del enunciado, la matriz de la aplicacién lineal T en la base candnica Bg es

1 2 1
M(T,B¢,Be)= | -1 -3 1
1 -1 1

Por otra parte, para la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, la matriz de cambio de B a
la base canénica es

110
Mpp, =1 0 1
1

iOJO! Para formar Mppg, se han tomado los vectores de B por columnas. Como la matriz
resultante es simétrica, podria pensarse, equivocadamente, que se han tomado por filas.

Para calcular M (T, B, B) necesitamos la matriz Mp.p = (Mpc) ™! Por la expresion que
tiene Mpp,., el calculo necesario coincide con el realizado en el apartado b) del ejercicio
1, por lo que no lo vamos a repetir. Finalmente, la matriz pedida vendra dada por

-1

110 1 2 1\ /110
M(T,B,B) = Mp,p-M(T,Bc,Bc)Mpp, = [1 0 1 -1 =3 1|10 1|=
01 1 1 -1 1/ \0 11
3oz T3\ /1 2 1\ /110 -5 0 3
M(T,B,B)=| %+ -3 3 -1 =3 1|10 1|=|2% 2 3
S | 1 —-11/\0 11 T g 3
2 2 2 2 2



3. Considera el subespacio vectorial U C R® definido por las ecuaciones paramétricas

1 =a+ 28
To = —y
z3=f
ry=a+p+y
T5 =7

a) Halla las ecuaciones cartesianas de U.

b) Con el producto escalar usual, halla las ecuaciones cartesianas y paramétricas de U+,

¢) Halla una base de R® formada por vectores de U y U™,

Resolucién

a) Para resolver este apartado consideramos que, en el sistema de ecuaciones dado por el

enunciado, las incégnitas son «, 3,y mientras que x1, X2, T3, T4, T5 SON parametros y estu-
diamos cudndo el sistema asi visto es compatible.

1 2 0 |x 1 2 0 T 1 2 0 T
1 0 -1 T2 0 —2 -1 ro — I 0 1 0 T3
01 0 x| ~1]10 1 0 T3 ~10 O 1 x5 ~
1 1 1 T4 0 —1 1 T4 — X1 0 -2 -1 Tro — T1
0 0 1 |z5 0 0 1 x5 0 -1 1 |zg—2x1
1 2 0 T 1 2 0 T
01 O T3 010 T3
0 0 1 Ts5 ~10 0 1 Ts5
0 0 —1|x9—x1+ 223 0 0 O0f|xzg—x1+ 223+ x5
0 0 1 T4 — X1+ I3 0 0 O z4—2x1+2x3— 75

Por tanto, las ecuaciones cartesianas de U son

T —T9g—2x3 — x5 =0
1 — 23— 24 +x5=0 |

A partir de las ecuaciones parametricas de U, dadas por el enunciado, tenemos que una
base de U es
1 2 0
1 0 -1
By = 01,111, O
1 1 1
0 0 1

Por cierto, podemos asegurar que estos tres vectores son linealmente independientes por
los calculos realizados para obtener las ecuaciones cartesianas de U (ya que la matriz
formada por ellos tiene rango 3).

Como consideramos el producto escalar usual en R5, cualquier vector (z1,z2, 3, T4, T5)
de U* debe ser ortogonal a todos los elementos de By, es decir, el producto escalar debe
ser nulo. Por tanto, las ecuaciones cartesianas de U~ seran

r1+x2+24=0
21 +x3+2x4=0
—x9+xT4+2x5=0



Aprovechando que conocemos las ecuaciones cartesianas de U y que estamos usando el
producto escalar usual en R®, tenemos que una base de UL es

1 1
1 0
By =< |-2],]-1
0 1
1 1

pues los dos vectores que aparecen son, claramente, linealmente independientes. A partir
de aqui, se sigue que las ecuaciones paramétricas de UL son
3

r1=a+p
T = —Q
r3=—-2a—0;, a,0€R.
Ty =—f
335:—OL+B

Otro modo para determinar las ecuaciones paramétricas de U~ es resolver el sistema
homogéneo dado por sus ecuaciones cartesianas. En efecto,

1 1 01 0]0 1 1 01 0(0 1 1.0 1 0|0
2 0 110|0)]~(0 -1 01 1{0)J~|0 -1 0 1 1({0]|~
0 -1 01 1|0 2 0 11 0]0 0 -2 1 -1 0]0

1 1 0 1 010 100 2 110

0o 1 0 -1 -1|]0)J~{(0O 1 0 -1 —-1]0

0 -2 1 -1 0160 001 -3 =20

Asi obtenemos como ecuaciones cartesianas de U+

1= 20—

ro=a+f3

r3=3a+28 }, a,B R,
Ty =

r5 =
que no son las mismas de antes pero si equivalentes.
¢) Ya que dim(R?) =5 = 3 + 2 = dim(U) + dim(U~) y puesto que By y By. son bases de

U y U™, respectivamente, podemos considerar como base de R® la union de dichas bases.
Concretamente,

1 2 0 1 1
1 0 1 1 0
B=<{lol,[1t].lol,]-2].]-1
1 1 1 0 1
0/ \o 1 —1 1



4. Sea A € M3(R) una matriz simétrica tal que

A1 =1 es un valor propio de A con vector propio asociado v; = (1,1,1);
A2 = 2 es un valor propio de A con vector propio asociado vy = (1, -2, 1);

A3 = 3 es un valor propio de A.

Bajo estos supuestos, responde a las siguientes cuestiones.

a)
b)

)

Halla un vector propio vz de A asociado al valor propio As.
Expresa A como producto de matrices convenientes.

Diagonaliza (por semejanza ortogonal) A.

Resolucion

a)

Como A es una matriz simétrica, entonces los vectores propios correspondientes a valores
propios diferentes son ortogonales. Por tanto, si v3 = (z,y,2) es un vector propio de A
asociado al valor propio A3 = 3, entonces vs debe ser ortogonal a vy y vs. O sea, las
componentes de vs han de ser solucién del sistema homogéneo

r+y+z2=0
r—2y—z=0]"

Por ejemplo, podemos considerar v = (1,0, —1).
Como conocemos tres valores propios (distintos) de A € M3(R) y un vector propio para

cada uno de ellos, tenemos que A se puede calcular mediante la expresion A = P-D- P~
donde

1 1 1 100
Pp=[1 -2 o] y b=]0 2 0
1 1 -1 00 3

Aqui P es la matriz de paso formada por vectores propios de A y D es la matriz diagonal
formada por los valores propios de A (escritos tanto los vectores propios como los valores
propios de forma ordenada).

Haciendo cuentas, podemos comprobar que

—_
w

Wl

o
I
| <
wlot
— | |
@ ol ovlen

|
ol Wl
|

Wl
=

Para diagonalizar A por semejanza necesitamos que la matriz de paso @) sea ortogonal,
es decir, que @ - QT = I3 (donde I3 es la matriz identidad de orden 3). Para construir Q
basta con normalizar los vectores propios considerados en la construccion de P. Asi,

1 2

Por tanto, A = Q- D - QT siendo Q matriz ortogonal (o sea, Q~! = Q7).



