Doble Grado CIVIL-ADE

Primera prueba

% UNIVERSIDAD
s DEGRANADA

Departamento de 22 de abril de 2020
Matematica Aplicada

1. (10) Determina, razonadamente, la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

a) (2) Sea V un espacio vectorial de dimension 8. Entonces se verifica que todos los sistemas
de generadores de V estan formados por, al menos, ocho vectores.

b) (2) Sea Z un subespacio vectorial de Pg. Supongamos que {pi1(x), p2(z), p3(z), pa(x), ps(z)}
es un sistema de generadores de Z que no incluye al polinomio idénticamente nulo. En-
tonces se verifica que dim Z+ = 4.

¢) (2) Sean X e Y espacios vectoriales reales y T': X — Y una aplicacion lineal. Ademaés, sea
Z =1Im(T) C Y. Entonces se verifica que T es un isomorfismo entre X y Z.

d) (2) Sean U y V espacios vectoriales reales y T : U — V un isomorfismo. Ademas, sean By y
By bases de U y V respectivamente. Entonces se verifica que M (T, By, By ) es invertible.

e) (2) Sea T : R? — R? una aplicacion lineal tal que T (%, \7—%) =(0,1)y T (:/—%, \7—%) =

(1,0). Entonces se verifica que T es una transformacion ortogonal impropia.

Resolucion

a) Si V es un espacio vectorial de dimension 8 entonces todas sus bases estan formadas por
ocho vectores linealmente independientes. Si anadimos uno o més vectores a cualquier base,
el conjunto obtenido dejaréd de ser un conjunto de vectores linealmente independientes pero
seguiré siendo un sistema de generadores (por contener una base).

Por tanto, la afirmacién hecha es cierta.

b) Si Z un subespacio vectorial de Pg y C = {p1(x), p2(z), p3(x), pa(x), ps(z)} es un sistema
de generadores de Z, entonces la dimensiéon de Z serd menor o igual que 5, dependiendo
de cuantos vectores linealmente independientes podemos encontrar en C. Por tanto, sobre
la dimensién de Z solo podemos afirmar que dim Z < 5.

Por otra parte, es conocido que dimPg = 9 y que dimPg = dim Z + dim Z+. A partir de
aqui,
dim Z+ = dimPg —dimZ =9 —dimZ > 9 — 5 =4 = dim Z* > 4.

Por tanto, la afirmacién hecha no es cierta.

¢) Sean X e Y espacios vectoriales reales y T : X — Y una aplicacion lineal. Es conocido
que Z = Im(T) es un subespacio vectorial de Y, por lo que T': X — Z también es una
aplicacion lineal entre espacios vectoriales. Ademas, como Im(7T") = Z, es obvio que T es
un epimorfismo entre X y Z.
Por otra parte, para que T fuera un isomorfismo entre X y Z, T deberia ser un mono-
morfismo. Pero esto tltimo no es necesariamente cierto para todas las aplicaciones lineales
que se puedan definir entre X e Y y, por tanto, entre X y Z.

Por tanto, la afirmacién hecha no es cierta.!

! Aunque ya no es necesario dar un ejemplo para responder a la cuestion planteada, consideremos la aplicacién lineal
T : R* — R? definida por T(z,y,2) = (x,y). Es facil comprobar que Im(T) = R? y, por tanto, X =R®* e Y = Z = R%
Claramente la aplicacién lineal T no es un isomorfismo entre X y Z.



d)

Para simplificar la notacion, vamos a escribir simplemente M en lugar de M (T, By, By).
Por definicién de matriz asociada a una aplicacién lineal, si v es un vector de U expresado
en la base By, entonces v = T'(u) = Mu es un vector de V expresado en la base By.
Ahora bien, por ser T un isomorfismo se verifica que

= U y V tienen la misma dimensién y, en consecuencia, M es una matriz cuadrada;
= T es un monomorfismo y, por tanto, el sistema Mwu = 0 solo puede admitir la solucién
trivial, es decir, Mu = 0 debe ser un sistema compatible determinado.

Entonces deducimos que M es una matriz cuadrada de rango maximo, o sea, M serd una
matriz invertible.

Por tanto, la afirmacién hecha es cierta.

Para comprobar si una aplicacion lineal 7 : R? — R? es una transformacion ortogonal
basta ver que, para cualquier base B ortonormal de R?, se verifica que M = M (T, B) es
una matriz ortogonal (es decir, que M~ = MT).

A partir del enunciado, y observando que B = {(%, \_/—%) , (_—g, \7—%)} es una base orto-

normal de R?, se verifica que
0 1
M(TvaBC)_ <1 0>7

donde Bc es la base canénica de R? (que por supuesto también es una base ortonormal).
Asi pues, necesitamos hallar la matriz de cambio Cp,, p para calcular M = M (T, B) (pues
M(T,B) = Cp.pM(T, B, Bc)).

Ya que B = {(%, %) , (;i, \7—%)} es una base ortonormal, sabemos que

1 -2 1 -2
CBBc=<@ @)jCBcBZ(CBBc)IZ(CBBC)T=<@ @)
V5 V5 NGV
Por tanto,
Lo=2\ 0 —2 1
M(T,B)_CBCBM(T,B,BC)_<‘_/§ \f) <1 O>_<\_/§ {g)
NS NS

Ahora es facil comprobar que M (T, B)M (T, B)" = I, por lo que T es una transformacion
ortogonal. Sin embargo, det M (T, B) = 1, por lo que T' es una transformaciéon ortogonal
propia.

Por tanto, la afirmacion hecha no es cierta.



2. (8) Sean Mj el espacio vectorial formado por las matrices cuadradas de orden 2 y Py el espacio
vectorial formado por los polinomios de grado menor o igual que 2 (en ambos casos con las
sumas y los productos por escalares usuales).

Por otro lado, sea Y el conjunto definido por

G

Responde, razonadamente, a las siguientes cuestiones.

a,b,ceR}.

a) (2) Comprueba que Y es un subespacio vectorial de Ma.
b) (2) Halla una base de Y.

¢) (4) ;Son isomorfos Y y Py7 En caso afirmativo, define una aplicacion entre ambos espacios,
justificando tanto su linealidad como su caracter isomérfico.

Resolucion

a) En primer lugar debemos observar que una matriz de Ms pertenece al conjunto Y si los
elementos de la diagonal son uno el opuesto del otro.

A partir de la caracterizaciéon de un subespacio vectorial, para comprobar que Y es un
subespacio vectorial de Mo basta con ver que la suma de dos matrices cualesquiera de Y
pertenece a Y y que el producto de una matriz cualquiera de Y por un escalar (esto es,
un nimero real) también pertenece a Y.? Veamos ambas propiedades.

b b . .
= Sean (al ! ) v <a2 2 > dos matrices cualesquiera de Y. Entonces
cl1 —ai Co —a2

ar b n as by _f(a1+az by +0b (a1 + a2 b1 + b2

1 —a 2 —a c1+c2 —air—az c1+ec2 —(ar +az)
y esta tltima matriz pertenece claramente a Y ya que los elementos de la diagonal
son uno el opuesto del otro.

= Sea A € R un ntmero real y (CCL > una matriz cualquiera de Y. Entonces

L\ (@ b\ [Aa Ab [ a Ab
c —a) \ X AN—=a))] \ I —(Aa)
y, de nuevo, esta ultima matriz pertenece a Y ya que los elementos de la diagonal son

uno el opuesto del otro.

b) Para cualquier matriz de A tenemos que

(¢ )= &) =2 o) (T o)

1 0 0 1 00 .
por lo que B = {<0 _1> , <0 0) , (1 0)} es un sistema de generadores de Y.

Veamos ahora que B estd formada por vectores linealmente independientes. Para ello,
consideremos una combinacion lineal de ellos igualada a la matriz nula (que, por supuesto,
pertenece a Y al ser 0 el opuesto de 0).

) - - R I a B 0 0
a(() —1)+5<0 0>+7<1 0>=<0 O):>(7 _Q>:<0 0>:>a:5:7:0’

2Otra posible caracterizacion es la que permite probar que Y es un subespacio vectorial sin mas que comprobar
que, para cualesquiera dos matrices A, B € Y y cualesquiera escalares o, 5 € R, se verifica que A+ B € Y.




por lo que la tnica posibilidad, para tener una combinacién lineal igualada a la matriz
nula, es que todos los coeficientes en dicha combinaciéon sean iguales a cero. Por tanto,
concluimos que los elementos de B son linealmente independientes.

Como B es un sistema de generadores de Y formado por vectores linealmente indepen-
dientes, tenemos que B es una base de Y.

¢) A partir del apartado b), sabemos que Y tiene dimension tres. Como Py también tiene
dimensién tres, ambos espacios vectoriales son isomorfos, esto es, podemos establecer un
isomorfismo entre ellos. Por ejemplo, definamos la aplicacion

a b

T:Y — Py, T<C >:a+bx+cz2.

Veamos que T es lineal. Para ello basta comprobar que T respeta la suma de matrices y
el producto por escalares.

. T a1 b n as by T a + as b1 + by _
1 —a co  —ao c1+c —(a1 + a2)
(a1 + ag) + (b + b2)x + (c1 + c2)x? = (a1 + b1z + c122) + (ag + box + c22?) =
T al bl + T a9 b2
c1 —aj Cy —ag ’
a b _ Aa  Ab ) 9
n T <)\ (c —a>> =T <)\c —(Aa)) = (Aa) + (A\b)z + (Ac)z” =

)\(a+bx+c:1c2):)\T<CCL b).

—a

00
(por lo que T' es un monomorfismo) y que Im(7") = P, (por lo que 7' es un epimorfismo).

Por tltimo, para ver que T es un isomorfismo comprobaremos que N(T') = {(0 0)}

A partir de la definicion de nicleo de una aplicacién lineal,

N(T):{(Z _ba>€Y‘T<Z _ba):0+033—1—01:2}:

{<i b)EY‘a+bx+c:c2:0+Ox+0x2}:

(") erfamoimoemo}nm={(0 O}

Ahora bien, como dimY = 3, dimN(7") = 0 y dim Y = dim N(7") + dim Im(7"), deducimos
que dimIm(7") = 3. Como Im(7T) es un subespacio vectorial de Py y ambos tienen la
misma dimension, concluimos que Im(7") = Py.3

Asi pues, hemos visto que N(T') = {(8 8)} y que Im(T) = Po, por lo que podemos

asegurar que 7" es un isomorfismo entre Y y Ps.

3También es inmediato ver que, para cualquier polinomio p(z) = a + bz + cz? de P2, la matriz A = (g fa) ey

es tal que T'(A) = p(x), es decir, todos los polinomios de p(z) = a + bx + ca® tienen un origen en Y para la aplicacion
lineal T'. En conclusién, T es un epimorfismo.



3. (12) Sea la aplicacion lineal T : R? — R3 definida por la expresion

T(u) =u— (v,u) v — (w,u)w,

50—12 1205

13 ,ﬁ) vw = (ﬁ, ,ﬁ) estan dados en la base canoénica.

donde u = (z,y,2), v = (
Responde, razonadamente, a las siguientes cuestiones.

a
b

) (2) Halla la expresion en coordenadas de T'.
) @

¢) (2) Halla ecuaciones cartesianas y una base del subespacio vectorial V' = Im(T).
) @
) @

(2) Halla ecuaciones paramétricas y una base del subespacio vectorial U = N(T).

d) 2 ;Es R3 =U @ V? Es decir, jes R? suma directa de U y V?

e) (4) Aplicacion: a partir de lo hecho en los apartados anteriores, determina la proyeccion

del vector u = (1,2, —3) sobre el subespacio vectorial U C R3.

Resolucion

a) A partir de los datos del ejercicio,

= (wou)o=((30,58) . (@.5,2)) (3
12

= (vu o ={($0,7), (z,9,2)) (1,
Por tanto,
5 12\ (5 12 12 5\ /125
T(u) = —(Ze—Z2) (20,2 ) - (et 22) (=202 ) =
() = (@,2) (13:1: 13“7") <13’ ’ 13> <13$+13Z> <13’ ’13)
) — oy z)— (B 60 o 60 144 144 60 60 25
u)=\\x Z)— — X — —=Z - —Z — —X —Z —X —Z
e 169" 1697 169" " 169 169" 1697 169" ' 169
T4 2% 60 144 G0 60 1460 25\
U =|r——T+—2— —— — Yy T — —Z— —— L — —Z
160" 1697 1697 169777 T 169" 1697 169" 169

T(u) =T(x,y,2) = (0,5,0), Y(z,y,z)cR.

b) A partir de la definicion de nucleo de una aplicacion lineal,
N(T) ={(x,y,2) e R| T(z,y,2) = (0,0,0)} = {(z,y,2) € R | (0,y,0) = (0,0,0)} =

N(T) ={(z,y,2) eR |y =0}.
Por tanto,
y=0

es una ecuacion cartesiana de N(7'), de donde las ecuaciones paramétricas de N(7T') se
pueden obtener resolviendo dicha ecuacion en las incdgnitas x,y, z. Asi, las ecuaciones
paramétricas seran,

r =,
y=0, a,p€eR.
z=p,

A partir de las ecuaciones paramétricas, tenemos que, para todo vector (z,y,z) € N(T),
(x7 y’ Z) = (a7 07 /3) = a(l’ 07 0) + 5(07 07 1)'

Es decir, By = {(1,0,0),(0,0,1)} es un sistema de generadores de N(T'). Pero ambos
vectores son claramente linealmente independientes (ninguno de los dos se puede expresar
como miultiplo del otro), por lo que Bj es una base de U = N(7').



c)

Por la definicién de imagen de una aplicacion lineal,

Im(T) = {T(2,y.2) | (2,9, 2) € B%} = {(0,,0) | y € R}.

Por tanto, tomando y = «, tenemos que cualquier vector (z,y,z) € R3 pertenecerd a
Im(T) si es de la forma
(z,y,2) = a(0,1,0), con a € R.

Asi tenemos que By = (0,1,0) es una base de V = Im(7). Ademads, unas ecuaciones
paramétricas de V seran

x =0,
y=a, a€clR.
z=0,

A partir de aqui es claro que

son ecuaciones cartesianas de V = Im(7).

Alser T : R? — R3 una aplicacion lineal, sabemos que tanto U = N(T') como V = Im(T)
son subespacios vectoriales de R3.

Para hallar U NV recordamos que un vector (x,y,z) pertenecerd a U NV si satisface
las ecuaciones cartesianas de ambos subespacios (que han sido determinadas en los dos
apartados anteriores), esto es, si

y=0
r=0
z2=0

Por tanto, UNV = {(0,0,0)}.

Por otra parte, para determinar el subespacio U 4+ V basta tener en cuenta que el conjunto
B = B1UBy = {(1,0,0),(0,0,1),(0,1,0)} es un sistema de generadores de U+ V. Ademas,
como B esta formado por vectores linealmente independientes (de hecho son los vectores
de la base canoénica de R? cambiados de orden), podemos concluir que U + V = R3,

Como UNV ={(0,0,0)} y U+ V =R3, tenemos que R? =U & V.

A partir de lo hecho en los apartados anteriores, es claro que
u=(1,2,-3) =(1,0,-3) +(0,2,0), con (1,0,—3) € U y (0,2,0) € V.

Por otra parte, ya que (0,1,0) es ortogonal a los vectores (1,0,0) y (0,0,1) (y teniendo
en cuenta que R? = U @ V), podemos afirmar que V es el complemento ortogonal de U
en R?, es decir, U+ =V en R3.

Por tanto,
u—(1,0,-3) = (0,2,0), con (1,0,—3) € U y (0,2,0) € U+,

de donde, por la definicién de proyeccién ortogonal de un vector sobre un subespacio
vectorial, concluimos que py(u) = (1,0, —3).



