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Responde, justificadamente, a cada una de las siguientes cuestiones.

1. (5) Sean el espacio vectorial real R* (con la suma de vectores y el producto por escalares usuales) y el
subconjunto U = {(z1, 22, 23,24) € R* |21 + 2+ 3+ 24 =0, 31 — 22 + 3 — 24 = 1}.

.Es U un subespacio vectorial de R*?
Resolucion
El conjunto U es un subconjunto del espacio vectorial real R* que esta definido por las ecuaciones

T1+ 2o+ 23+24=0
$17$2+$37I4:1 ’

Puesto que el vector (0,0,0,0) no satisface la segunda ecuacion, entonces (0,0,0,0) € U. Por tanto, U
no puede ser un subespacio vectorial de R*.
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2. (5) Sean el espacio vectorial real R* (con la suma de vectores y el producto por escalares usuales) y el
subespacio vectorial U = {(0,«,0,8) | o, 8 € R}.

Teniendo en cuenta que todos los vectores de U se pueden expresar como una combinacién lineal de
los vectores (0,1,0,2),(1,1,0,2) y (0,2,0,1), jes el conjunto B = {(0,1,0,2),(0,2,0,1),(1,1,0,2)} un
sistema de generadores de U?

Resolucion

Para que un conjunto de vectores A sea un sistema de generadores de un subespacio vectorial U, es
necesario que todos los vectores de A estén en U.

Puesto que U = {(0,,0,8) | a, 8 € R}, es claro que todos los vectores de U han de tener primera
y tercera componentes iguales a cero. Como la primera componente del vector (1,1,0,2) no es igual a
cero, entonces este vector no pertenece a U.

Por tanto, podemos asegurar que B no es un sistema de generadores de U.!
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1Un par de comentarios sobre este ejercicio:

a) En realidad B genera el subespacio vectorial W = {(c, 3,0,7) | @, 8,7 € R} de R%. Como U esta contenido en W, es por
lo que B genera a todos los vectores U.

b) El conjunto B’ = {(0,1,0,2),(0,2,0,1)} si serfa un sistema de generadores de U. Es mas, B’ es una base de U.



3. (10) Sean el espacio vectorial real R* (con la suma de vectores y el producto por escalares usuales) y el
subespacio vectorial

U= {(.131,3?2,1‘3,1)4) €R4|$1 —x3=0, 20 —x4 =0, 201 — 3x2 — 223 + 324 :O}.

;,Cudl es una base de U?

Resoluciéon

Por el enunciado, U viene dado por ecuaciones cartesianas. Por tanto, para hallar una base de U,
resolveremos el sistema formado por dichas ecuaciones, esto es,

LL’l—.%'g:O
$2—$4=O
201 — 3x0 — 223+ 324 =0

Para resolver este sistema, aplicaremos eliminaciéon gaussiana usando la matriz ampliada asociada al
sistema.

1 0 -1 010 1 0 -1 0 10 -1 010
F3—2F) —F3 F3+4+3Fy—F3

o1 o0 -1f0)——1(0 1 O -1J0}] ——[0 1 0 -—-1{0

2 -3 =2 3|0 0 -3 0 3|0 00 0 01O

Por tanto, obtenemos el sistema equivalente

1'171'3:0
To—x4 =0 ,
0=0

a partir del cual podemos asegurar que U = {(a, 3,0, 3) € R* | a, 3 € R}. De este modo, cualquier
vector de U se puede expresar como combinacion lineal de los vectores (1,0,1,0) y (0,1,0,1), es decir,
el conjunto {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} es un sistema de generadores de U.

Ahora bien, como (1,0,1,0) y (0,1,0,1) son linealmente independientes, pues ninguno de los dos es
multiplo del otro, podemos concluir que {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} es una base de U.
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4. (12.5) Sean el espacio vectorial real R* (con la suma de vectores y el producto por escalares usuales)
y el subespacio vectorial U generado por el conjunto de vectores {(1,0,1,0),(0,1,1,0),(1,-1,0,0)}.
Ademas, consideremos en R* el producto escalar usual de vectores.

Si W es el complemento ortogonal de U en R*, ;cuales son unas ecuaciones paramétricas de W?

Resolucién

Recordemos que, dado un subespacio vectorial U C R*, se llama complemento ortogonal de U al subes-
pacio vectorial W de R* formado por todos los vectores que son ortogonales a U.

Por otra parte, recordemos que un vector w = (1, 2,23, 74) € R* se dice ortogonal a U si es ortogonal
a todo vector de U.

Puesto que U esta generado por el conjunto {(1,0,1,0),(0,1,1,0),(1,—1,0,0)}, entonces todos sus
vectores serdn de la forma
a(1,0,1,0) + b(0,1,1,0) + ¢(1,—1,0,0),

con a,b,c € R. Entonces, para determinar si w es ortogonal a U, bastaré con saber si w es ortogonal a
cada uno de los generadores de U. En efecto, si w es ortogonal a cada generador de U, entonces

(w,a(1,0,1,0) + b(0,1,1,0) + ¢(1,-1,0,0)) = a{w, (1,0,1,0)) + b{w, (0,1,1,0)) + ¢(w, (1,-1,0,0)) = 0,

es decir, w es ortogonal a todo vector de U.

Por tanto, para hallar los vectores w = (1,22, x3,24) € W necesitamos resolver el sistema

0 1 +23=0
0 = T2+23=0
0 1‘1—:172:0

<(J)1, xT2,T3,T4), (07 17 170)>
<(I‘1,$2,ZIJ371‘4), 1a _17O7O)>

(w1, 22,23,24),(1,0,1,0))
(



Teniendo en cuenta que este es un sistema con cuatro incognitas, es facil ver que sus soluciones son de
la forma

xlz)\,
(EQZ)\7
Ty = -, con A\, € R.
Ta = H,

Y estas son, precisamente, las ecuaciones paramétricas de W.
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. (15) En los espacios vectoriales reales R* y R? (con la suma de vectores y el producto por escalares
usuales) se consideran, respectivamente, los subespacios vectoriales

Ur = {(z1, 22,23, 24) | 21 = 0, x3 = 0},
Us = {(2a,b,a + 2b) | a,b € R}.

.Cual es la expresion, en coordenadas, de una aplicaciéon lineal T : R* — R3 tal que N(T) = U; e
Im(T") = Uy?
Resolucion

Para determinar una aplicacién lineal T que satisfaga las condiciones impuestas en el enunciado, halla-
remos primero una base de U; y una base de Us.

En primer lugar, es claro que todos los vectores de U; son de la forma
(xla Z2,x3, 334) = (O’ X2, Oa £U4) = 332(07 17 Oa O) + 1"4(07 07 07 1)

Por tanto, al ser (0,1,0,0) y (0,0,0,1) linealmente independientes (pues ninguno de los dos es multiplo
del otro), podemos asegurar que By = {(0,1,0,0),(0,0,0,1)} es una base de Uj.

En cuanto a Us, a partir de su definicién, todos sus vectores son de la forma

(2a,b,a+ 2b) = a(2,0,1) + b(0,1,2).

Puesto que (2,0,1) y (0,1,2) son linealmente independientes (por la misma razén que antes), tenemos
que By = {(2,0,1),(0,1,2)} es una base de Us.

Para definir la aplicacién lineal 7', lo haremos a partir de una base de R*. Y para esto, aprovecharemos
que B; esta formada por dos vectores de la base canoénica de R*. De esta forma, si definimos

T(1,0,0,0) = uy; 7(0,1,0,0) = (0,0,0); T(0,0,1,0) = uy; T(0,0,0,1) = (0,0,0),

donde w1, us son vectores no nulos de R3, entonces se verificara que N(T') = Uj.

Por otra parte, como dim(Im(7")) es igual a dos (ya que Bs esta formada por dos vectores) y justamente
quedan dos vectores, de la base candnica de R*, a los que asignarles imagen en R?, entonces podemos
tomar

7(1,0,0,0) = (2,0,1); T(0,1,0,0) = (0,0,0); 7(0,0,1,0) = (0,1,2); 7(0,0,0,1) = (0,0,0),

para asegurar que Im(7T") = Us.

Como nos piden la expresion de T en coordenadas, considerando (z1, xa, x3, 24) un vector cualquiera de
R*, entonces (por la linealidad de T')

T(.Q?l, X9, T3, 1174) = .’L‘lT(l, 0,0, 0) + .’I?QT(O, 1,0, O) + $3T(0, 0,1, O) + SL’4T(O, 0,0, 1) =
T($1,$27$3,$4) = 331(2, Oa 1) + 332(0,070) + x3(0a 17 2) + x4(07070) =

T($17x27x3,1‘4) = (2x1?x37$1 + 2333)

Aunque la construccion hecha es suficiente para afirmar que T satisface las condiciones exigidas, vamos
a comprobarlas. Empezamos con el nicleo de T

N(T) = {(z1, 22, 3, 24) | (221, 23,21 + 223) = (0,0,0)} =



{(:L‘l,fI?Q,LEg,'I)z;) | 2z, = 0’$3 = 071'1 + 223 = 0} = {(I1,$2,$3,$4) | xy = 0,$3 = 0} =U;.
A continuacién, analizamos la imagen de T'.
Im(T) = {T(z1, 22, 23, 24) | (21,22, 3,24) € R'} = {221, 23, 31 + 223) | (21,22, 73,24) € R} =

{(2’1}1,1’3,1‘1 + 2:1:3) | T1,%2,T3,Tq € R} = {(2!171,$3,$1 + 2‘753) | T1,T3 € R} = UQ'
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6. (17.5) En el espacio vectorial real R (con la suma de vectores y el producto por escalares usuales) se
considera la aplicacién lineal T definida por

T( ) T+2y+2z 20+y—22 20 —2y+=z2
Ty, 2) = .
,y7 3 ) 3 ) 3

;Cuél es una base del subespacio vectorial U = {v = (z,y,2) € R* | T(v) = v}?
Resolucion

A partir del enunciado, U es el conjunto de vectores (x,y,2) € R? tales que T'(z,y,2) = (x,y,2). Por
tanto, nos piden hallar los vectores (z,y, z) € R? tales que

r+2y+22 204+y—2z 20 —-2y+=z
TR TR 3 = (2,9, 2).

O sea, necesitamos hallar las soluciones del sistema de ecuaciones

+2y+2

= x4+ 2y+2z=3zx —2r+2y+22=0

W:y = 2x+y—22=3y ;= 20—-2y—2z=0

22-2y+z _ 20 — 2y + 2z =3z 20 — 2y — 22 =0
3

Es claro que, en este ultimo sistema, todas las ecuaciones son equivalentes: la segunda y la tercera
ecuaciones son iguales entre si y, ademas, opuestas a la primera. Asi, el conjunto de soluciones del
sistema original viene dado por las soluciones de

204+2y+22=0=>z—y—2=0=>c=y+ 2

Por tanto,
U={A+mp) | \peR}.

Ahora bien, ya que
A+, A ) = A(1,1,0) + u(1,0,1), para todo A\, u € R,

podemos concluir que U es el subespacio vectorial de R? generado por los vectores (1,1,0) y (1,0, 1).

Finalmente, puesto que ni (1,1, 0) es multiplo de (1,0,1), ni (1,0,1) lo es de (1, 1,0), podemos asegurar
que B = {(1,1,0),(1,0,1)} es un conjunto de vectores linealmente independientes y, en consecuencia,
que B es una base de U.
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7. (20) En el espacio vectorial real euclideo R*® (con la suma de vectores, el producto por escalares y
el producto escalar usuales) se considera la base B = {(2,1,0),(1,—-2,0),(0,0,1)}. Ademaés, sea el
endomorfismo 7T : R? — R? cuya matriz asociada a la base B es

01 0
M(T,B) = |1 0
0 1

O O =

Es T una transformaciéon ortogonal impropia?

Resolucién

Recordemos que, dado un espacio vectorial euclideo V y una base ortonormal B de V, entonces una
aplicacion lineal T : V' — V es una transformacioén ortogonal si, y solo si, la matriz M (T, B), de
la aplicacion T en la base B, es ortogonal. O sea, T es una transformaciéon ortogonal si, y solo si,
(M(T,B))~! = (M(T, B))T. Ademés, T ser& impropia si det(M (T, B)) = —

No es dificil ver que los vectores de B son ortogonales?, pues
((2,1,0), (1,-2,0)) = 2-240 = 0; {(2,1,0),(0,0,1)) = 0+0+0 = 0; ((1,~2,0,(0,0,1)) = 0-+0+0 =0,

Sin embargo, no todos los vectores de B tienen norma igual a uno, por lo que B no es ortonormal. Por
consiguiente, no podemos aplicar la caracterizacién anterior con la base B dada en el enunciado, sino
que necesitamos construir una base ortonormal B’.

Para construir B’ basta con normalizar los vectores de B (pues ya sabemos que son ortogonales):

12,1,0)]| = V2L 12 40% = V5 = (%%o) ;

(1, —2,0)|| = V12 +22+02 = <0>
VERG
[1(0,0,1)]| = v02+02+12=1=(0,0,1).

Por tanto, B' = { (&, 45,0), (J5, 7,0) (0,0, }.

Ahora tenemos que hallar la matriz M (T, B’) asociada a T en la base B’. Para ello calcularemos las
iméagenes (en la base B’) de los tres vectores de la base B’'.

2 1 1 0 1
1 V5 7 01 0\ (v : V5 0
— 1| _ =1 -1 =21
T{{o] |=T|ZX|=T[[o]|=(t00)|lo]|=|%k]|=|2]=
0/, 0 0/ o0 1/\o) \o) \o 0/,
1 2
0 v 0 010\ (0 7 v 1
_ —2 i _ | _ _ | 1] _
T{(1] |=T|Z|="||&]||=(t00)|&|=]|0]=|Z]=]0
OB’ 0 OB 0 0 1 OB OB 0 OB/
0 0 0 0 1 0\ /0 0 0 0
T(|o] |=7(o]=T(o0o] |=(1 0 o] [o] =[0o] =[0] =10
1/, 1 1), oo 1) \t), \t), \u 1),

A partir de estos célculos, resulta que

M(T,B) =

O = O
O O =

0
0
1

En este caso hemos obtenido la misma matriz para la base B y la base B’. En general, esto no siempre
serd asi.

2Si no vemos directamente este hecho, aplicariamos el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt obteniendo como resultado
la misma base B.



Ahora si podemos aplicar la caracterizacion vista al inicio del ejercicio. Asi, ya que

T

0 1 0\ /0 10 0 1 0\ /0 10 100
M(T,BYM(T,BY" =1 0 of[1 0 o] =1 0 o)1 0 0)J={0 1 0],
00 1/\0 01 00 1/\0 01 00 1

tenemos que M (T, B')T es la inversa de M (T, B) y, en consecuencia, T' es una transformacién ortogonal.

Por otra parte, ya que
01 0
det{1 0 0] =04+0+0-0—-1-0= -1,
0 0 1
podemos concluir que T si es una transformacion ortogonal impropia.

Un modo alternativo para obtener la matriz M (T, B’) seria partiendo de un vector (z,y, z) g cualquiera.
Veamos los célculos correspondientes.

2 1
T V5 V5 0 2 Y 1 0
T y =Tl L +y =2 +210 =T|—=1[1]+=<|-2]+2]0 =
Z a0 ) s )
B’ 0 0
T T Y
V5 0 10 V5 V5 y 2 . 1 0
T £ =1 0 0 Ll =12 ==11]+— 21 +z|0] =
v 0 0 1 v Ve V5 0 V5 0 1
Z/p /B */p
2 1
VB VB 0 Y x Y 0 1 0 x
y % +z \_/—% +z|(0)|=(2z| =T Yy =lx] =1 0 O y| =
0 0 1 z) g Z) g Z ) 0 0 1 Z )

O O =
_ o O

0
M(T,B) = (1
0
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8. (15) En el espacio vectorial real R? (con la suma de vectores y el producto por escalares usuales) se
considera el endomorfismo 7T : R? — R? definido por

T(x,y,2) = (x+2y+22,2x+y— 22,20 — 2y + 2).
Ademas, sea B = {(1,1,0),(1,—1,2),(1,—1,—1)} una base de R?.
. Es diagonal la matriz asociada a T con respecto a la base B?

Resoluciéon

Para hallar la matriz M (T, B) asociada al endomorfismo 7' con respecto a la base B, calcularemos las
iméagenes (en la base B) de los tres vectores de la base B.

1 1 1421420 3 1 3
T{lo| |=7|1|=(2-141-2.0]=(3]=3[1]=[0
0/, 0 2.1-2-140 0 0 0/,
0 1 142 (=1)+2-2 3 1 0
(1] |=7|-1]|=(21+(-1)-2-2|=|-3]|=3|-1] =3
0 2 2.1—-2-(=1)+2 6 2 0/,



0 1 1+2-(-1)+2-(-1) -3 1 0
T 0 =T|-1|=(2-1+(-)—-2-(-1)| =3 |=-3|-1]=[0].
15 -1 2:1-2-(=1)+(-1) 3 -1 =
A partir de estos célculos, resulta que
3 0 0
MT,B)=10 3 0 |.
0 0 -3
Por tanto, la matriz asociada a 7" con respecto a la base B si es diagonal.

Tal como se vio en el ejercicio 7, la matriz M (T, B) también se puede obtener partiendo de un vector
(a,b,c)p cualquiera. Veamos los calculos correspondientes.

a 1 1 1 a+b+ec
T b =T\l all]+b|-1]+c| -1 =Tla—-b—c| =
¢/ 0 2 -1 2b—c

(a+b+c)+2(a—b—c)+2(2b—c¢) 3a + 3b— 3c 1 1 1
2a+b+c)+(a—b—c)—22b—c)| =[3a—30+3c| =3a 1] +3b|-1|—3c|-1]| =
2a+b+c)—2(a—b—c)+ (20 —c¢) 6b + 3¢ 0 2 -1
a 3a 3 0 0 a 3 0 0
(o] |=(3)| =03 o|e] =m@.,By=[0 3 0].
¢)y =3¢/, 0 0 =3 ¢)p 0 0 -3
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