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Responde, justificadamente, a cada una de las siguientes cuestiones.

1. (30) En el espacio afin R? se consideran

= el giro definido por la expresion G(z,y) = (M, @)

5
= la traslacion definida por la expresion T'(x,y) = (zr — 1,y + 1).

Y

En las condiciones expuestas,

a) (5) halla la expresion matricial de H = T o G y justifica por qué H es un movimiento rigido en el
plano;
b) (10) calcula el conjunto F(H) de puntos fijos de H;

¢) (10) calcula la variedad invariante I(H);

d) () clasifica, de la manera més precisa posible, H.
Resolucion

a) A partir del enunciado,
" " " 3z—4y 3:574y_1
H<>_ToG<>—T(G(>)_T<453>—(453 >:>
y Yy Yy — B4
3u—dy _q 3z—4y 4
5 -1 x -1
H(m><5 ><5>+< >< )(>+( >
4x+3 4z+3
Y %4_1 % 1 Y 1

Por tanto, la expresion matricial de H sera

n(5)-
Y
Como G y T estan dadas en componentes, podemos considerar que el sistema de referencia que
usado es el usual del plano afin R2. Por la misma razén, la expresion hallada para H estars expresada
en el sistema de referencia usual de R?, esto es, R = {O = (0,0); B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)}}.
A partir del comentario anterior, y puesto que B = {ej, e2} es una base ortonormal, para comprobar

que H es un movimiento rigido en el plano, bastara comprobar que la matriz asociada a H es una
matriz ortogonal, es decir, su inversa es su traspuesta. En efecto,

wo = )9
)G 7)-6 )

Teniendo en cuenta que G y T son movimientos rigidos (pues las matrices asociadas a cada uno
de ellos es ortogonal), también podiamos justificar que H es un movimiento rigido por ser la
composiciéon de dos movimientos rigidos.
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b) Para calcular el conjunto F'(H) de puntos fijos de H , basta resolver la ecuacion H(z,y) = (z,y):

#(;)

3z—4y

()= ()0 = T = )
4243 - 4243 _ _ - _ :
Y 39 41 y 41 =y dr —2y = -5



Aplicando eliminacién gaussiana:

-2 4| 5 -2 -4 |5 -2 4| 5 -2 0] 3 10|32

— — — — .

4 -2|-5 0 -10]5 0o 1|3 0o 1|3 0 1|3
Por tanto, F(H) = {(52, 3)}.

Para calcular la variedad invariante I(H ) resolveremos la ecuacion (M —I5)2P+(M —1,)H(O) = 0,
siendo M la matriz asociada a H'y P = (x,y).

M = ( _4> = M-I, = (;2 :5;1> = (M—I)* = (EZ :{) (EZ Ei) = (:%’: —%)
5 5 5 5/ \5 5 % %

H(O) = H (8> - (11) — (M — L,)H(O) = @2 ?) (11> - (}2) .

(M — )P+ (M- L)H(O)=0= <:2}: i) (5) + <:52> - (8) -

25 2
-12 16 —12 16
3 2 ) [T\ 25 Lt oY = 6z — 8y = —5
—16 —12 v/ = — 8r+6y=-15 |
o5 55 y
Aplicando eliminacién gaussiana:
4 =5 -4 | =
= 1 = 1
YL ()
| = 0 1| 0

_2—156z+_2—152y:
6 —8[ -5
—
8 6 [—15 8 6 1715

Por tanto, I(H) = {(3,3})}.
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Para determinar el angulo « del giro, consideremos el punto @ = (

el vector U = 1@ = (1,0). Entonces,
3 —4 —1 1 -9
5o (2o () (D
4 3 =1 1) |\ =z 1) \3 ]
5 5 2 i 10

cos(i, V) 3:> (ﬁ) arc cos 5
U0) = 90— = —2— = — a = (4,7) = ar - .
’ lall -flof] — 1-1 5 ’ 5

1
1
il

Para determinar el sentido de giro, representemos en una grafica los puntos P, Q, Q' y, por tanto,
los vectores u, U.

A la vista de esta figura, queda claro que el sentido de giro es el contrario a las agujas del reloj.
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2. (30) En el plano afin euclideo usual R?, con el sistema de referencia R = {O; B} usual, se considera la
conica az? + bxy +cy’> +dx +ey+ f = 0.

Ademés, en el sistema de referencia R' = {O’; B’} tal que

(),

2 N 2
se sabe que la conica anterior admite la expresion (“—) - (%) =—1.

Il
/N
[$2}[V%)
(S
gl Ol

En las condiciones expuestas,

a) (2.5) indica el tipo de conica considerada;

b) (7.5) determina, justificadamente, los elementos geométricos de la conica (ejes de simetria, centro,
vértices, focos, asintotas y directriz, caso de existir) en el sistema de referencia R’;

¢) (12.5) calcula los elementos geométricos de la conica (ejes de simetria, centro, vértices, focos, asin-
totas y directriz, caso de existir) en el sistema de referencia R;

d) (7.5) obtén la ecuacion de la conica en el sistema de referencia R.

Resolucién

N2 A 2
a) A partir de la expresion reducida (%) — (%) = —1, el signo del término independiente coincide
con el signo del término cuadréatico en y’ y es opuesto al signo del término cuadratico en z’. Por

tanto, podemos afirmar que la conica dada es una hipérbola cuyos vértices y focos estan situados
en el eje de ordenadas.

b) Por lo comentado en el apartado a), y ya que ¢ = 42+ 32 = 5, tenemos que los elementos
geométricos de la hipérbola, en el sistema de referencia R’, son

» vértices: Vi = (0,3)x y Vo = (0, —3)»;

= focos: F1 = (0,5)% y Fo = (0,—5)x/;

= centro: C = (0,0)x;

= ¢jes de simetria: 2’ = 0 (ordenadas) e y' = 0 (abscisas);
3.0 gl — =3

= asintotas: y' = y2’ ey’ = o'

¢) A partir de lo hecho en el apartado b) y del cambio de R’ a R (dado en el enunciado), tenemos que

= vértices:
AN ; ¥
5 5 .
5 5 R 5/ R 5/ R
3 4 1 11
5 5 0 5 =)
5 5 R 5/ R 5 /R
= focos:
AW 5 z
5 5 .
B=l_l 3 (5) i) Tl
5 5 R 5/ R 5/ R
3 4 1 —19
(5 3 0 5 (73 )\ .
5 5 R 5/ R 5 /R
= centro:
22\ (o 3 5
C=1 <0> ) T\
5 5 R 5/ R 5/ R



Para determinar las ecuaciones de los ejes de simetria y de las asintotas, usaremos el cambio de
sistema de referencia de R a R’, el cual deduciremos a partir del cambio de R’ a R.

O D60 =
(6.-(2)) =)
D00 DE) ~0.-( D6 ).

Por cierto, para la matriz inversa, necesaria en los célculos, se ha tenido en cuenta que ya fue
hallada en el ejercicio 1.
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A partir de aqui,
= ¢jes de simetria:

3 4
=0 = gx—gy—i—l:O = 3x—4y+5=0;

4 3
Yy =0 = gx-i-gy—l:O = 3x+4y—5=0;
= asintotas:

3 4 3 3/(3 4
= "a - —y—1l=-|-z—-y+1 + 24y — 35 = 0;
Y 4:C = 5x+ 5y 1 <5x 5y ) = Tz y — 35 = 0;

! _3x:>4x+3 1= 3 (3, 4+1 = 252 -5=0 = 5z —1=0
L 5P TRV T T T \5T T Y - -

d) Para obtener la ecuaciéon de la conica, en el sistema de referencia R, tenemos dos posibilidades.

4 3
(ii) Recurrir a la definicion de hipérbola: “Dados dos puntos distintos, Fy y Fs, denominados focos,
y una constante positiva 2a (menor que la distancia entre los focos), se llama hipérbola de focos
Fy y Fs y constante 2a, al lugar geométrico de los puntos P cuya diferencia de distancias a Fy
y Fo es 2a”.

A 2 N 2
(i) Aplicar a la expresion (‘”—) - (”—) = —1 el cambio de sistema de referencia de R a R'.

Veamos cada una de estas dos posibilidades.

(i) Ya que, segun se vio en el apartado c),

entonces
2

2 2 3 4 4 3 2
a’ v\ _ 525y t1 sTHsy -1y _
(- (0= () ()

2 2
3¢ — 4y +5 o+ 3y—5
<xQOy+> - (aH-15y> = 1= 93z — 4y + 5)> — 16(4x + 3y — 5)* = —3600 —

9(92” + 16y + 25 — 24xy + 30z — 40y) — 16(162 4 9y* + 25 + 242y — 402 — 30y) + 3600 = 0 =
—1752% — 600xy + 910z 4+ 120y 4 3425 = 0 = 3522 + 1202y — 182z — 24y — 685 = 0.

(ii) Consideremos un punto cualquiera P = (z,y) de R2. Ya que los focos estan situados en el eje

de ordenadas, debemos tomar a = 3. Por otra parte, sabemos que, en el sistema de referencia R,

los focos de la hipérbola vienen dados por F; = (%, 25—2) y Iy = (’519, ;8).

Entonces

21 22 19 8
P =t ) =0 = [ (= Zy=F) || (o e ) | [ -0 —



R R B

‘ Gz —21)7 + (5y — 222 /(5 + 19)% + (5y + 8)?

5 5

‘\/(595 212+ (5y — 222 — /(5 + 19)2 + (5y + 8)2) — 30.

A partir de aqui tendriamos que analizar dos casos, pues lo que hay en el interior del valor absoluto
puede valer 30 o —30. Haremos solo los célculos de la primera posibilidad, pues los de la segunda
son similares y llevan al mismo resultado (jhaganse esos célculos y véase que lo dicho es cierto!)

V(5 —21)2 + (5y — 22)2 — /(52 +19)2 + (5y + 8)2 = 30 =

V(5 —21)2 + (5y — 22)2 = /(52 + 19)2 + (5y + 8)2 + 30 —

(52 — 21)2 + (5y — 22)? = (\/(5x 1 19)2 + (by + 8)2 + 30)2 —

(52 — 21)% + (5y — 22)% = (52 + 19)® + (5y + 8)* 4+ 900 + 60+/(5x + 19)2 + (5y + 8)2 =
—4002—300y—400 = 60\/(5z 4 19)2 + (5y + 8)2 = 20z+15y+20 = —3+/(5z + 19)2 + (5y + 8)2 =
400z% + 225y + 400 + 6002y + 800z + 600y = 9 (2522 + 190z + 361 + 25y> + 80y + 64) =
17522 + 600zy — 910z — 120y — 3425 = 0 = 3522 4+ 120xy — 182z — 24y — 685 = 0.
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3. (40) En el espacio afin euclideo usual R*, con el sistema de referencia R = {O; B} usual, se consideran
las variedades afines

L1 ={(z1,22,73,24) ER* | 21 =1, 29 + 23 = 0};
Lo = {($1,$2,1‘3,$4) c R4 ‘ T =2, x3+ x4 = 2}.

En las condiciones expuestas,

1]

L o o

(8™

)
)
)
)
)
)

~

g
h)

(3) comprueba que £1 N Lo = @ (esto es, la interseccion de ambas variedades es vacia);

(4) expresa £1 mediante ecuaciones paramétricas;

(4) expresa Lo mediante ecuaciones paramétricas;

(3) halla un punto P € £ y un punto Q € Lo;

(7) expresa mediante ecuaciones cartesianas la variedad afin £ que contiene a Lo y es paralela a Lq;

(1) expresa mediante ecuaciones cartesianas la variedad afin £ (esto es, la variedad afin que pasa
por Py es ortogonal a £);

) (3) halla P = £+ N L;

(9) calcula d(P, P’), d(P,L) y d(£L1, La).

Resoluciéon

a)

Tanto £; como L, vienen dadas por ecuaciones cartesianas. Por tanto, para calcular £ N Lo
(esto es, la interseccion) bastara con hallar los puntos que satisfagan el sistema formado por las
ecuaciones de ambas variedades afines. Asi, tenemos que resolver el sistema

fEl:l
(£2+.’£3:0
.%'1:2
T3+ Ty =2

Es claro que las ecuaciones primera y tercera son incompatibles entre si, por lo que el sistema no
tiene solucion. Por tanto, £1 N Loy = ().

Para expresar £; mediante ecuaciones paramétricas, resolvemos el sistema formado por las ecua-
ciones cartesianas que definen a la variedad.
T = 1,
xr1 = 1 To = (¥
! == 2 ’ con a, B € R.
o +x3=0 T3 = —aq,
Ty = 57

Aligual que en el apartado anterior, para expresar £, mediante ecuaciones paramétricas, resolvemos
el sistema formado por las ecuaciones cartesianas que definen a la variedad.

371:2,
T =2 Ty = Q,
z3+x4_2}:> s = B, con a, B € R.
x4:27ﬁa

A partir de las ecuaciones paramétricas halladas en el apartado b), para obtener un punto P € £
hay que darle valores concretos a a y a 3. Por ejemplo, para a = 8 = 0, tendremos P = (1,0,0,0).

Igualmente, para obtener un punto Q € L5 hay que darle valores concretos a a y a 3 en las
ecuaciones paramétricas halladas en el apartado c¢). Por ejemplo, para o = § = 0, tendremos
Q@ =1(2,0,0,2).

Buscamos una variedad afin £ que contenga a Lo y sea paralela a £;. Para ello bastara tener en
cuenta que, si L1 =P+ Wy y Lo =Q + W, entonces £L = Q + W71 + Ws. Por tanto, necesitamos
determinar los subespacios vectoriales Wy y Ws.

A partir de las ecuaciones paramétricas halladas en los apartados b) y ¢), tenemos que



s L1 ={(1,0,—a,B) € R*| a, B3 € R} = (1,0,0,0) + {(0,, —, B) € R* | o, B € R} =
W1 ={(0,a,-a,8) e R*| a, 83 € R} = L ({(0,1,-1,0),(0,0,0,1)}).
= Lo ={(2,0,8,2—B) eR* | o, € R} = (2,0,0,2) + {(0,, 3,—B) € R* | o, B € R} =
Wy ={(0,a,8,-0) € R* | a, 8 € R} = L({(0,1,0,0),(0,0,1,—1)}).
Ahora bien,
W =W+ Wy ={w +ws | wy € Wy, wg € Wa} =
{(0, a1, —aq, B1) + (0, a2, B2, —f2) | a1, B1, 2, B2 € R} =
{(0,a1 + a, —ay + B2, B1 — B2) | o, 1, a2, B2 € R} =
L({(0,1,-1,0),(0,0,0,1), (0,1,0,0), (0,0, 1, —~1)}).

Por lo que necesitamos estudiar la independencia lineal de los vectores (0,1,—1,0), (0,0,0,1),
(0,1,0,0), (0,0,1,—1), que forman un sistema de generadores de W. Para ello consideramos la
ecuacion

a(0,1,-1,0) 4+ 6(0,0,0,1) + ¢(0,1,0,0) + d(0,0,1,—1) = (0,0,0,0),

de donde,
0=0 0 0 0 010 1 01 01]0
a+c=0 — 1 01 01]0 . . -1 0 0 110 .
—a+d=0 -1 0 0 110 0 1.0 —-1}0
b—d=0 0 1 0 —-1}0 0 00 010
1 01 010 1 01 010 1 0 0 —-110 a—d=0
001 110 . 0 1 0 —11]0 . 01 0 —-11]0 . b—d=0
01 0 —-11/0 0 01 110 00 1 1710 c+d=0
0 00 01O 0 00 01O 000 01O 0=0

A partir del ultimo sistema, es claro que solo hay tres vectores linealmente independientes. Ademaés,
ya que (a,b,c,d) = (1,1,—1,1) es una solucién del sistema,

(0,1,-1,0) + (0,0,0,1) — (0,1,0,0) + (0,0,1,—1) = (0,0,0,0) =
(0707 17 _1) = _(Oa la _170) - (0707()’ 1) + (Oa 13070)

Por tanto, podemos eliminar al vector (0,0,1, —1) del sistema de generadores de W, quedando que
{(0,1,-1,0),(0,0,0,1),(0,1,0,0)} es una base de W.

Por todos los calculos efectuados, tenemos que
L=Q+W = L ={(2,0,0,2) + «(0,1,-1,0) + 5(0,0,0,1) +4(0,1,0,0) | o, B,y € R},

de donde £ viene dado por las ecuaciones paramétricas

$1:27

To = o+,

s = —a, con o, 3,7 € R.
$4:2+ﬂ,

Como tenemos que expresar £ mediante ecuaciones cartesianas, analizaremos las paramétricas
considerando «, 3,y como incognitas y x1,x2, s, T4 como pardmetros (o sea, nos preguntamos
para qué valores x1, 9,23, x4 es posible encontrar valores «, 3,7 de forma que se satisfagan las
paramétricas).

Empleando eliminacién gaussiana sobre la matriz ampliada asociada,

0=z;—2 0 0 0f|xzy—2 1 0 1 o
o+ =2x9 1 0 1 To 1 0 0 —x3
0= e 10 0| —us — ... 01 0|ax4—2 — .=
B=x4—2 0 1 0|xs—2 0 0 0f|x1—2
1 0 0 —x3 1 0 O —x3 o= —x3
0 1 0fxg—2 01 0f xz4—2 B=x4—2
10 1| o | 7100 1|aetas| y=aotay [
0 0 0fxy1—2 00 O0f x1—2 0=z —2

llegamos a un sistema que serd compatible si, y solo si, se verifica la condicién z; — 2 = 0.

Por tanto, podemos concluir que £ viene determinado por la ecuacién cartesiana xy = 2.



f)

Para encontrar la variedad afin £3, calcularemos previamente W+ siendo W el subespacio vectorial
asociado a £ y que fue determinado en el apartado anterior.

Como {(0,1,-1,0),(0,0,0,1),(0,1,0,0)} es una base de W, entonces (teniendo en cuenta que
consideramos el espacio afin euclideo usual R*)
<(£L’1, x2,T3, $4), (07 1, 713 O)> =0
Wl = (1'1,1'27373,(,64) €R4 <(5C1,1’2,.I‘3,ZE4),(0,07071)> =0 -
<<$1,l‘2, 1’3,.’134), (07 17070)> =0

WJ' = {($1,x2,$3,$4) €R4 | o —x3 =0, x4 =0, x4 :O} -

W ={(z1,22,25,24) ER* | 22 =0, 23 =0, 24 =0} = {(c,0,0,0) | « € R}.

Puesto que £5 pasa por P = (1,0,0,0) y tiene a W+ = {(,0,0,0) | & € R} como subespacio
vectorial asociado, entonces L# viene dado por la ecuaciones paramétricas

1 =14+a,

x9 =10

2 ’ con a € R.
z3:0,

x4 =0,

Y, por tanto, £3 viene dado por la ecuaciones cartesianas

.%‘220
l‘3:0
1‘4:0

Para hallar P’ = £ N £ basta tener en cuenta que P’ debera satisfacer tanto las ecuaciones
cartesianas de £ como las de L3, es decir, P’ debe ser solucién del sistema formado por las
cartesianas halladas en los apartados e) y f):

l‘1:2
Z‘QZO
1‘3:0
1’4:0

Es evidente que este sistema tiene una tnica solucién: P’ = (2,0,0,0).

Sabiendo que P = (1,0,0,0) y P’ = (2,0,0,0), entonces (teniendo en cuenta que consideramos el
espacio afin euclideo usual R?)

—
d(P, P') = |[PP'|| = |(2,0,0,0) = (1,0,0,0)[ = [[(1,0,0,0)]| = V12 + 02 +- 02 +- 02 = 1.

Para hallar d(P, L), recordemos que d(P,£) = d(P,pz(P)) y que pg(P) = £$ N L. Pero, por el
apartado g), sabemos que £5 N L = P’. Asi podemos concluir que

d(P, L) =d(P,ps(P)) =d(P,LsNL)=d(P,P') =1.

Finalmente, para hallar d(£q,£3), recordemos que, si £; = P+ Wy y L2 = Q + Wa son dos
variedades afines que no se cortan, entonces se verifica que

d(L1,L2) =d(P, L),
donde £ = Q + (W1 + Ws) es la variedad que contiene a Ly y es paralela a £1. Pero estas son,
precisamente, las condiciones en la que estamos, pues

= por los calculos realizados en los apartados b), ¢), d) y e), tenemos identificadas completamente
las expresiones L1 = P+ W; y Lo = Q + W> (es decir, conocemos los puntos Py @, asi como
los subespacios vectoriales Wy y Wa);

= por el apartado a), podemos asegurar que las variedades afines £1 y £ no se cortan;

= en el apartado e) se ha determinado la variedad afin £ que contiene a L5 y es paralela a L.

Por consiguiente, deducimos que

d(L1, L2) = d(P, L) = 1.
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