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Responde, justificadamente, a cada una de las siguientes cuestiones.

1. (25) En el espacio vectorial euclideo usual R?, se considera el subespacio vectorial Y dado por las ecua-
ciones cartesianas
20 +y — 2z = 0}

z4+2y+2=0

a) (5) Halla una base ortonormal de By de Y.
b) (5) Comprueba que By = {(1,1,0),(1,0,—1)} es una base de Y*.
¢) (8) Aplicando el método de Gram-Schmidt a Bs, halla una base ortonormal de Y.
d) (3.5) Halla la proyeccion ortogonal sobre Y del vector v = (1,1,1).
) (

e) (3.5) Halla la proyeccion ortogonal sobre Y+ del vector v = (1,1,1).

Resoluciéon

Como trabajamos en el espacio vectorial euclideo usual R3, el producto escalar considerado es

(1,91, 21), (T2, Y2, 22)) = T122 + Y1y2 + 2122, V(21,91 21), (T2, Y2, 22) € R3.

a) Para hallar una base del subespacio vectorial Y, primero vamos a determinar los vectores que
lo forman. Para ello resolveremos el sistema formado por las ecuaciones cartesianas, para lo que
aplicaremos eliminacién gaussiana ala matriz ampliada asociada.
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Por tanto, tenemos que Y = {(A, =X, A) | A € R}. Asi es claro que B = {(1,—1,1)} es un sistema
de generadores de Y que, ademds, estd formado por vectores linealmente independientes'. En
conclusion B = {(1,—1,1)} es una base de Y.

Finalmente, como nos piden una base ortonormal, tenemos que dividir (1, —1,1) por su norma. Ya
que |[(1,—1,1)|| = v/3, entonces

- {(H a2 529))

es una base ortonormal de Y.

b) Por definicion Y+ es el conjunto de vectores de R® que son ortogonales a Y. Por tanto, para
determinar si un vector (z,y, z) pertenece a Y+ basta con comprobar si

<(.’E, Y, fE), (]—a _]—v 1)> =0.
Asi, Y viene determinado por la ecuacién cartesiana,

r—y+z2=0.

1Recordemos que todo vector no nulo es siempre linealmente independiente.



Resolviendo esta ecuacion cartesiana, es claro que los vectores de Y+ son de la forma

x At 1 1
y| = A =A|1]4+p|l 0|, VA, ueR.
z —l 0 —1

De aqui podemos asegurar que By = {(1,1,0),(1,0,—1)} es un sistema de generadores de Y.
Ademés, ya que B es conjunto de vectores linealmente independientes?, entonces concluimos que
B> es una base de Y+.

Veamos otro modo de contestar a este apartado. Como Y es un subespacio complementario de Y’
en R?, tenemos que dim(Y) + dim(Y+) = dim(R?). Por tanto, a partir del aparatado anterior,

dim(Y?t) = dim(R?) — dim(Y) =3 -1 = 2.

Ahora bien, ya que los vectores (1,1,0),(1,0,—1)
= son linealmente independientes, como ya se indicé anteriormente,
= pertenecen a Y+ por ser ortogonales a (1, —1,1),

entonces podemos asegurar que By = {(1,1,0), (1,0, —1)} es una base de Y.

Consideremos u; = (1,1,0) y us = (1,0, —1). Para hallar una base ortogonal {vi,ve} de Y,
aplicamos el método de Gram-Schmidt:

"V =U = (1,1,0).

= v =us+a-v; =(1,0,—-1) +a(1,1,0) = (1 + a, 0, —1) de forma que (v9,v1) = 0. Asi,

~1 1 -1
(1+aa,-1),(LL0)=0=1+20=0=a= - == (2,2,1>.

Por tanto, {(1, 1,0), (%, _71, 71)} es una base ortogonal de Y.

Ahora, para obtener una base ortonormal de Y basta con normalizar los vectores de la base
anterior.

@ lorl = 10,10 = V2= (5,

%
= el = (3,5 -1 = 7:»(%,;—;77; (f =5, =5).
V2 V2 ) (VB V6 V6
2727 6 6 ~ 3

Concluimos que

(=)

es una base ortonormal de Y+.

Para este apartado, y el siguiente, tendremos en cuenta que, si pU( ¥) € U es la proyeccion ortogonal
de un vector ¥ sobre un subespacio vectorial U, entonces @ = ¥ — py (¥) es ortogonal a U, tal como

se aprecia en el siguiente esquema.
/ W =7 — py ()

—

pu (V)

En este apartado, como queremos calcular py (1, 1,1), entonces:

= py(1,1,1) €Y = py(1,1,1) = a(l,-1,1);

= W=(1,1,1) —py(1,1,1) LY = (&, (1,-1,1)) =0=((1,1,1) — py(1,1,1),(1,—-1,1)) = 0.
Combinando ambas expresiones, y operando adecuadamente,

((1,1,1) —a(1,-1,1),(1,-,1)) =0= (1 —a,1+a,1 —a),(1,-1,1)) =0 =

1 1 —-11
(I-a)=(1+a)+(1-a) 3a=0=a 3:>pY(a :1) (37 373>

20Observemos que ninguno de los dos vectores es multiplo del otro.



e) A partir de lo comentado en el apartado anterior, para calcular py-1 (1, 1,1), tenemos que
= py(1,1,1) €Y+ = pyi(1,1,1) = a(1,1,0) + b(1,0, —1);

(w,(1,1,0)) =0 } N

. = (1,1,1) - L1,1) Lyt=
#=0L1) ~py(LLL) (,(1,0,-1)) = 0

((1,1,1) — py2(1,1,1),(1,1,0)) =0 }
<(17171)_pYL(laL]—)V(l?Oa_l» =0 .

De nuevo, combinado las expresiones anteriores, y operando adecuadamente,
((1,1,1) — a(1,1,0) — b(1,0,-1),(1,1,0)) =
<(17171)_a(]-v]-?O)_b(]-vO?_]-) (]- 0 1)> 0

(1-a—-b1-a,14+b),(1,1,0)) =0 2-2a—b=0 a=%,
(1—a—b1—a,1+b),(1,0,—1)) }:> } { _

I
o

Por tanto, py+(1,1,1) = 5(1,1,0) — 2(1,0,-1) = (2,3, 3).

d/e) Los apartados d) y e) se pueden hacer de manera conjunta teniendo en cuenta que, por los apartados

a) y c), una base ortonormal de R3 es

pod (V3 ZV3 V3) [v2 V2 ) (V6 V6 —V6
3 ) 3 ) 3 ) 2 ) 2 ) ) 6 ) 6 ) 3 )
siendo el primer vector de Y y los dos restantes de Y.

Ahora bien, si denotamos por u; = (%,‘Tﬁ,g), Uy = 7,—,0), us = (%,%,‘T‘/@),

2
entonces (por la ortonormalidad de B) se verifica que v = (1,1,1) = a-uy +b-us + ¢ - uz con
a = (v,u1), b= (v,u2) y ¢ = (v,us3). Operando, a = ?, b=V2yc= i , de donde

(P L) (£ ().

Para acabar, teniendo en cuenta que a-u; € Y y que b-us + ¢ - uz € Y+, concluimos que
Pl == (50 0) = (3.30)5

2(4.98.0) - (ﬁ;ﬁ% = (43

lpyl(l,l,l):b'UQ+C'U3— 6 ) 3

Por cierto, y como no puede ser de otro modo, los vectores py (1,1,1) y py+ (1,1, 1) son ortogonales
entre si.

& -&-&-&-&-&-& - &



2. (25) En el espacio vectorial real usual R3, se considera la aplicacion lineal T' definida por la matriz

-1 - 2
3 3 3
w=|2 3 2
2 -2 -1
3 3 3
con respecto a la base canoénica de R3.
a) 3) Uy = {u ER3 | T(u) = u} es un subespacio vectorial de R?, ;por qué?
b) (5.5) Halla una base del subespacio vectorial Uj.
¢) 3 Uz ={ueR?|T(u) =—u} es un subespacio vectorial de R3, ;por qué?
d) (5.5) Halla una base del subespacio vectorial Us.
e) (8) Halla la matriz asociada a T con respecto a la base B = {(1,-1,1),(1,1,0),(1,0,—1)}.
Resolucion

a) Para comprobar que U; es un subespacio vectorial de R3, consideremos u, v dos vectores cualesquiera
de Uy (estoes, T(u) =uwy T(v) =v) y A un namero real cualquiera.

= Ya que T es lineal, T'(u) = u y T(v) = v, entonces
Tu+v)=T(u)+Tw) =u+v=>u+veU.
= Ya que T es lineal, T(u) = u y A es un namero real, entonces
T(Au) = AT(u) = Au = \u € Uy.

Por tanto, U; es un subespacio vectorial de R3.

b) Para hallar una base de U; hemos de tener en cuenta que T'(u) = Mu. Por tanto, si u = (z,y, 2),

entonces
-1 -2 2 1
3 3 3 T " —3r-jytii=2
Tu)=ue Mu=u& _72 _71 _72 yl=1y]| & —%x—fy—fz_y R

2 -2 -1 z z 2 2 1, _
3 3 3 3T —3Y—3x==<

4

—gr—3y+32=0 204+y—2=0

—2z—%y—2z= & r+2y—2=0

2x—7y z—O r—y—22=0

Teniendo en cuenta que la tercera ecuacion es la diferencia entre la primera y la segunda, el sistema

anterior es equivalente al sistema
2r4+y—2=0
r+2y—z2=0

que es el mismo que se resolvio en el apartado a) del ejercicio 1. Por tanto, una base de U es

By ={(1,-1,1)}.

¢) Para comprobar que Us es un subespacio vectorial de R3, consideremos u, v dos vectores cualesquiera
de Uy (esto es, T(u) = —u y T(v) = —v) y A un ntumero real cualquiera.

= Ya que T es lineal, T'(u) = —u y T(v) = —v, entonces
Tu+v)=Tw) +TWw)=-u—v=—(utv)=u+v e U.
= Ya que T es lineal, T(u) = —u y A es un namero real, entonces

T(Au) = AT (u) = AM—u) = —(A\u) = Au € Us.

Por tanto, Us es un subespacio vectorial de R3.



d) Como en el apartado b), para hallar una base de Uz tendremos en cuenta que T(u) = Mu. Por
tanto, si u = (z,y, z), entonces

e NN VO W Yo
Tw)=-ueMu=-us | F F F yl=(-v]|e “2e-ly-2:=—y b o
% %2 %1 : —F %l‘—%y—%z:—z
%x—%y—t—%z:O r—y+z=0
“2rx+2y—22=0 ;& —a+y—2=0
20— 2y+2:=0 T-y+z2=0

Teniendo en cuenta que la segunda ecuacion es la opuesta de la primera y que la tercera es igual a
la primera, el sistema anterior es equivalente al sistema de una ecuacién

r—y+2=0,

que es la misma que se resolvio en el apartado b) del ejercicio 1. Por tanto, una base de Us es
By ={(1,1,0),(1,0,—1)}.

e) Para hallar la matriz de T con respecto a la base B = {(1,-1,1),(1,1,0),(1,0,—1)}, podemos
recurrir a la expresion M (T, B) = M(C,B)M(T,C)M (B, C), siendo
= M(T,C) = M la matriz dada en el enunciado;
= M(B,C) la matriz de cambio de la base B a la base canoénica,
= y M(B,C) la matriz de cambio de la base canodnica a la base B.

Para hallar M (B,C), tomamos (r,y,z)p un vector cualquiera de R® expresado en la base B.
Entonces, ya que (1,—-1,1),(1,1,0), (1,0, —1) estan expresados en la base canonica,

T 1 1 1 T+y+=z 1 1 1 T
y| =z|-1] +y|1] +2| O =| —z+4+y =|-1 1 0 Y
Z)pg 1/ 0/ -1/ r—z ). 1 0 -1 Z)g

Por tanto, la matriz que nos permite cambiar de la base B a la base canénica es

1 1 1
M(B,C)=|-1 1 0
1 0 -1

Ahora, ya que M(B,C) y M(C,B) son una la matriz inversa de la otra, para calcular M(C, B)
hallaremos la inversa de M (B, C') mediante eliminaciéon gaussiana.

1 1 1 | 100 1 1 1 | 1 00
11 0 | 010|=(0 2 1 ] 1 10|
1 0 -1 ] 00 1 0 -1 -2 | -1 0 1
11 1 1 00 111110 0
0 -1 -2 | =10 1]=l012 ] 10 —1|-
0 2 1 1 10 021 |11 0
111 1] 10 0 11 1 | 1 0 0
01210 —-1]=(0o1 2 | 0 —1|—
021 |11 0 00 -3 | -1 1 2
1111 0 0 1101 3 5 3
0 1 1 0 -1)—=Jo 10| i 2 L1l
00113 3 F 001 | 5 F F

o O =
o~ O
— O O
I W= o=
w“ w\moa"
-
w‘[‘\jwh—tw\H



Por tanto, la matriz de cambio de la base canénica a la base B es

M(C,B) =

QoI Qo= Lol

CAJ“ w\ww‘
—

w | W= W=
st

Finalmente, por la igualdad M (T, B) = M(C, B)YM(T,C)M (B, C) dada al inicio del apartado,

-1 -2 2
L2 N (F F B\
R A I E N
1 -1 =2 _
3 3 3 2 2 2 1 0 -1
: F 4 1 -1 -1 1 0 0
1 2 1 —
1 -1 -2 1 0 1 0 0 -1
3 3 3

El resultado obtenido no debe extranarnos. De hecho, este apartado se podia haber resuelto méas
rapidamente teniendo en cuenta que B = {(1,-1,1),(1,1,0),(1,0,—1)} esta formada por vectores
de Uy (el primero) y Us (el segundo y el tercero), por lo que

» T(1,-1,1) = (1,-1,1) = T(1,0,0)5 = (1,0,0)5;
= T(1,1,0) = (—1,-1,0) = —(1,1,0) = T(0,1,0)5 = (0, —1,0) 5;
= T(1,0,—1) = (-1,0,1) = —(1,0,—1) = T(0,0,1) 5 = (0,0, —1) .

& -&-&-&-&-&-&-&



3. (25) En el espacio vectorial real euclideo usual R3, se considera la aplicacién lineal T definida por la

matriz
=1 =2 2
3 3 3
— | =2 =1 =2
M = 3 3 3
2 -2 =1

con respecto a la base canénica de R3.

a
b

) (3.5) T una transformacion ortogonal, ;jpor qué?
)

¢) (6) Determina los vectores de R? cuya imagen por T son ellos mismos.
)
)

(2) T es una transformacion ortogonal ;propia o impropia?

d) (6) Determina los vectores de R? cuya imagen por T son sus opuestos.

e) (7.5) ;Qué tipo concreto de transformacion ortogonal es T7

Resoluciéon

a) Puesto que

= la aplicacion lineal T estd definida por la matriz M con respecto a la base canénica de R?,
= la base canénica es una base ortonormal de R?,

entonces, para asegurar que 7' es una transformacién ortogonal, nos bastard con comprobar que
M~1 = MT. Veamos que esto es asi. Por cierto, al ser M simétrica, se verifica que M7 = M.

-1 =2 2 =1

3 3 3 3

T _ pmT. — | =2 =1 =2 =2

M-M"=M"-M= |3 3 5 5

-2 =1 2

3 3 3

-2 2

3 3 1
-1 =2\ _

3 3 - 0
=2 =1 0
3 3

wiro
o = O
— O O

Puesto que M - MT = M7 . M = I3, tenemos que M ' = M7 y, al estar M dada con respecto
a la base canonica (que es una base ortonormal), podemos afirmar que T es una transformacion
ortogonal en R3.

b) Para determinar si T es propia o impropia, hallamos su determinante.

2

> 1 8 8 44 4N 15 12

7: ———1———'—— - - — — —_ = — — _— :1
. 27 27 27 27 27 27 27 27

3

Por consiguiente T es una transformacion ortogonal directa.

[y
[ V)

det(M) =

| ‘\
‘l "—“ “
[}

¢) En este apartado nos piden hallar los vectores u de R? tales que T'(u) = u. Ahora bien, ya que M
es la misma matriz que la del ejercicio 2, podemos aprovechar los calculos del apartado b) de dicho
ejercicio para afirmar que

Tu)=usu=(a,—a,a), Va € R.

d) En este apartado nos piden hallar los vectores u de R? tales que T'(u) = —u. En este caso podemos
aprovechar los célculos del apartado d) del ejercicio 2 para afirmar que

Tu)=—-u<su=(a+8,a,—p), Yo, B € R}.

8N
~

A partir de los apartados anteriores, tenemos que 7' es una transformaciéon ortogonal que

= deja fijos a los vectores de la recta R generada por el vector (1,—1,1);
= cambia de sentido a los vectores del plano P generado por los vectores (1,1,0) y (1,0,—1).

Como los vectores (1,1,0) y (1,0, —1) son ortogonales al vector (1, —1,1) (esto ya se comprobé en
el apartado b) del ejercicio 1), podemos afirmar que T es un giro alrededor de la recta R con angulo
de giro igual a 7 radianes.

&-&-&-&-&-&-&-&



4. (25) Sea la matriz

-1 =2 2

3 3 3

— | =2 =1 =2
A= 3 3 3
2 =2 -1

3 3 3

con respecto a la base canoénica de R3.

a) (5) La matriz A es diagonalizable, tanto por semejanza como por semejanza ortogonal, jpor qué?
b) (15) Diagonaliza la matriz A por semejanza ortogonal.
¢) (5) Calcula A2022,

Resolucion

a) Puesto que A es simétrica, podemos asegurar que es diagonalizable tanto por semejanza (es decir,
existe una matriz P invertible tal que A = P - D - P~! con D diagonal) como por semejanza
ortogonal (esto es, existe una matriz ortogonal @ tal que A = Q-D-Q ' =Q-D-Q% con D
diagonal).

b) Puesto que la matriz A es la matriz M de los ejercicios 2 y 3, podemos aprovechar los calculos
realizados en ellos para hallar una diagonalizacion de A por semejanza ortogonal.?

En primer lugar, podemos asegurar que

" Uy = (§7 _T‘/g, ?) es un vector propio de A con valor propio A\; = 1 (o sea, Au; = uy);
Uy = (727 g, O) es un vector propio de A con valor propio Ay = —1 (o0 sea, Aus = —us);
" U3 = (?67 _TG, _T\/g) es un vector propio de A con valor propio A3 = —1 (o sea, Aug = —us).

Ademas, siendo

V3 V2 6
3 2 6

Q=(u | w | w)=|=2 ¢ =

V3 -6

w0 =

la matriz formada por wuy, us y uz por columnas, entonces
A- Q =A (u1 | u2 | ’LL3) = (Au1 ‘ A’LLQ ‘ Au;g) = (Ul ‘ —U2 | —’LLg) =

1 0 0 1 0 0
(ul | w2 | U3) 0 -1 0|=@Q-D, cooD=]0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1

Ahora bien, ya que (notando por I3 a la matriz identidad de orden 3 x 3)

VB VZ VBN /VE V3 VBN VB V2 VBN /V3 —VEB 3
3 2 6 3 2 6 3 2 6 3 3 3
0T = | =8 2 -6 -3 2 6|l | =8 V2 =6 2 V2
QQT=|= ¢ 2 A= L E E 0=k
V3 0 =6 V3 0 =6 V3 0 =—=Y6/\v6 =—v6 -6
3 3 3 3 3 3 6 6 3
tenemos que Q' = QT por lo que Q es ortogonal. Ademas,
AQ=Q-D=A=Q-D-Q'=Q-D-Q",
es decir, una diagonalizacién de A por semejanza ortogonal viene dada por
V3 ¥2 V6 V3 =V3 V3
3 2 6 1 0 0 3 3 3
_ T _ | =3 2 -6 2 2
A=Q-D-QT= |5 g SR |0 210 g0
oo =) \0 0“1\ -6 -vE
3 3 6 6 3

3Por supuesto, este apartado se puede resolver sin tener en cuenta lo hecho en los ejercicios 2 y 3. Esto es, se resolveria la
ecuacion caracteristica asociada a A para ver que sus valores propios son A; = 1 simple y A2 = —1 doble. A continuacibn,
hallariamos los espacios propios Uy y Uz asociados a cada uno de estos valores (esto es, lo hecho en los apartados b) y d) del
ejercicio 2). Por altimo, teniendo en cuanta que el vector propio asociado a A1 = 1 es ortogonal a los vectores propios asociados
a A2 = —1, aplicariamos el método de Gram-Schmidt a una base de Uz (tal como se hizo en el apartado c) del ejercicio 1) para
llegar a obtener una base ortonormal de R? que permita dar la expresién de la diagonalizacién de A por semejanza ortogonal.



¢) A partir del apartado anterior,
A2022:(Q.D.QT)2022:Q.D.QT.Q.D.QT...Q.D.QT.Q.D.QT:
Q-D-I3-D-I3---Is-D-I5-D- Q' =Q-D-D---D-D-QF =Q - D*2. Q7.

Ya que
1 0 o\"™ /12022 0 0 100
D2 =10 -1 0 =1 0 (-1)%022 0 =10 1 0f=1Is,
0 0 -1 0 0 (—1)2022 00 1

podemos concluir que

A2022:Q'D2022'QT:Q'I3'QT:Q'QT:I3-

Para acabar, podemos observar que, gracias al ejercicio 3, sabemos que A representa un giro de 7
radianes en R? (con respecto a una cierta recta). Por tanto, siempre que apliquemos A un niimero
n par de veces, obtendremos un giro de 2n7 radianes, esto es, todos los vectores de R? se quedaran
fijos por “haber dado vueltas completas’. Consecuentemente, A™ = I3 siempre que n sea un entero
par, en particular cuando n = 2022.
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