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Resumen

En este Trabajo de Fin de Master se realiza un estudio comparativo de la estruc-
tura causal y de los horizontes en soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein con
simetria esférica y estaticas. Se analizan los casos de Schwarzschild, Reissner—Nordstrom,
Schwarzschild—-De Sitter y Anti-de Sitter y Reissner-Nordstrom—Anti-de Sitter.

A lo largo del trabajo se exponen los fundamentos tedricos de la Relatividad Gene-
ral necesarios para el desarrollo de este trabajo, se derivan de forma explicita las métricas
correspondientes y se estudia la naturaleza de los horizontes como fronteras causales. Se
enfatiza el papel de la constante cosmologica y de la carga eléctrica en la modificacion de
la estructura geométrica. Finalmente, se comparan las diferencias fisicas entre agujeros
negros y modelos cosmologicos, resaltando la relevancia de estos resultados en la fisica
teodrica y astrofisica moderna.

Abstract

This Master’s Thesis presents a comparative study of the causal structure and
horizons in exact spherically symmetric and static solutions of Einstein’s equations. We
analyze the Schwarzschild, Reissner—Nordstrom, Schwarzschild—de Sitter y Anti-de Sitter
Reissner—Nordstrom—Anti-de Sitter. metrics.

The theoretical framework of General Relativity is reviewed, the metrics are ex-
plicitly derived, and the horizons are studied as causal boundaries. Special attention is
paid to the role of the cosmological constant and the electric charge in modifying the geo-
metry. Finally, the differences between black hole and cosmological models are compared,
highlighting their relevance in modern theoretical physics and astrophysics.
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1. Introduccion

La formulacion de la Relatividad General por Albert Einstein en 1915 supuso
una profunda transformaciéon en la comprension de la interaccion gravitatoria y marcod el
nacimiento de una nueva descripcion geométrica del espacio-tiempo. Frente a la concepcion
newtoniana de la gravedad como una fuerza que actia instantaneamente entre cuerpos
materiales, la teoria de Einstein marca un nuevo enfoque en el que interpreta la gravedad
como una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo producida por la presencia
de materia y energia. De este modo, el movimiento de las particulas y de la radiacion
queda determinado por la geometria del espacio-tiempo, mientras que dicha geometria
evoluciona de acuerdo con las ecuaciones de campo de Einstein [1].

La capacidad predictiva de esta teoria ha sido confirmada experimentalmente en
numerosas ocasiones. Entre sus principales éxitos se encuentran la explicacion de la prece-
sion anoémala del perihelio de Mercurio, la desviacion gravitatoria de la luz, el corrimiento
gravitacional al rojo, la existencia de agujeros negros y la reciente deteccion directa de
ondas gravitacionales. Asimismo, la Relatividad General constituye el fundamento tedrico
de la cosmologia moderna y permite describir la evoluciéon dinamica del universo a gran
escala.

Uno de los aspectos més relevantes de la teorfa es la existencia de soluciones exac-
tas de las ecuaciones de Einstein. Estas soluciones representan diferentes geometrias del
espacio-tiempo compatibles con determinadas distribuciones de materia y energia, y per-
miten estudiar fenémenos fisicos de enorme interés tanto desde el punto de vista matema-
tico como fisico. Entre ellas, las soluciones con simetria esférica ocupan un lugar especial-
mente destacado debido a la considerable simplificaciéon que esta simetria introduce en las
ecuaciones de campo. Bajo hipdtesis adicionales, como la estaticidad, el problema puede
reducirse a la determinaciéon de un nimero reducido de funciones de una coordenada ra-
dial. Esta simplificacién permite obtener soluciones exactas y estudiar de manera explicita
propiedades geométricas y causales del espacio-tiempo, entre ellas la posible aparicion de
horizontes.

La primera solucién exacta de vacio con simetria esférica fue obtenida por Karl
Schwarzschild en 1916 [2]. La solucion de Schwarzschild constituye el ejemplo mas sencillo
de agujero negro. En este caso aparece un horizonte de sucesos en » = 2M, mientras que
r = 0 corresponde a una singularidad fisica de curvatura. El estudio de esta solucién pro-
porciona asi el punto de partida para analizar posteriormente geometrias més complejas
obtenidas mediante la incorporaciéon de nuevos parametros fisicos.

Posteriormente, Hans Reissner y Gunnar Nordstrom generalizaron esta solucion
incorporando la presencia de carga eléctrica. La solucion de Reissner—Nordstrom presenta
una estructura de horizontes mas compleja que la solucién de Schwarzschild, cuya natura-
leza depende de la relacion entre la masa y la carga. Segun los valores de estos parametros,
pueden aparecer dos horizontes distintos, un tinico horizonte degenerado o la ausencia de
horizontes. El caso en el que los dos horizontes coinciden recibe el nombre de caso extre-
mal y constituye la situacion limite entre las configuraciones con dos horizontes y aquellas
en las que estos desaparecen. Esta soluciéon introduce, por tanto, el concepto de extrema-
lidad que desempenara un papel fundamental en el analisis posterior de la soluciones de
Schwarzschild-de Sitter y de Reissner—Nordstrom Anti-de Sitter.

Otra generalizaciéon natural de las ecuaciones de Einstein consiste en introducir la
constante cosmologica A. Aunque este término fue incorporado originalmente por Einstein
en un contexto cosmologico, actualmente desempena un papel fundamental en el estudio



de diferentes soluciones de las ecuaciones de campo. En ausencia de materia, las soluciones
maximalmente simétricas de las ecuaciones de Einstein son el espacio de De Sitter para
A > 0 y el espacio Anti-de Sitter para A < 0. Ambas soluciones presentan propiedades
geométricas y causales diferentes. En las coordenadas estaticas, el espacio de De Sitter
presenta un horizonte cosmolégico que limita la region en la que un observador puede
enviar senales causales a otro. Por el contrario, el espacio Anti-de Sitter puro no presenta
un horizonte cosmoldgico y posee una estructura asintotica diferente.

La incorporacion simultdnea de masa, carga eléctrica y una constante cosmologica
negativa conduce finalmente a la solucion de Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter. Esta so-
lucion retine los distintos ingredientes introducidos progresivamente en los casos anteriores
y constituye el objeto principal de estudio de este trabajo. La presencia conjunta de los
parametros asociados a la masa, la carga eléctrica y la constante cosmologica da lugar a
una estructura de horizontes cuya naturaleza depende de la relacion existente entre ellos.

Un aspecto especialmente relevante en este trabajo es el concepto de extremalidad.
Matematicamente, esta situacion corresponde a la aparicién de una raiz degenerada de la
funcién métrica. El estudio de las condiciones bajo las cuales se produce esta degeneracion
permite determinar los valores de los parametros que separan las distintas configuraciones
posibles y constituye una parte central del anélisis desarrollado en este trabajo.

El concepto de horizonte desempena un papel central en el estudio de estas solu-
ciones. En las métricas estaticas y esféricamente simétricas, la localizacion de los posibles
horizontes puede estudiarse a partir de los ceros de la funcion métrica f(r). El andlisis
de sus raices permite determinar el ntimero y la posicion de los horizontes y estudiar
cémo estas propiedades se modifican al introducir sucesivamente la carga eléctrica y la
constante cosmologica. Este procedimiento resulta especialmente relevante en la solucion
de Reissner Nordstrom Anti de Sitter. En este caso, las configuraciones extremales co-
rresponden a la aparicion de una raiz degenerada r = r. de la funcién métrica, por lo
que satisfacen simultaneamente las condiciones f(r.) = 0, f’(r.) = 0. Cuando dos raices
simples de la funciéon métrica coinciden, el cero resultante es una raiz degenerada. En
particular, si 7 = r. es una raiz doble, la funcién métrica puede escribirse localmente en la
forma f(r) = (r —r.)?g(r), donde g(r.) # 0. Por tanto, tanto la funcién como su primera
derivada se anulan en r = r., dando lugar a las condiciones anteriores las cuales, propor-
cionan un criterio para determinar los valores criticos de los parametros de la soluciéon y
distinguir las diferentes configuraciones de horizontes.

El objetivo principal de este Trabajo Fin de Méster es estudiar la estructura de
horizontes de la solucion de Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter, prestando especial aten-
cion a la determinacion de sus condiciones de extremalidad. Para alcanzar este objetivo
se analizaran previamente distintas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein con
simetria esférica, introduciendo de forma progresiva los diferentes parametros fisicos que
intervienen en la solucién final.

En primer lugar, se estudiara la soluciéon de Schwarzschild como caso basico carac-
terizado por el parametro de masa. En segundo lugar, la incorporaciéon de carga eléctrica
conduciré a la solucion de Reissner-Nordstrom, donde aparece el concepto de extremalidad
mencionado anteriormente. Por otra parte, la introduccién de la constante cosmologica
permitira analizar los espacios de De Sitter y Anti-de Sitter, asi como las correspondientes
soluciones de Schwarzschild-(Anti)-de Sitter . Finalmente, estos elementos se combinaran
en la solucion de Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter. Para esta geometria se estudiara
la ecuacion que determina la posicion de los horizontes, las condiciones que conducen
a configuraciones extremales y la dependencia del niimero de horizontes respecto de los



parametros de la solucién. De este modo, las soluciones consideradas previamente servi-
ran como casos progresivamente mas complejos que permitiran interpretar los resultados
obtenidos para Reissner Nordstrom Anti-de Sitter.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presentan los
fundamentos geométricos y fisicos de la Relatividad General necesarios para el desarrollo
posterior, prestando especial atencion a las ecuaciones de Einstein, la constante cosmolo-
gica y los conceptos relacionados con los horizontes y la estructura causal. En el Capitulo
3 se estudia la solucion de Schwarzschild, que constituye el punto de partida para el anali-
sis de las soluciones estéticas y esféricamente simétricas consideradas posteriormente. En
el Capitulo 4 se incorpora la carga eléctrica mediante la solucion de Reissner-Nordstrom,
analizando sus singularidades y su estructura de horizontes, incluido el caso extremal. En
el Capitulo 5, se introduce la constante cosmoldgica y se analizan los espacios de De-Sitter
y Anti-de Sitter, asi como las soluciones de Schwarzschild-de-Sitter y Schwarzschild-Anti-
de Sitter, con el objetivo de estudiar la influencia del signo de la constante cosmologica
sobre la aparicién y naturaleza de los horizontes. Estos resultados proporcionan la base
para el Capitulo 6, dedicado a la solucién de Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter. En este
capitulo se estudian las condiciones de extremalidad, el nimero de horizontes y la depen-
dencia de estas propiedades respecto de los parametros de la soluciéon. Por ultimo, en el
Capitulo 7 se recogen las principales conclusiones del trabajo.



La constante cosmologica negativa modifica, por tanto, el comportamiento asintotico de la
solucién y el valor de la masa extremal, aunque se mantiene la misma estructura cualitativa
respecto a la desaparicion de los horizontes en el régimen sobreextremal.
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7. Conclusiones

En este Trabajo Fin de Méster se ha realizado un estudio comparativo de los hori-
zontes de diversas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein con simetria esférica.
El objetivo principal ha consistido en analizar cémo la incorporaciéon de distintos para-
metros fisicos modifica la geometria del espacio-tiempo y, en particular, la naturaleza y
el niimero de horizontes que podian aparecer.

El punto de partida ha sido la soluciéon de Schwarzschild, que representa el modelo
mas sencillo de agujero negro dentro de la Relatividad General. A partir de las ecuaciones
de Einstein en vacio se obtuvo la métrica correspondiente y se comprobd que el espacio-
tiempo presenta una tnica singularidad fisica situada en r = 0, mientras que la superficie
r = 2M constituye tnicamente una singularidad de coordenadas. El estudio de las geo-
désicas radiales nulas permiti6 interpretar esta superficie como un horizonte de eventos,
estableciendo la primera conexiéon entre la geometria del espacio-tiempo y su estructura
causal.

Posteriormente, se estudi6 la influencia de la carga eléctrica mediante las ecuaciones
de Einstein-Maxwell. La solucién de Reissner-Nordstrom mostré que la energia asociada
al campo electromagnético modifica la causalidad del espacio-tiempo. A diferencia del
caso de Schwarzschild, pueden aparecer dos horizontes distintos: un horizonte exterior y
otro horizonte interior, ambos de eventos. El analisis permiti6é distinguir claramente los
regimenes sobreextremal, extremal y subextremal, observiandose que tnicamente los dos
ultimos describen auténticos agujeros negros. Ademaés, incorporamos un nuevo método
para encontrar la condicion de extremalidad resolviendo conjuntamente el sistema f(r) =
0y f'(r) = 0, comprobando que se verificaban los mismos resultados que analizando el
discriminante de la ecuacion de segundo grado.

Posteriormente se analizo el efecto de la constante cosmologica. Las soluciones de
De Sitter y Anti-de Sitter mostraron que el signo de A desempena un papel decisivo en la
estructura global del espacio-tiempo. En el caso de De Sitter, una constante cosmolégica
positiva genera un horizonte cosmologico asociado a la expansion acelerada del univer-
so, mientras que el espacio Anti-de Sitter, caracterizado por una constante cosmolégica
negativa, carece completamente de dicho horizonte. Este resultado pone de manifiesto
que la presencia de horizontes no depende tinicamente de la existencia de masa o campo
electromagnético, sino también de la geometria global del espacio-tiempo.

La incorporacién simultanea de masa y constante cosmologica dio lugar a las so-
luciones de Schwarzschild-de Sitter y Schwarzschild-Anti-de Sitter. En el primer caso se
comprobo la coexistencia de un horizonte de eventos y un horizonte cosmolégico, delimi-
tando una region estatica comprendida entre ambas superficies. En cambio, la solucién
de Schwarzschild-Anti-de Sitter mantiene un tinico horizonte de sucesos, modificindose
tnicamente su posiciéon debido al efecto de la constante cosmolégica negativa.

Finalmente, se abordd la soluciéon de Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter, que cons-
tituye la geometria més general de las estudiadas en este trabajo. Esta solucién incorpora
simultdneamente la masa, la carga eléctrica y una constante cosmologica negativa, per-
mitiendo analizar de forma conjunta los efectos estudiados por separado en las soluciones
anteriores. El estudio de la funciéon métrica y de su condiciéon de extremalidad permitio
obtener un valor critico de la masa M., dependiente de la carga y del radio de curvatura
Anti-de Sitter. De este modo, se distinguieron tres regimenes diferentes. Para M > M,
aparecen dos horizontes, uno interior y otro exterior; para M = M, ambos coinciden
en un unico horizonte degenerado; mientras que para M < M, desaparecen las raices
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reales positivas y la singularidad no queda oculta tras un horizonte de eventos. Este com-
portamiento conserva cualitativamente la clasificacion obtenida para Reissner-Nordstrom,
aunque la constante cosmologica negativa modifica tanto la condiciéon de extremalidad co-
mo el comportamiento asintotico del espacio-tiempo. En particular, para grandes valores
de r domina el término asociado a la geometria Anti-de Sitter y no aparece un horizonte
cosmologico.

Desde un punto de vista geométrico, uno de los resultados mas relevantes del traba-
jo comsiste en comprobar que los horizontes no corresponden, en general, a singularidades
fisicas del espacio-tiempo. Como vimos al analizar el caso de Schwarzschild, el calculo de
los invariantes de curvatura permitié distinguir claramente entre singularidades reales de
la geometria y singularidades asociadas tnicamente a la eleccion del sistema de coorde-
nadas. Este hecho pone de manifiesto la importancia de los invariantes geométricos como
herramienta para caracterizar la estructura del espacio-tiempo de forma independiente de
las coordenadas utilizadas.

Asimismo, el anélisis comparativo realizado permite identificar el papel desem-
penado por cada uno de los pardmetros considerados. La masa, la carga eléctrica y la
constante cosmolégica no actian de forma independiente, sino que su combinacién de-
termina la existencia, posicion y naturaleza de los horizontes. La introduccion de carga
eléctrica permite la aparicion de una estructura con horizonte interior y exterior y da
lugar a los regimenes subextremal, extremal y sobreextremal. Por su parte, la constante
cosmologica modifica el comportamiento asintotico del espacio-tiempo: para A > 0 puede
aparecer un horizonte cosmologico, mientras que para A < 0 las soluciones estudiadas
presentan un comportamiento asintético Anti-de Sitter sin horizonte cosmolégico.

En conjunto, los resultados obtenidos muestran que la estructura causal de un
espacio-tiempo constituye una consecuencia directa de la interaccion entre la geometria y
las fuentes presentes en las ecuaciones de Einstein. Pequenas modificaciones en los para-
metros fisicos producen cambios cualitativos en el ntimero y naturaleza de los horizontes,
dando lugar a espacios-tiempo con propiedades causales profundamente diferentes.

Por tltimo, este trabajo puede considerarse como una base para estudios mas
avanzados relacionados con la fisica de agujeros negros. Entre las posibles lineas de con-
tinuacion cabe destacar en primer lugar la solucién de Reissner Nordstrom De Sitter que
por falta de tiempo no ha sido analizada en el presente trabajo. Otras posibles lineas fu-
turas de investigacion podrian ser el analisis de soluciones con rotaciéon, como la métrica
de Kerr o Kerr-Newman, el estudio de diagramas conformes de Penrose para representar
la estructura causal global de estos espacios-tiempo o la investigacion de las propiedades
termodinamicas de agujeros negros Anti-de Sitter y su relaciéon con la correspondencia
AdS/CFT . Estas cuestiones contintian siendo objeto de intensa investigacion en Relati-
vidad General y Gravedad Cuantica, lo que pone de manifiesto la vigencia e interés de las
soluciones estudiadas en este trabajo.

En definitiva, este trabajo pone de manifiesto que la estructura causal de un
espacio-tiempo no es una propiedad fija, sino el resultado de la interaccién entre la ma-
sa, la carga eléctrica y la constante cosmologica. Cada uno de estos parametros modifica
la geometria de una manera diferente, alterando el niimero y la naturaleza de los ho-
rizontes y, con ello, las regiones del universo que pueden mantener una relaciéon causal
entre si. Desde la simplicidad de la soluciéon de Schwarzschild hasta la riqueza geométrica
de Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter, todas las soluciones analizadas ilustran céomo las
ecuaciones de Einstein son capaces de describir una extraordinaria variedad de estructuras
espacio-temporales a partir de un mismo marco teérico.

42



