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Abstract

Motivated by the search for corrections to General Relativity,
this work is centered on the study of the second Lovelock
term, the Gauss-Bonnet action, and its interaction with the
Einstein—Hilbert action in dimensions greater than four. The
Gauss—Bonnet action is of particular interest because it is the sim-
plest one, beyond the Einstein-Hilbert action, that yields second-
order equations of motion.

The general static and spherically symmetric solutions are ob-
tained for Einstein—Hilbert gravity, Einstein—Hilbert gravity with
the cosmological constant, Gauss-Bonnet gravity and Eins-
tein—Hilbert-Gauss—Bonnet gravity. For each of these theories,
their Newtonian limits, masses, singularities, and event and cos-
mological horizons are analyzed. The results obtained from the
previous solutions are going to be used to understand and analy-
ze the solution for Einstein-Hilbert-Gauss-Bonnet gravity, which
is the final objective of this work.

Resumen

Motivado por la bisqueda de correcciones a la relatividad gene-
ral, este trabajo se centra en el estudio del segundo término de
Lovelock, la acciéon de Gauss-Bonnet, y su interaccién con la ac-
cién de Einstein-Hilbert para dimensiones mayores a cuatro. El
interés que radica la accién de Gauss-Bonnet es que es el término
mads simple, después de la accién de Einstein-Hilbert, del cual se
obtienen ecuaciones de movimiento de segundo orden.

Se encuentran las soluciones generales para simetria esférica y
espaciotiempo estdtico en las teorias de gravedad de Einstein-
Hilbert, Einstein-Hilbert junto a la constante cosmolégica, Gauss-
Bonnet y Einstein-Hilbert-Gauss-Bonnet. Se estudian en cada una
de ellas sus limites newtonianos, masas, singularidades y hori-
zontes de eventos y cosmolégicos. Se usardn los resultados del
estudio de las soluciones previas para entender y analizar la solu-
cién en la teoria de gravedad de Einstein-Hilbert-Gauss-Bonnet,
objetivo final de este trabajo.
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1 Introducciéon

En 1915 Albert Einstein publicé el articulo [1] en el que present6 la teoria de la
relatividad general (GR), la cual describe el universo como un espaciotiempo cuya
dindmica viene descrita mediante la ecuaciéon de Einstein,

1
RVV — Egva — _KT’/“/, (1.1)

que es, en el fondo, el sistema de ecuaciones de movimiento de la métrica g, del
espaciotiempo. David Hilbert demostré [2] que estas se podian obtener mediante
calculo variacional desde la accion Einstein-Hilbert (EH),

1
Sy = /d4x1/|g| |:£R+£mat:| . (1.2)

Karl Schwarzschild publicé la primera solucién exacta de estas ecuaciones [3].
La soluciéon de Schwarzschild se calculé imponiendo al espaciotiempo las con-
diciones de que fuera esféricamente simétrico, estdtico y vacio. Con esta se logré
describir unos objetos con tal atraccién gravitatoria que ni siquiera la luz podia es-
capar de ellos, los conocidos agujeros negros. Pero es en estos donde se encuentra
una de las primeras controversias de GR.

En el limite en que la coordenada radial va a cero en la solucién de Schwarzs-
child la curvatura del espaciotiempo aumenta, divergiendo en el limite a radio
nulo. Se trata de una singularidad, un punto en el que la métrica no esta defini-
da. Las fuerzas de marea en sus inmediaciones se vuelven infinitas y cualquier
observador que entre en ella desaparece del espaciotiempo. Es por esto que las
singularidades no son deseables en una teorfa fundamental como lo es GR y Sch-
warzschild no es la tinica solucién en la que aparecen. Esto motiva la bisqueda
de correcciones a la teoria que puedan solventar estos problemas de manera ade-
cuada.

El &mbito de este trabajo se limitara al estudio de correcciones gravitatorias, sin
introducir nuevas fuerzas o interacciones, donde el lagrangiano debe ser funcién
exclusivamente de la métrica. Lo tinico, por tanto, que se puede hacer es afiadir o
quitar términos de curvatura a la accién de Einstein-Hilbert (1.2), concretamente
escalares de curvatura.

Sin embargo, las ecuaciones de movimiento (EOM) obtenidas pueden resultar
problemaéticas. Las nuevas acciones dardn, en general, ecuaciones diferenciales de
orden superior a dos, pero todas las teorias fisicas fundamentales se formulan
con EOM de segundo orden. La necesidad de que se cumpla esta condicién se
demuestra a través del teorema de Ostrogradski [4], la presencia de derivadas
temporales de tercer orden o superior en las EOM de una teoria fundamental la
hacen inviable (mas detalles en la seccion 2).
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En 1971 David Lovelock [5] demuestra que la variacién de la accién

1 .
S = / d*xy/|g] {glz — A+ Lyar + A (R2 — 4R, R" + RWPUR’“’PO)} (1.3)

genera el sistema de EOM de segundo orden mads general para el espaciotiempo
cuadrimensional. Esta accién se corresponde con (1.2), con la adicién de la cons-
tante cosmolégica A [6] y el término de Gauss-Bonnet, entre paréntesis.

El término de Gauss-Bonnet (GB), formado por una combinacién concreta de
los tres posibles escalares de curvatura de orden dos, es la caracteristica cuadri-
mensional de Euler. La expresién en cuatro dimensiones se trata de una derivada
total, de modo que no da lugar a nueva dindmica en las EOM. Su inclusién, por
tanto, no es relevante a la hora de estudiar posibles soluciones cuadrimensionales.

Por el contrario, si se aumenta el nimero de dimensiones espaciales el término
de GB se vuelve dindmico. Esto es lo que estudia el trabajo [7], donde se imponen
las condiciones de simetria esférica y espaciotiempo estatico y vacio de la solucién
de Schwarzschild a las EOM provenientes del término de GB. Sin embargo, no
logra dar un valor de masa a la solucién que obtiene, como si se puede hacer
con la de Schwarzschild, dificultando su interpretacién. Propone la posibilidad
de que la presencia del término EH sea condicién necesaria para obtener un valor
de la masa y, siguiendo su propuesta, este trabajo se va a centrar en imponer las
mismas condiciones a la accién que combina los términos de EH y GB, la accién
Einstein-Hilbert-Gauss-Bonnet (EHGB). Se obtendran y analizaran sus soluciones
como paso previo al estudio del término GB como posible correcciéon a GR.

El espaciotiempo en el que se va a trabajar serd una variedad lorentziana de
dimension arbitraria D > 4 con signatura (4 — ...—). Se utilizardn unidades natu-
rales y la notacién de Einstein de sumatoria sobre indices contrapuestos repetidos
donde los indices griegos recorren todas las D coordenadas y los latinos las D — 2
coordenadas angulares para las coordenadas esféricas. Como conexién se utiliza-
rd la de Levi-Civita. Para el tensor de curvatura de Riemann se va a emplear el
convenio [8]

Ruvp" = 0,1, — 0Ty, + T T — T T (1.4)
y el tensor de Ricci y el escalar de Ricci como

Ruw = Ryp vy R = Rugh. (1.5)

El trabajo se organizara de la siguiente forma: la seccion 2 desarrollaré la teoria
de Lovelock y calculara el término de Gauss-Bonnet; en la secciéon 3 se estudiaran
los espacios maximamente simétricos por su relevancia en el resto del articulo y se
presentara el Ansatz esféricamente simétrico y estatico; en la seccion 4 se realizara
el calculo variacional de los términos EH y GB obteniendo las correspondientes
EOM en vacio para, posteriormente, imponer sobre ellas el Ansatz; la seccién 5
calculard y estudiara las soluciones obtenidas a partir del término EH exclusiva-
mente, primero en solitario y después en presencia de constante cosmoldgica no
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nula; y en la seccién 6 se calculardn y estudiaran las soluciones obtenidas de la ac-
cién del término GB y, finalmente, de la accién EHGB. Las conclusiones del trabajo
serdn recogidas en la seccién 7.

2 Las teorias Lovelock

Nuestra btisqueda de correcciones para GR parte del teorema de Ostrogradski [4].
Este se puede enunciar como la necesidad de que las EOM de una teoria funda-
mental sean, como méximo, de segundo orden en derivadas temporales, como
sucede en la ecuacién de Einstein (1.1). Si esta condicién no se cumple, en general,
la teoria presenta inestabilidades dindmicas que la hacen inviable.

Todos los lagrangianos que se van a construir estaran compuestos de los esca-
lares de curvatura derivados del tensor de Riemann, asi que contendran segundas
derivadas de la métrica de las que se obtendran, en general, EOM de cuarto or-
den. Por tanto, se buscan concretamente aquellos lagrangianos que se encuentren
degenerados para que las EOM que se deduzcan de estos sean de segundo orden.
El teorema de Lovelock [5] conduce a que la forma mds general que estas EOM de
segundo orden pueden tomar en cuatro dimensiones es

1
R]/“/ - Eg]/“/R — _KT]’“/ - KAgl,“/, (2.1)

que es la ecuacién de Einstein (1.1) con la adicién de la constante cosmolégica A.

Como ya se vio en la introduccién, a la accion se puede afiadir el término de
GB

A (R? = 4Ry RM + Ryp RIP, ), 2.2)

debido a que, al tratarse de una derivada total en cuatro dimensiones, no altera las
EOM resultantes. Pero si se aumenta el nimero de dimensiones se vuelve un tér-
mino dindmico, alterando la forma de las EOM pero manteniéndolas de segundo
orden.

Que este término sea un polinomio formado por una combinacién lineal de
los invariantes de curvatura de orden dos no es una casualidad, el término de EH
también esta formado por el tnico invariante de curvatura de orden uno, el esca-
lar de Ricci. En general, para cualquier dimensién par D se puede afiadir un po-
linomio de orden D /2 que es una derivada total para esa dimensién, pero que se
vuelve dindmico para dimensiones superiores, cumpliendo la propiedad de que
de su calculo variacional se obtienen EOM de segundo orden. Cada uno de estos
términos se trata de una combinacién lineal concreta de escalares de curvatura de
un mismo orden.
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Para D = 5 se puede resolver directamente la ecuacién (6.24), dando

I ,/WT_“. (6.25)

Solo si se cumple que 4M > « existird un horizonte de eventos. Esta es también la
condicién de que el valor de la métrica para el limite (6.21) con D = 5 sea negativo
enoc = —1.

Paralarama ¢ = 1 no hay horizontes para el casoa > 0, M > 0. Como sucedi6
en GB, al no poder dar interpretacion a la constante M, también se tiene que tener
en cuenta el caso M < 0, « < 0, como se ve en [15]. Aqui, para r > \/|(x_| los
signos a cada lado de la igualdad son opuestos, no hay horizontes en ese rango.
Al contrario, para r < \/|a] si se igualan los signos y se puede llegar de nuevo a
la expresion (6.24). Sin embargo, el polinomio no seria monétono y su resolucion
seria muy compleja, asi que en este trabajo no se va a realizar. Al menos se puede
afirmar que hay como maximo D — 3 horizontes, por ser (6.24) un polinomio de
orden D — 3, y como minimo un horizonte cosmolégico, ya que para este caso g
tiende a infinito para r — 0 y a menos infinito para r — oo.

Resumiendo, para la rama ¢ = —1 la singularidad solo estd desnuda si4M < «
y D = 5, para el resto de casos contiene un horizonte de eventos. Para ¢ = 1
la singularidad estd desnuda si M > 0, con M < 0 contiene como minimo un
horizonte cosmolégico y como maximo D — 3 horizontes, todos a radios r < /[a].

Concluido el anélisis de EHGB, termina aqui todo el desarrollo del trabajo y se
pasa a dar las conclusiones finales de todos los analisis realizados.

7 Conclusiones

El trabajo se ha comenzado planteando una problemaética de la relatividad ge-
neral, la existencia de una singularidad fisica en la solucién de Schwarzschild,
motivando asi el estudio de correcciones de la teoria. Se ha propuesto afiadir a la
accion el término de Gauss-Bonnet debido a que al solo obtenerse de él ecuacio-
nes de movimiento de segundo orden se evitan las inestabilidades predichas por
el teorema de Ostrogradski.

Tras introducir la teorfa de Lovelock y el Ansatz esféricamente simétrico y es-
tatico, el estudio se ha limitado a los tres primeros términos de Lovelock: la cons-
tante cosmoldgica, la accion de Einstein-Hilbert y la accién de Gauss-Bonnet. Se
han obtenido las EOM de las combinaciones EH, AEH, GB y EHGB; esta tltima es
el foco principal del trabajo y se ha estudiado a modo de continuacién del trabajo
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[7]. Todas estas EOM se han resuelto para el caso de simetria esférica y espacio-
tiempo estatico.

Primero se ha estudiado el caso solo con el término de Einstein-Hilbert. Aqui
se ha obtenido la solucién de Schwarzschild-Tangherlini (5.6). Se ha comprobado
que su limite en el infinito es el espaciotiempo plano de Minkowski y, por tanto, se
ha realizado el limite newtoniano para obtener el valor de su masa. También se ha
comprobado que en r = 0 hay una singularidad fisica que se encuentra rodeada
por un horizonte de eventos que protege al resto del universo de la influencia
desconocida de la singularidad, como exige la conjetura del censor c6smico de
Penrose [12].

Combinando Einstein-Hilbert con la constante cosmoldgica, A, se llega al espa-
ciotiempo de Schwarzschild-(anti)-De Sitter (5.19) [13]. En su limite en el infinito
toma la forma del espaciotiempo de (anti)-De Sitter, por ello no se ha podido cal-
cular el limite newtoniano. Siempre hay una singularidad fisica en r = 0 para
D > 4 pero los horizontes cambian segtn el signo de A. Para A < 0 hay un
unico horizonte de eventos conteniendo a la singularidad. Para A > 0 hay tres
casos dependiendo de la relacién (5.26) entre la constante de integracién y A: hay
un horizonte de eventos y uno cosmolégico, el segundo envolviendo al primero;
ambos se combinan; o no hay ninguno y la singularidad central estd desnuda.

Estudiando solo el término de GB se encuentra la solucion de Cai—Ohta (6.6)
[14], similar a Schwarzschild para D > 5, pero su masa no puede ser calculada
debido a, segtin [7], la ausencia del término de Einstein-Hilbert en la accién, a
pesar de que su limite en el infinito es el espaciotiempo de Minkowski. Debido a
esto no se le ha podido dar interpretacion a su constante de integraciéon C. En su
centro reside una singularidad fisica para D > 5, que solo se encuentra contenida
por un horizonte de eventos si C < 0, sino estd desnuda.

Finalmente, se ha resuelto el objetivo de este trabajo, continuacién de [7], la
solucion para la teoria de gravedad Einstein-Hilbert-Gauss-Bonnet (6.17), conoci-
da como la solucién de Boulware-Deser [15]. Esta es mas compleja, surgiendo dos
ramas diferenciadas por el signo de ¢. En ambas ramas la singularidad central es
fisica. En el limite a radio nulo la métrica toma la forma de la solucién para la
teorfa que solamente incluye el término de Gauss-Bonnet.

En larama ¢ = 1 la métrica tiende a (anti)-De Sitter a radios altos, haciendo im-
posible el limite newtoniano y el cdlculo de la masa. Este resultado demuestra que
la presencia de la accién de Einstein-Hilbert no asegura que se pueda calcular la
masa. Para M > 0 no existen horizontes, presentando una singularidad desnuda.
Sin embargo, el caso M < 0 siempre tiene como minimo un horizonte cosmolégi-
co y como méximo D — 3 horizontes. La apariciéon del espaciotiempo de (anti)-De
Sitter sin la necesidad de la presencia de la constante cosmolégica se debe a la
interaccion entre los términos EH y GB. Segtin [16], est4 solucién presenta inesta-
bilidades de tipo ghost que no son deseables en una teoria fisica fundamental. La
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presencia de estas inestabilidades se puede intuir al coger en el desarrollo (6.18)
los tres primeros términos, se tiene asi un S(A)dS con masa negativa. Lo exético
de este resultado y su inestabilidad hacen que su estudio mas en profundidad sea
de poco interés fisico.

Enlarama o = —1 la métrica tiende Schwarzschild a radios altos, permitiendo
calcular de la misma manera su limite newtoniano y obtener su masa, reforzando
la afirmacién de [7] de la necesidad del término EH para que exista el limite new-
toniano. Presenta un horizonte de eventos en todos los casos salvo para D = 5
y 4M < a, donde la singularidad se encuentra desnuda. Su gran similitud en
estructura con la solucién de Schwarzschild-Tangherlini, especialmente para aco-
plamiento débil # < 1, la hace un gran candidato para analizar la validez del
término de Gauss-Bonnet como correccion a la relatividad general. El estudio de
los horizontes de manera més profunda, buscando cambios de coordenadas que
muestren su dindmica y su naturaleza como singularidades de coordenadas, es
un siguiente paso natural de lo aqui realizado. Otra posible direccién de trabajo
podria ser seguir la busqueda de sistemas de coordenadas que completen el es-
paciotiempo, como en el caso de Schwarzschild que su representaciéon completa
contiene un agujero negro, un agujero blanco y dos universos paralelos [8]. El si-
guiente gran paso a dar es afiadir a la accion EHGB el término 3 de Lovelock y
estudiar su solucion esféricamente simétrica y estdtica, en la que hay esperanzas,
por [7], de encontrar la masa del sistema.
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