W0 ¥'eey uoldewixoide ap uspI0 OJUNSIP U0D Joud A pnyubeyy W S0 F ISE'QZY
w 000Z ¥ 0009% mm>=mchm_m Seljid { uod Jol3g W €SST F 8879
w mo_o F om_o mm>=mchm_m SeljId z uod Jol3 w mwo_o F m.@

w H_o F v_m mm>=mchm_m SeJjId € uod Jol3 w MNH_O F w.Z\m
W T‘0 729 10113 o e)je4 w Z'g
W £00°0 ¥ 5200 Sapeplun SE| Uelje £00'0 ¥ 5200
01231100 OANO S0123.1100U|

Selouessip ap sepipow ‘ojdwe 3

"JOJB [ anb UoIJellTX0Jde ap USpJo OWSIL P JoUs) 80P OIpoW JOBA P (€

‘G 2seeplwdns

elwud el Iseljnew N g| Pepiun eun Us opueiuswIne A ‘BATEIIJIUDIS Bi}io €[0S eun UoJ as.fep agep ON|osge Joie P (2

sspepiun (X)3 F

8_89%\.m »

oI g

X

AN

epipowW T

‘anb ejuend Us opus 1UB)

ewlo) e| Ud esaidxe as opelnsal e
‘0IN|0SCe J04I8 NS A (pniufew ewsiw e|ap sepipaw selreA ap olpaiuo.d un o epipsu ediun eun Jes apend) ep Ipalu eun epoouod zaAneun (T

sa.10.4.8 A sepnyiubew ap uoise Jdx3




(- N) ~ Ny
e T )=
xapepew
(€)= TN (¥ ) = xTN) L x -MRe-n|

N%NNRN - .N\QRNZ

NSI..NRSI.N\Q N

R - RN

\% — - - - =4
IR & R k¢
ARRC U N

Vo MR T - xRN

y
99'veLT 8GE*9

" (jJoule A) g, usblo p usepeusploe| A (jlole nNs uod) e, alusipuad e| Jeelxd ered sopelpend sowiuiw Jod sxsn fe un soweziesy (q
" S3 jeluBW LIsdxe sojund so| ajuswed b opueluasaidal sowed e 07 (e
:[eaul] o1ue Ieodwod un Jinfes usgep Se eiusW Liedxe Soep So| anb eloip ealigs) ugnoipaide]

e109Jeun q + X-B =
9p Ugenoy 4 A 4
/ g '3
T+ =
e A 4
N\ P4 \

(oInpued jep seuo e |1950)
31109 | U OIS

ope[noed JoLg '

OPIPSW IOEA ¢

A X

"> T00F LET

100F 861

100F LS

A= 100F oI
A—=9000F +9L0

A= 9000 F 20¥°0
SPEPLNUDD  — - (S) 1

sopniube N 'T -

‘01I0]eJ0CR| |o US SOpIpall SSI0RA

pepane b | ap uoior e poe B|ap ugioeulueR(
'sope.Jpen) sowiul Jod asniy pp uoioedijde sp ojdwe




(w)y =
[ ]x] oc Ot Cre 0L o1
_ | _ | | |
| gs660=1 /7 e
SGTO'0 FGTO0-=9 |

NNn

wo/s _ 0T X (¥0'0 F.6°€) =///€000°0 F80.6500 =@

H

“[eaul] UQIJe 91102 3)UB 190D
‘epeuspJo ‘ajusipuad
11048 Asapepiun/uoo

aIsnfe pp SOpILBIJO SBI0RA 9

J0.J8 3 Se.lfeq Uuod
S3 [eluBW Lisdxe sound *fy

apsnfeapeiey ‘G

eolpibejsponyl ‘T

+

e

— ELD

£CC

'S9pepIUN SNS U0D
Sepe)ussalda. sapnyiulbew
Ssbsojug ‘g

SSlpso|ueeexs] ‘¢

I_Z
| B, 8p 0|noed ered sopelpend sowiuiw Jod asn ._< S

\



Teoria de errores

T.1 Introduccion

Todas las medidas experimentales vienen afectadas de una cierta imprecisién debida a las
imperfecciones del aparato de medida o a las limitaciones impuestas por nuestros sentidos, que
deben registrar la informacion. El principal objetivo de la teoria de errores consiste en acotar
el valor de dichas imprecisiones, denominadas errores experimentales.

La medidas experimentales de las magnitudes fisicas pueden ser directas o indirectas.
Estas tltimas se obtienen a partir de los valores medidos de otras magnitudes ligadas con
la magnitud problema mediante una férmula fisica. Debe admitirse como postulado el que
resulte imposible llegar a conocer el valor exacto de una magnitud, ya que los procedimientos
experimentales de comparacion con el patréon correspondiente para obtener las medidas directas
vienen siempre afectados de errores inevitables. Asi, aunque es imposible encontrar en la
practica el valor “cierto” o “exacto” de una magnitud determinada, aceptaremos que éste
existe. Nuestro problema es establecer los limites dentro de los cuales se encuentra dicho valor.

T.2 Clasificacion de los errores

El error se define como la diferencia entre el valor verdadero y el obtenido experimentalmente.
Los errores no siguen una ley determinada y su origen reside en miultiples causas.

Atendiendo a las causas que los producen, los errores se pueden clasificar en dos grandes
grupos: errores sistematicos y errores accidentales.

Se denominan errores sistematicos a aquéllos que son constantes a lo largo de todo el
proceso de medida y, por tanto, afectan a todas las mediciones de un modo definido, siendo los
mismos para todas ellas. Estos errores tienen un signo determinado y se pueden clasificar a su
vez en:

e Errores instrumentales. Por ejemplo un error de calibrado.

e Errores personales. Estos son, en general, dificiles de determinar y se deben a limita-
ciones de caracter personal. Por ejemplo, un problema visual del observador.

e Errores en la eleccion del método de medida de la magnitud.

1



2 Practicas de Fisica General

Este tipo de errores se ponen de manifiesto cambiando el aparato de medida, el observador o
el método de medida.

Se denominan errores accidentales a aquéllos que se producen por variaciones fortuitas o
aleatorias que aparecen entre observaciones sucesivas realizadas por un mismo observador. Las
variaciones no son reproducibles de una medicién a otra y no presentan, mas que por azar, el
mismo valor en dos mediciones cualesquiera de una serie. Estos errores son incontrolables.

Para un gran nimero de medidas, los errores accidentales, debido a su cardcter aleatorio,
presentan tantas desviaciones positivas como negativas. Aunque con los errores accidentales
no se pueden hacer correcciones para obtener valores mas concordantes con el real, aplicando
métodos estadisticos al conjunto de medidas disponible, se puede llegar a algunas conclusiones
acerca del valor mas probable.

T.3 Conceptos de exactitud, precisiéon y sensibilidad

En lo que respecta a los aparatos de medida, hay tres conceptos muy importantes que vamos a
definir: exactitud, precisién y sensibilidad.

La exactitud se define como el grado de concordancia entre el valor verdadero y el experi-
mental, de modo que un aparato es tanto mas exacto cuanto mas proximo esté el valor de la
medida realizada al valor verdadero de la magnitud medida.

La precision hace referencia a la concordancia entre varias medidas de la misma magnitud,
realizadas en condiciones sensiblemente iguales. Es por tanto un concepto relacionado con la
dispersion de las medidas, de modo que un aparato serd tanto mas preciso cuanto menor sea la
diferencia entre distintas medidas de una misma magnitud.

La exactitud implica normalmente precisién, pero la afirmacion inversa no es cierta, ya que
pueden existir aparatos muy precisos que posean poca exactitud debido a errores sistematicos
tales como error del cero, etc. En general se puede decir que es mas facil conocer la precision
de un aparato que su exactitud.

La sensibilidad de un aparato esta relacionada con el valor minimo de la magnitud que
es capaz de medir. Por ejemplo, decir que la sensibilidad de una balanza es de 5 mg significa
que para masas inferiores a la citada, la balanza no presenta ninguna desviacién apreciable.
Normalmente, se admite que la sensibilidad de un aparato viene indicada por el valor de la
divisiéon mas pequena de la escala de medida. En muchas ocasiones, de un modo erréneo, se
toman como idénticos los conceptos de precision y sensibilidad, aunque ya hemos visto que se
trata de conceptos diferentes. Toda medida realizada con un aparato viene afectada, al menos,
de un error accidental de valor igual a la sensibilidad del aparato utilizado.

T.4 Error absoluto y error relativo

Si medimos una cierta magnitud fisica cuyo valor “verdadero” es xy y obtenemos un valor de
la medida x, llamaremos error absoluto en dicha medida a la diferencia:

Ar =x— 1 . (T.1)
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Si la medida es aceptable, |Az| < |zo].

El error absoluto nos da una medida de la desviacién, en términos absolutos, respecto al
valor verdadero y obviamente tiene idénticas dimensiones fisicas que la magnitud a la que afecta.
No obstante, en ocasiones nos interesa resaltar la importancia relativa de esa desviacion. Para
tal fin se usa el error relativo.

El error relativo se define como el cociente entre el error absoluto y el valor verdadero:

Az
€= —. (T.2)
Zo
Se trata pues de una cantidad adimensional y usualmente se expresa en % (100 €). Cuanto
menor sea € mejor sera la medida.

T.5 Determinacion de una magnitud y de su error por
medida directa

La medida de cualquier magnitud carece de sentido si no se indica una estimacion del error
asociado a la misma. Dado que no conocemos el valor verdadero de la magnitud que deseamos
medir, se siguen ciertos procedimientos para hacer una estimacién tanto del valor de la magnitud
como de una cota de error que nos indique la incertidumbre en la determinacion realizada. El
resultado de una medida lo indicaremos en la forma:

x + Az (unidades) . (T.3)

El valor de la magnitud problema y su error se determinan estadisticamente, para lo cual
la medida se ha de repetir varias veces segtin se especifica a continuacion.

1. Se toman siempre tres medidas de la magnitud, se calcula el valor medio de estas
tres medidas, T3 = > x;/3 y se halla la dispersién total D de las mismas, es decir, la
diferencia entre los valores extremos de las medidas:

D = Tmax — Lmin (T4)

(valor méximo de las medidas obtenidas menos el valor minimo) y finalmente se obtiene
el tanto por ciento de dispersion 7', que viene dado por:

100 D
ro 0D (T.5)

xs3

(a) Si el valor de la dispersién total D no excede la sensibilidad S del aparato,
D<S, (T.6)

se toma como valor verdadero de la magnitud el valor medio de las tres medidas Z3
y como error absoluto la sensibilidad,

T3t Axr, Ax=S5. (T.7)
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(b) Si el valor de la dispersién total D es mayor que la sensibilidad del aparato,
D>S5, (T.8)

procederemos a aumentar el nimero de medidas de la magnitud. El criterio a seguir
viene determinado por el valor del porcentaje de dispersiéon 7' de acuerdo con la
siguiente tabla:

T en las tres

: ' N2 total de medidas necesarias
primeras medidas

T<2% Bastan las tres medidas realizadas
2% <T <8% Hay que hacer 3 medidas mas, hasta un total de 6
8% <T<15% Hay que hacer un total de 15 medidas

15%<T Hay que hacer un minimo de 50 medidas

2. Una vez realizadas las medidas necesarias, se toma como valor de la magnitud el valor
medio de las mismas y el error se determina segin los casos como sigue:

(a) Si se han realizado tres medidas, se toma como error absoluto el valor de la sensi-
bilidad del aparato que, como hemos indicado anteriormente, es el error absoluto de
cada una de las medidas individuales,

Arx =S (T.9)

(b) Si se han realizado seis medidas, entonces se calcula el error de dispersion definido
como Dg/4 (cuarta parte de la dispersiéon total de las seis medidas, es decir, la
diferencia entre la mayor y menor de todas las medidas realizadas) y se asigna como
error absoluto de las medidas el maximo entre este valor y la sensibilidad del aparato:

Az = max (Dg/4, S) . (T.10)

(c) Si se han realizado quince o mas medidas, el error absoluto viene dado por el error
cuadratico medio o desviacién estdandar (o) de las N medidas:!

(T.11)

_\971/2
AE(,:[M] ‘

N -1

El significado de la desviacién estdndar es el siguiente: en el intervalo [Z —no, Z +no]
se encuentran un 68.3, 95.4, 99.7 % de las medidas paran = 1, 2, 3, respectivamente.

'Una serie repetida de medidas de una misma magnitud posee alrededor de su valor medio una distribucién
tipica llamada gaussiana o normal.
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T.6 Determinacion de una magnitud y de su error por
medida indirecta

Como ya hemos indicado, la medida indirecta de una magnitud se debe a la aplicacién de una
férmula a un conjunto de medidas directas (variables independientes o datos) que las relacionan
con la magnitud problema. Mediante dicha férmula se obtiene también el error de la medida
segun explicamos a continuacién.

Si en la formula aparecen ntimeros irracionales tales como 7, e, etc., debemos elegir el niimero
de cifras significativas con que se toman a la hora de realizar los célculos correspondientes de
modo tal que los errores cometidos al truncar estos ntimeros irracionales no afecten al valor del
error absoluto de la magnitud que queremos determinar.

Supongamos que la magnitud F' es funcién de otras magnitudes fisicas,
F=f(x,y,z...) (T.12)

y que se han realizado medidas de las variables x, y, z... y se han determinado sus valores y
errores correspondientes (esto es, conocemos z+ Ax, y+ Ay, 2+ Az...). Para realizar el célculo
del error absoluto de F' se procede como sigue.

Admitiendo que los errores se distribuyen de forma gaussiana, el error AF' viene determinado
por las derivadas parciales de F' con respecto a las variables medidas directamente y por sus
errores mediante la expresion:

(AF)* = (%)2 (Az)* + (%)2 (Ay)* + (2—5)2 (A2)* + ... (T.13)

T.6.1 Ejemplos sencillos

A continuacién determinamos el error AF para algunas formas sencillas de la funcién F":

) , donde a es una constante. Aplicando la formula T.13 para esta funcién que

sélo depende de dos variables (z e y) :

(AF)* = (‘g—F>2 (Ax)* + (2—5)2 (Ay)? (T.14)

Xz

Para esta funcién tenemos que 2£ = 1y 2 = 4. Por tanto:
ox oy

(AF)? = (Az)? + a2 (Ay)? = (AF) = \/(A2)? + a?(Ay)? (T.15)
° , donde b es una constante.
En este caso, g—i =yby %—5 = xb. Por tanto:
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(AF) = (y b2(Aa) + (2 0)*(Ay)* = (AF) = by/(y Ao)? + (v Ay} (T.16)

0 equivalentemente,

(P =)+ (3) w)

Esta tltima relacién nos indica que para una funcién de este tipo (producto de potencias),
el error relativo al cuadrado de la magnitud F' es igual a la suma de los errores relativos
de las magnitudes fisicas de las que depende F' al cuadrado.

o | =12\ donde m y k son constantes.

ky
Tenemos que %—5 = % %—5 = ;Ta;” Por tanto:
m\’ —maz\’
(AF)? = (k_y> (Az)* + ( o ) (Ay)? (T.18)

operando en la expresion anterior, y teniendo en cuenta que F' = ’;Z—;, podemos escribir
AF en funcién de el valor de la magnitud F' y de los errores relativos de las magnitudes

Tewy:
Az\2  [Ay)®
<_x) +<_y>
x Yy

Como vemos, en este caso se verifica también la ecuacion T.17.

(AF) = (5)2 (Az)? + (5) (Ay)? = F?

T

(T.19)

. , donde k y a son constantes (positivas o negativas). Para esta funcidn, g—f =
ka 2% !y por tanto:

AF = ‘k a a:a_l(Ax)‘ = ‘F a aw (T.20)
T

Para un caso mds genérico de funcién producto de varias potencias (que engloba los tres
ejemplos anteriores),

F=a%y® 2 .

con a, b, c... constantes positivas o negativas, repitiendo el procedimiento anterior se puede

demostrar que
2 2 2 2
SR o R ) I ) R
F x Y z
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T.7 Expresion del valor de una magnitud y de su error

De ordinario, dado el significado de cota de imprecisién que tiene el error absoluto, éste debe
darse con una séla cifra significativa, aumentandola en una unidad si la segunda fuera mayor o
igual que 5, por convenio.

El valor de la magnitud debe tener sélo las cifras necesarias para que su ultima cifra signi-
ficativa (cifra de acotamiento) sea del mismo orden decimal que el error absoluto.?

Como ejemplo damos la siguiente tabla de valores de distintas magnitudes para aclarar lo
dicho anteriormente.

Valores incorrectos Valores correctos
3.418 £ 0.123 3.4+0.1
6.3+ 0.09 6.30 £ 0.09
46288 + 1551 46000 =+ 2000 o bien (46 +2) - 103
428.351 + 0.27 428.4 4+ 0.3
0.01683 £+ 0.0058 0.017 £ 0.006

T.7.1 Ejemplos de calculo de errores

Vamos a calcular el error absoluto de ciertas magnitudes, conociendo su dependencia funcional
de otras magnitudes de las que poseemos medidas y cuyos errores absolutos son conocidos.

1. Consideremos la funcién V' = V, + at. Supongamos que tenemos medidas de las varia-
bles de las que depende V' (V;, a y t) y que se han determinado sus respectivos errores
absolutos:

Vo=1(202 4+ 0.1) m/s , a=(41 4+ 02)m/s* , t=(10.00 £ 0.01) s

Con estos datos podemos calcular el valor de V' y el error de la misma:

e Para calcular la magnitud, sustituimos los valores de la variables de las que depende
V en la funcién V(V;, a,t):

V=V,+at=202+4.1-10=61.2m/s

Acotaremos esta cifra como corresponda una vez que hayamos calculado el error
absoluto de V.

2Si un valor se extrae de una tabla u otro lugar, sin indicacién de su error, se tomard como error una unidad
del orden de la tdltima cifra con que se expresa.
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e Para calcular el error, aplicamos lo aprendido en la seccién T.6 : dado que V' depende
de tres variables (V5,a,t), AV viene determinado por las derivadas parciales de V'
con respecto a dichas variables:

vy = (5 ) (AV.)? + (%—V) (Bay? + (%—Z) (At

Calculamos las derivadas parciales

ov _1 ov _y ov 4
a‘/o - ) - ) —

da ot
y sustituimos los resultados en la expresién anterior:
(AV)? = (AV,)? + (tAa)® + (aAt)?

Sustituyendo los valores de magnitudes y errores en esta féormula y realizando los
calculos numéricos correspondientes, obtenemos:

AV =/(0.1)% + (10.00 - 0.2)2 + (4.1 - 0.01)2) = 2.00291.... m/s

Teniendo en cuenta que el error se expresa con una unica cifra significativa, AV = 2
m/s y por tanto, la dltima cifra significativa de V' debe ser la de las unidades (para
que tenga el mismo orden decimal que el error absoluto, ver seccién T.7):

V = (61+2) m/s

2. Sea la funcién E, = m g h. Los valores de las magnitudes de las que depende FE, han
sido medidos y sus errores absolutos calculados:

m= (1702 + 05)g , h=(50.15 + 0.02) cm , g=(9.81 + 0.01) m/s>

e (Calculamos el valor de la magnitud:

E,=m gh=0.1702-9.81-0.5015 = 0.8373354...J

e (Calculamos el error de forma idéntica al ejemplo anterior:

(AF,)? = (Zim) (A + (aaig) (Ag) + (%ih) (Any?

Las derivadas parciales son

0E, 0E, 0E,

om,

Por tanto,
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(AE,)* = (g h Am)* + (m h Ag)® + (m g Ah)?,

Sustituimos ahora los valores de magnitudes y errores, con especial cuidado a las
unidades, y realizamos los cdlculos numéricos:

AE, = /(9.81-0.5015 - 5- 10-4)2 + (0.1702 - 0.5015 - 0.01)2 + (0.1702 - 9.81 - 2 - 10-4)?

AE, = 2.625064283... - 107° J

Ahora ya podemos expresar el error de E), correctamente (con una unica cifra signi-
ficativa) y acotar de el valor de E,, :

E,=(837+£3)-107°]

3. Por ultimo, vamos a calcular el error de una magnitud genérica F que depende de otras
a través de una expresion algo mas compleja que las anteriores, del tipo

Supongamos que se han medido las magnitudes correspondientes a cada variable y se han
determinado sus errores absolutos con valores

r=273 £ 01 |, wu=502+01 , 2=10.0 £ 0.1,
y=245 £ 005 , v=103 £ 001 , w=3206 £ 0.02.

Vamos a calcular el valor de la magnitud F' y el error correspondiente a la misma:

F = 1.82’)596..é , )

wrp = (G0) @or (5) @ (5) @

OF\* ., (OF\* . o [OF\® .

+ <%> (Au)® + <%> (Av)” + <—w> (Aw)

or = o 9F - (@tye OF _ (x+y)
or  (u—v)w ' Ou (u—v)2w = 0z  (u—v)w’
or 2 0P (zty)e OF _ (a+y)=

oy (u—v)w = v (u—v)?w T ow (u—v) w2

Tras realizar los calculos numéricos obtenemos AF = 0.023176... Al igual que en los casos
anteriores, teniendo en cuenta que el error absoluto se expresa correctamente con una séla
cifra significativa: AF = 0.02 y por tanto,

F=186 + 0.02.
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T.8 Construcciéon de tablas y graficas

Las tablas y las graficas son fundamentales en la presentacién de los resultados cientificos.
Es imprescindible que se presenten con claridad, pues con ellas se pretende mostrar al lector
las relaciones existentes entre magnitudes de interés que han sido medidas o calculadas en un
experimento dado.

T.8.1 Tablas

En las tablas debe ser evidente para el lector la magnitud representada en cada entrada de
la grafica (poniendo su nombre en la cabecera o el simbolo con el que se representa en las
férmulas) y su correspondiente unidad de medida (que podemos poner entre paréntesis). Las
magnitudes presentadas deben ir siempre acompanadas de su error. Se presenta un ejemplo de
tabla a continuacion:

Tiempo (s) | Velocidad (m/s)
0.0 £ 0.2 0=£2
2.0+ 0.2 7T+ 2
4.0 £0.2 17 £ 2
6.0 £ 0.2 25 + 2
8.0 £0.2 31 + 2
10.0 £ 0.2 39 + 2
12.0 £ 0.2 o1+ 2

Tabla T.1. Ejemplo de tabla

T.8.2 Graficas

La representacion gréfica de los fendmenos fisicos que estudiemos debe ajustarse a las siguientes
normas:

1. Graficas en papel milimetrado con los ejes bien trazados en cuyos extremos indicaremos
la magnitud representada en ellos y la unidad en que ha sido medida. El titulo de la
grafica serd claro y vendra indicado en la parte superior.

2. La variable independiente del fenémeno debe ir representada en abscisas (eje horizontal)
y la dependiente en ordenadas (eje vertical).

3. Las escalas, sobre ambos ejes, han de permitir una lectura rapida y sencilla. Para ello se
elegiran las escalas con intervalos equiespaciados.
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4. Las escalas deben abarcar todo el intervalo de medidas realizadas, sin excederlo dema-
siado. De este modo los datos ocuparan toda la grafica y permitiran una mejor lectura
de los datos experimentales.

5. Sobre los ejes sélo se indican los valores correspondientes a las divisiones enteras de la
escala (que han de quedar asi uniformemente espaciadas). Nunca se sefialan en los ejes
de la grafica los valores correspondientes a las medidas realizadas.

6. Los valores medidos se representan sobre el papel milimetrado por el punto correspon-
diente a sus dos coordenadas (punto experimental) rodeado por el denominado rectangulo
de error o barras de error. Dado un dato experimental para el que la magnitud repre-
sentada en abscisas vale z, + Ax,, y la representada en ordenadas y, + Ays,, la base del
rectangulo de error abarca desde x, — Ax, hasta x, + Ax, y su altura se extiende desde
Yo — Ay, hasta y, + Ay,.En el caso de que Az, o Ay, sean despreciables en comparacion
con la escala utilizada, el rectangulo de error queda reducido a un simple segmento vertical
u horizontal, segtin el caso.

En el caso de las barras de error, éstas se extienden desde z, — Az, hasta x, + Az, para
la variable representada en el eje de abscisas, y desde y, — Ay, para la representada en
odenadas. En el caso de que Ax, o Ay, sean despreciables en comparacién con la escala
utilizada, no se representa la(s) barra(s) de error correspondiente(s). Un rectdngulo o
barra de error de un dato experimental nos indica graficamente la incertidumbre de dicho
dato, o equivalentemente, el area de la grafica en la que se encuentra el valor verdadero
de la magnitud.

7. Las curvas de ajuste han de construirse con lineas finas y nunca quebradas, que deberian
pasar por el drea definida por los rectangulos o barras de error (ver figura T.1), aunque
para ello dejen de pasar por los puntos experimentales (que pueden quedar a derecha o
izquierda de la curva). Si al hacer esta operacién alguno de puntos queda excesivamente
alejado de la curva (teniendo en cuenta sus barras de error), esa medida es falsa por
alguna causa accidental y debe repetirse.

T.9 Ajuste de la recta de regresiéon por el método de
minimos cuadrados

Con frecuencia se plantea el problema de encontrar una expresién matematica y = f(x) de la
ley fisica que rige el comportamiento de un determinado fenémeno, a partir de una serie de N
medidas (x;, y;) de las magnitudes x e y que lo caracterizan.

Cuando la representacion gréafica del fenémeno estudiado proporciona una distribucién de
los puntos experimentales en forma practicamente lineal es conveniente determinar la ecuacion
de la recta que serd expresion de la ley fisica que rige el fenomeno estudiado, utilizando para
ello el método de minimos cuadrados.

Dicha recta debe cumplir la condicién de que los puntos experimentales queden distribuidos
simétricamente a ambas partes de la misma y ademas lo més proximos a ella que sea posible.
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Para ello se obliga a que la recta de ecuacién y = ax + b, cumpla con que la expresion:
N
c=Y (yi—az; — b)? (T.22)
i=1

tenga un valor minimo. Derivando c respecto a a y a b y anulando ambas derivadas se obtiene:

NY wyi— Y@y >Xyi— Nb

a Ny (o) v (T.23)
XN Yy N m Ny LY —ay
’ Ny z?—(Tx)? N ‘ (T-24)

Si se ajusta una recta que pase por el origen de coordenadas el problema se simplifica puesto
que al ser b = 0 se tiene:
0 > Yi
T 7

que proporciona directamente el valor de la pendiente de la recta.

(T.25)

Ademas de los valores de pendiente y ordenada en el origen, es interesante obtener el deno-
minado coeficiente de correlacion lineal r, que nos da una medida del grado de correlacién
entre los valores de las variables = e y, es decir, hasta qué punto = e y estan relacionadas
mediante una funcion lineal. La expresion de r es:

- NY wyi — > i XY 7 (T.26)
VINS 22 = (o N S92 ~ (Sv)?

que varia entre 0 (no existe correlacién) y + 1 (hay correlacién completa).

Las expresiones correspondientes al calculo del error de la pendiente y la ordenada en el
origen son:

Aa

5 11/2
l 2(y; —azi —b) 2] (T.27)

e
Ab = K% + Z(af— j)2> (Z(y&“_@)‘ b)zﬂm . (T.28)

T.10 Interpolaciéon en tablas de simple entrada

Las tablas de simple entrada nos proporcionan el valor de una variable en funcion de otra.
Cuando se quiere determinar el valor z que corresponde a uno dado z, no tabulado, se toman
dos valores tabulados de x y z entre los que se encuentran nuestros valores problema. Sean:

1| 21

Lo | 22
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La relacion que liga x con z puede hallarse aproximadamente mediante interpolacion lineal:

Z2 — 21

2=z + (x — 1) . (T.29)

T2 — I1
que permite determinar z en funcién de z. El error de z es:

22— 2

Az = Az . (T.30)

To — I

T.11 Interpolacién en tablas de doble entrada

En las tablas de doble entrada a cada pareja de valores (z, y) se asigna una tercera variable z.
Para hallar valores no tabulados se procede de forma andloga al caso anterior tomando valores
tabulados entre los que se encuentran los de nuestro problema:

Y1 | Y2

T1 | 211 | ?12

To | 21 | R22

La relacién aproximada que permite el cdlculo de z es:

291 — 211
=211+ —m (x—xl) +
Tg — X1 Y2 — U1

212 — 211

(Y — ) (T.31)

y puede ser utilizada en la interpolacién inversa, es decir, en la determinacién de x o y, conocidos
v ivi . Vi X i6n:
los valores de (y, z) o de (x, 2), respectivamente. El error de z viene dado por la expresion

(Az)? = (M)Q (Az)® + <M>2 (Ay)? . (T.32)

Tg — X1 Y2 — U1



