Capitulo 4

INTERPOLACION.

4.6. Interpolacion mediante splines (polinomios a trozos)

En las figuras siguientes se puede observar alguno de los problemas que la interpolacion clasica
con polinomios puede plantear debido, en parte, a la relaciéon directa entre el grado del polinomio
interpolante y el nimero de datos a interpolar (en general, grado n para n+1 datos).
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Figura 4.1: Datos de interpolacién.
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(a) Interpolante clésico. (b) Spline interpolante.

Figura 4.2: Dos tipos de interpolantes.

. Qué entenderemos por funcién spline (polinomial)?
Pues bien, éstas seran funciones polinémicas a trozos asociadas a una particién de cierto intervalo
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2 Interpolacion con splines.

real; a saber: Dado el intervalo real [a,b] con nodos a = g < 77 < -+ < Tp,_1 < T, = b, una
funcién spline, s(x), puede describirse por:

So To < x < T4

S rn<zr<cx
s(z) = ! L= ’ (4.1)

Sn-1 Tp-1 ST <Xy

donde cada s; = s;(x) es un polinomio de cierto grado (1, 2, 6 3 es lo habitual). Ademas, la
funcién total ha de cumplir ciertas propiedades de suavidad (continua, derivable, etc.). Vamos a
considerar los casos particulares siguientes:

4.6.1. Spline Lineal (poligonales continuas)

Una funcién como la de (4.1) se dice que es un spline lineal si cada s; = s;(x) es un polinomio

de grado < 1 y la funcién es continua en todo el intervalo; es decir, s; 1(x;) = s;(x;) para
i=1,...n—1.
Al conjunto de funciones de este tipo lo notamos! por: S (1,0; {zo, 1,...,Zn})
Ejemplo 1.1
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(a) Es un spline lineal. (b) No es un spline lineal.

Figura 4.3: Funciones lineales a trozos.

Proposicién 4.1 El conjunto S (1,0;{xg,x1,...,x,}) satisface las propiedades siquientes:
1. Es un espacio vectorial con dim (S (1,0;{xg,x1,...,2,})) =n+1
2. Una base de tal espacio es: {1,z,(x — 1) ,(x —22), ..., (@ — Tp_1), }

La propiedad 2 nos permite escribir una funcién spline lineal en forma global como:

n—1
s(z) =a+br+ ) a;(v—x;), (4.2)
=1
'En ocasiones se usan notaciones diversas para los espacios de splines; a saber: S¥ ({zg,71,...,2,}) indica el

mismo espacio que S (m, k; {zo, 21, ...,2,}). Ademds, si se omite el valor k se entiende que es m — 1.
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En esta expresion aparecen funciones denominadas potencias truncadas que, en general, se
definen por:

k|0 stx<a
(x—a)+{ (x—a)* siz>a (4.3)
Interpolacién con spline lineales.
Para los datos {(z;,4;) ¢=0,1,...,n} con los nodos en orden creciente, el problema es:

Hallar  s(z) € S(1,0;{zo,x1,...,2,}) verificando :

s(x;))=vy; 1=0,1,...,n (4:4)

El problema (4.4) admite una unica solucién que puede obtenerse trozo a trozo como sigue:

Hallar  s;(xz) verificando :
sz(xz) = yi;si(xi—i-l) = Yi+1
Calculados los trozos se escribe la solucién en la forma:

so = Yo + Fo (z — x¢) To < x <11
s1=y1+ P (z —x1) 1 <1 < Ty

s(x) =
Sn1=UYn-1+Po1(x—2p_1) xp1 <z <z

donde Py, Py,..., P, son las diferencias divididas de orden 1 (o pendientes) para los datos
iniciales. Otra forma de calcular la solucién del problema (4.4) es usar la forma global del spline
lineal (4.2) e imponer las condiciones de interpolacién resolviendo el sistema resultante.

Ejemplo 1.2
Calcular el spline lineal para los datos:

z|—1 1 3 6

Solucién
Método con una base de potencias truncadas:

En este caso el espacio a considerar es: S(1,0;{—1,1,3,6}) (su dimensién es 4) con base:

{1,ZE, (l‘ - 1)+ ) (SE - 3)+}
Asi, consideramos la expresién del spline lineal siguiente:
s(z)=a+br+c(r—1), +d(x—3),

Imponemos las condiciones de interpolacién; es decir,

s(=1)=0 — a—b=0

s()=2 +— atb=2 5T
s(3)=—-1 — a+3b+2c=-1 :>a_b_1,c_—2,d_ 6
5(6) =3 — a+6b+5c+3d=3
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Por lo tanto, el spline lineal solucién del problema es:
5 17
s(x)zl—i—x—5(:6—1)+—1—E(:1:—3)+

Método a trozos:

Usamos las D.D. de orden 1; a saber:

-1 0

1 2 1
3 -1 zg
6 3 4

Desde esta tabla se deducen las expresiones para cada trozo del spline lineal; a saber:

z+1 —1<z<l1

s(z) = 2—3(x—1) 1<z<3

—1+3(x—-3) 3<x<6

4.6.2. Spline Cibico clase 1

Una funcién como la de (4.1) se dice que es un spline ciibico clase 1 si cada s; = s;(z) es un
polinomio de grado < 3 y la funcién es continua y derivable en todo el intervalo; es decir, para
1=1,2,...,n—1

Sz‘—1($z’) = Sz(iUz)
si—1(xi) = si(x:)

Al conjunto de funciones de este tipo lo notamos por: S (3,1; {zg, 1,...,2s})

Proposicién 4.2 El conjunto S (3,1;{xg,x1,...,x,}) satisface las propiedades siquientes:

1. Es un espacio vectorial con dim (S (3, 1;{zo, z1,...,2,})) = 2(n + 1);

2

2. Una base de tal espacio es: {1, x, 2% 23 (v — xl)i ,(z— xl)i N xn_l)i ,(z— xn_l)i}

La propiedad 2 nos permite escribir una funcién spline ctibico clase 1, en forma global, como:

n—1

s(x) = a+ br + cx® + dz® + [Oéi (x — Iz)i + B (x — xz)i_} (4.5)

=1

Interpolacién con spline cubicos clase 1.

Como la dimensién del espacio es 2(n+1), tomaremos en cada nodo de interpolacién dos datos;
es decir, valor (y;) y derivada (d;). Asi, el problema es:

Hallars(z) € S (3,1;{xo, x1,...,2,}) verificando :
s(z;)) =y 1=0,1,...,n (4.6)
§(x;)=d; i=0,1,...,n
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El problema (4.6) admite una tnica solucién que puede obtenerse trozo a trozo (s;(z)) como
sigue:

S; (fﬂl)
/

si(2;)
Este problema se resuelve como en el caso del interpolante ctibico de Hermite sin mas que

intercambiar los papeles de xg, z1 por los de x;_,z; (es decir, 0 «» i — 1yl < 7). Calculados los
trozos se escribe la solucion en la forma:

(%‘H) = Yi+1

Yi Si
di si(Tiy1) = diga

So To < x < X1
Sy T, < x < Ty

s(x) =

Sp—1 Tn-1 S x S T

con
_ Pi—d; 2 diy1+d;—2P; 2
si=Yi +di(r — ;) + 5 (r —x)" + T (2 — 1) (2 — 2ia)
Aqui, Ry, P, ..., P, son las diferencias divididas de orden 1 (o pendientes) para los datos ini-
ciales y dy, dy,ds, . . ., d, son derivadas o aproximaciones de derivadas en los nodos z; (h; = x;11—x;

i=0,1,2,,n—1).

En la practica habitual no se conocen las derivadas pues los datos suelen ser de tipo expe-
rimental, en cuyo caso, se utilizan valores que representen aproximaciones de ellas (razones de
cambio de una magnitud respecto de la otra). Una forma comun es la siguiente:

Conocidos los datos {(z;,vy;) i =0,1,...,n}, se toman los valores siguientes para las derivadas
(desde las D.D.1 o pendientes):

do = P()
o hiaPthiPi . PiatPs s _
d; = - ; 5 para i=1,2,...,n—1
sihj=hVi
dy = Py

También puede utilizarse la base del espacio de spline cibicos clase 1 para resolver el problema

(4.6) .
Ejemplo 1.3

Calcular el spline cubico clase 1 para los datos (con derivadas conocidas) siguientes:

yi | 1
d; | 0

01
5 7
10

Solucién

Método Global (uso de una base):
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3.2 3
ol o}

El espacio que usamos es: S (3,1;{—1,0,1}) cuya base es: {1,x, 2 x
Para dar una expresién global hemos de escribir el spline como:
s(x) = a+ bx + cx® + da® + ax® + Bad
Imponemos las condiciones de interpolacién en todos los nodos resultando el sistema:
1 — a—b+c—d=1 §(-1)=0 b—2c+3d=0
0)=5 a=5 sS0)=1 — b=1
)=7 — a+b+c+d+a+p="7 S(1)=0 — b+2c+3d+2a+33=0

cuya solucién es: a=>5,b=1,c= —10,d= —7,a= 14,=4
Por lo tanto la solucion se escribe como:

s(x)=5 + x—102°—T2°+ 1427 +4x%
Método Local (trozo a trozo)

La construccién a trozos es la que sigue (usando la tabla de D.D. con argumentos repetidos):

2 |y | D.D1|D.D2|D.D,3 2 |y, |D.D1|D.D2][D.D3
1] - - - 05| — - -
~1]1] 0 - - 05| 1 - -
05| 4 4 - 17 2 1 -
05 1 -3 | -7 117] o -2 | -3

Cuadro 4.1: D.D. para s;(z) y para ss(x)respectivamente.

Desde aqui se deduce la expresion, a trozos, del spline interpolante siguiente:

s(z) = s;=1+4(x+1)?-T(xz+1)x—-1<z<0
T se=b6+ax+2* -3 (z—-1)0<z <1

Cuando no se dispone de las derivadas, éstas se han de obtener antes de calcular las D.D.
asociadas a cada trozo.

4.6.3. Spline Cubico clase 2

Una funcién como la de (4.1) se dice que es un spline ciibico clase 2 si cada s; = s;(z) es un
polinomio de grado < 3 y la funcién es continua y derivable 2 veces en todo el intervalo; es decir,
parat=1,2,...,n—1

Al conjunto de funciones de este tipo lo notamos por: S (3,2;{zg, x1,...,2n})

Proposicién 4.3 El conjunto S (3,2;{xo,x1,...,x,}) satisface las propiedades siquientes:
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1. Es un espacio vectorial con dim (S (3,2;{xo,Z1,...,2,})) =n+ 3;

2. Una base de tal espacio es: {1,z, 2% 2% (x — xl)i N xn_l)i}

La propiedad 2 nos permite escribir una funcién spline ctibico, en forma global, como:

n—1 .
s(r)=a+br+cx* +d* + > a; (v — xz)i (4.7)
i=1

Interpolacién con spline cubicos clase 2.

Como la dimension del espacio es n+3, tendremos dos libertades en la resolucion del problema
de interpolar n+1 datos {(z;,v;);i =0, 1,...,n}. Asi, un problema clésico es:

Hallars(z) € S (3,2;{xo, x1,...,2,}) verificando :
s(r))=vy; 1=0,1,...,n (4.8)
”(IO) —0 = 8//(1,”)

El problema (4.8) admite una tnica solucién llamada: ”SPLINE CUBICO NATURAL”. Esta
solucién puede obtenerse desde la construccion del Spline Cubico clase 1. Para ello, hemos de
generar las derivadas dy, dy,ds, ..., d, usando, para ello, las condiciones necesarias para que tal
spline sea dos veces derivable y cumpla las dos condiciones agregadas (s”(z) =0 = s"(z,)) a las
de interpolacién bésica (s(z;) = y;Vi).

Maés concretamente, el SPLINE

So To < x < T4
S T, < x < Ty

Sp—1 Tp—1 S x S Tn

con
si =y +di(r — x;) + Pi,;di (r —x;)® + d“tl#(x — x;)%(r — wi41)
serd solucién de (4.8) si las derivadas dy, dq, da, . . ., d,, son la tinica solucién del S.E.L. de orden
(n+ 1) x (n+ 1) siguiente (forma matricial):
2 1 0 s 0 dy 35,
hi 2(hy+ ho) ho e 0 dy 3 (h1Po+ hoPy)
0 e hnfl 2(hn71 + hn72) hn72 dnfl 3 (hnflpn72 + hanPnfl)
0 . 0 1 2 d, 3P,

(4.9)

0, equivalentemente,



2 1 0 0 do
w ) .
O hn1—2 2< hn1—2 hnl—l) hnl—l dn_l
0 0 1 2 dy,

Aqui, de nuevo, Py, P, ...
los datos iniciales {(z;,v;) i =0,1,..

.,n}

Py Py
3 (= i)

3Pn—1

Interpolacion con splines.

3P,
3 (’hig +

hn72

Py
h1

(4.10)

, P,_1 son las diferencias divididas de orden 1 (o pendientes) para

También puede usarse la base del espacio de spline ciibicos para resolver el problema (4.8) .

Ejemplo 1.4

Calcular el SPLINE NATURAL para los datos siguientes:

Solucién

Método Global (uso de una base)

Yi

oo
~|

El espacio que usamos es: S (3,2; {—1,0,1}) cuya base es: {1,x, x2,x3;xi}
Una expresién del spline es: s(z) = a + bz + cz® + do® + ax?

Imponemos las condiciones de interpolacion béasica y las condiciones adicionales sobre la deri-

vada segunda en los extremos resultando el sistema:

s(=1)=1 — a—b+c—d=1

8(0)25 — a=2>

s(1)=7 — a+b+c+d+a="7 cuya solucién es:
" (=1)=0 — 2¢—6d=0

s"(1) =0 +— 2c+6d+6a=0

Por lo tanto la solucién se escribe como: s(x)=5 + 3z—322—12%+z%

Método Local (trozo a trozo)

Para la construccién a trozos lo primero es calcular las derivadas necesarias resolviendo el

sistema (4.10) que en este caso particular (aqui h; = 1 Vi) es:

2 10 do
14 1 4 | =
1 2 do 6
cuya solucién es: dy = %, dy =3,dy = %

12
18
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Asi, usando estas derivadas podemos proceder como en el Ejemplo 1.3 (las tablas de D.D. con
nodos repetidos se veran afectadas por las nuevas derivadas):

z; |y;|D.D1|D.D2|D.D3 zi |y | D.D1|D.D2]D.D3
-1[1] - — — 0[5 - - -
-1/1| ¢ — — 05| 3 - —
05| 4 -3 — 17 2 - -
05| 3 -1 | -1 1|7 3 -2 | -1

Cuadro 4.2: D.D. para s;(z) y para so(x) respectivamente.
Desde aqui se deduce la expresion, a trozos, del SPLINE NATURAL siguiente:
si=1+3z+1)—1(z+1)?-3(@z+1)% -1<z<0
s(r) =
So =543z —a? + 2% (z — 1) 0<z<l1

Otros spline cubicos clasicos son los llamados:

— Spline sujeto.- Es el que cumple las condiciones adicionales:
s'(xg) = A, s'(x,) = B

con Ay B valores conocidos (por ejemplo, las derivadas exactas de la funcién f(z) si los
datos son del tipo y; = f(z;)).

— Spline periddico.- Sus condiciones adicionales son:
s'(x0) = 8'(x4), 8" (20) = " (2n)
en este caso, por la periodicidad, se supone que s(zg) = yo = yn = s(zn).

Para calcular el spline sujeto podemos razonar como en el caso del Natural pero, ahora, cono-

cemos los valores de las derivadas en x( y en x,; es decir, dy = A, d,, = B por lo que el sistema se
puede escribir como:

1 0 0 - 0 d A

Lok by 2 = 0 d, 3(8+0)

: - - | = s (4.11)
1 1 1 1

0 T hn72 Q(hn72 —I— hnfl) hnfl dn_l 3 <5’"‘72 + ;Ljnil)

0 e 0 0 1 dn n—QB n—1

que eliminando los valores dy = A,d,, = B (ecuaciones primera y ultima) el sistema queda
reducido a:
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1 1 1
2(h_0 1<F h_l) 1 h_l 1 ? ’ dl
moo 2mte) . 0 dy
1 1 1 1
0 hn73 2(hn73 hn72) hn72 dniz
0 e 0 hn72 Z(hn172 hn];l) dn—l

_ y > (4.12)

Pr— P B
3 (hnfj + h’rLfi) o hnfl
Resolviendo el sistema (4.12) (es de orden (n — 1) X (n — 1)) se puede obtener el spline sujeto
trozo a trozo mediante interpolacion de Hermite en cada intervalo.

Error en la intepolacion con spline.

Para terminar damos algunas estimaciones basicas del error cometido al evaluar una determi-
nada funcién, f(z), mediante un spline que interpola la funcién en los nodos z¢ < 71 < - -+ < zy,.
Pues bien, sea E(x)=f(x)-s(x) el error cometido en x € [a = zg,b = x,]; entonces, un andlisis
similar al realizado en la interpolaciéon de Hermite nos permite obtener los resultados siguientes:

Teorema 4.1 Sean f € C*([a,b]), M una cota para |f™)(z)| en [a,b] y h = max{h;}. Entonces,

1. Si s(x) es el spline cibico de clase 1 que interpola f(x) y su derivada f'(x) en los nodos

x; 1=0,1,...,n, entonces:
M
= m4j — < —ht
151 = i [1(2) — s()]} < o
2. Sis(z) es el spline cibico de clase 1 que interpola f(x) en los nodos x; i =0,1,...,n y usa
derivadas s'(x;) =d; i=0,...,n ; entonces:
M h
E| < ——h*+ —méx{|d; — f'(=;
10 < 2t P i, ()
3. Sis(z) es el spline cibico sujeto que interpola f(x) en los nodos x; i =0,1,...,ny s (xy) =
A= f'(xg), §'(x,) =B = f'(z,) ; entonces:
5M
E| < —h*
e < 2

Este resultado permite asegurar la convergencia del interpolante spline a la funciéon cuando h — 0.
También, el spline natural que interpola una funcién como la del teorema tiene una estimacién
del error del mismo orden (es proporcional a k') que el sujeto pero mds compleja de expresar. En
cuanto al error de interpolacién para el spline lineal es proporcional a h? y por tanto converge a
la funcién interpolada.



