Tema 6: Distribuciones Muestrales

El objetivo es efectuar una generalizacion de los resultados de la muestra
a la poblacion. Inferir o adivinar el comportamiento de la poblacion a partir
del conocimiento de una muestra.

*Para ello es necesario conocer las distribuciones de probabilidad de ciertas
funciones de las muestras que constituyen variables aleatorias asociadas
al experimento aleatorio, seleccion de una muestra al azar de una poblacion.

*Estas variables aleatorias denominadas estadisticos muestrales, porque se
basan en el comportamiento de las muestras, asignan a cada muestra del
espacio muestral, constituido por todas la muestras posibles, un namero real
gue es un resumen estadistico de la muestra. Por ejemplo, media de la
muestra.

*El esquema siguiente resume visualmente la situacion: Dada una poblacion
formada por un nimero N grande de elementos, donde se observa la variable
X, se extrae al azar una muestra de tamano n (n<N).

*Tanto en la poblacion como en la muestra podemos resumir los valores de la
variable X observada. Los valores resumen se denominan parametros en la
poblacion y estadisticos en las muestras. Notaremos con U a un estadistico

0 resumen muestral determinado.



Distribuciones Muestrales
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Distribuciones Muestrales

*Resumiendo:

*Dada una poblacion y el experimento aleatorio consistente en seleccionar una
muestra de dicha poblacion, se define la variable aleatoria U (estadistico muestral)
como una aplicacion que asigna a cada muestra, m, un resumen estadistico
determinado,U(m). Esta nueva variable aleatoria U tiene una distribucion de
probabilidad denominada distribucion muestral de U.

U:E R

v

m=(x1, X2, ...,Xn) U(m)=estadistico muestral

v

*Su comportamiento dependera del que tenga X en la poblacion y del tamafio
de las muestras.

Utilidad:
Estaremos interesados en conocer su comportamiento probabilistico, porque esto
nos permitira hacer inferencias acerca del comportamiento de la poblacion.

*A veces nos resultara util conocer su esperanza matematica y/o su varianza.



Distribuciones Muestrales

eCasos particulares de distribuciones muestrales:

Sea una poblacion P y X la variable aleatoria observada, cuya distribucion es

Normal
X = N(u,0)
Total muestral
U=total muestral=t : E » R
m=(x1, X2, ...,xn) 'U(m):t:ZXi
i=1

*Se verifica que el estadistico muestral t es también normal con las siguientes media
y desviacion tipica:

t:Zn:Xi — N(ng,Vno?)

Ademas, si el tamafio de la muestra es suficientemente grande (n>30), t se
distribuye normalmente, aunque X en la poblacién no sea normal.



Distribuciones Muestrales

eCasos particulares de distribuciones muestrales:

Sea una poblacion P y X la variable aleatoria observada, cuya distribucion es
Normal

X = N(u,o)

Media muestral

U=media muestral : E » R

D Xi
m=(x1, X2, ...,xn) > U(m)= )7=‘=1T

«Se verifica que el estadistico muestral media es también normal con las siguientes
media y desviacion tipica:

$x

X =" 5 N(g,
n

2
in

Ademas, si el tamafio de la muestra es suficientemente grande (n>30), se
distribuye normalmente, aunque X en la poblacion no sea normal.




Distribuciones Muestrales

eCasos particulares de distribuciones muestrales:

Sea una poblacion P y X la variable aleatoria observada, cuya distribucion es
Normal

X = N(u,0)
Estadistico cuasivarianza muestral
U=S2: E » R
v \2
Z (xi - X ) Observa que esta nueva
m:(xl, X2, ... ,xn) » G2 _ il variable se ha obtenido a partir
n—1 de la anterior (S?)
multiplicando por la constante
, L. : (n-1)/c°
Estadistico Uchi muestral Esta transformacion permite
conocer su comportamiento
. R probabilistico
Uchi : E > R
. (n-1)S°
m=(x1, X2, ...,xn) > Uchi(m) = >—=—

«Se verifica que el estadistico muestral Uchi sigue un modelo Chi-cuadrado con
n-1 grados de libertad

_(n-1s°
62

2
U, —> Xna




Distribuciones Muestrales

eCasos particulares de distribuciones muestrales:

Sea una poblacion P y X la variable aleatoria observada, cuya distribucion es
Normal

X = N(u,0)
Estadistico Ut,v (funcidén de los estadisticos media y cuasivarianza)
ut,v: E > R

X — Observa que esta nueva
m:(x]_, )(2, L. ,xn) » U = H < variable se ha obtenido a partir
L S de los estadisticos media y
— cuasidesviacion tipica (S)
\/7 Esta transformacion permite
conocer su comportamiento
probabilistico

«Se verifica que el estadistico muestral Ut,v sigue un modelo t de Student con
n-1 grados de libertad

u = X-n)

v S
Jn

—>1




Distribuciones Muestrales

eCasos particulares de distribuciones muestrales:

Sea una poblacion P y X la variable aleatoria observada, cuya distribucion es
una Bernoulli:

X=0 con probabilidad g=P(fracaso) y X=1 con probabilidad p=P(éxito)

Se sabe que E(X)=p y V(X)=pq

Estadistico Ut=t=total de éxitos en la muestra

] » R Observa que esta variable
Ut: E refleja el total de éxitos (1's)
n en la muestra entre el total de

— , Ut=t= Z Xi selecciones n. Es un caso
m (Xl’ X2’ T ’Xn) = particular de total muestral t,

ya visto. Observa que es
también la variable binomial

*Se verifica que el estadistico muestral Ut sigue un modelo Binomial

Ut — B(n, p)

E(Ut)=np
V(Ut)=npq

*Para tamanos de muestra suficientemente grandes se aproxima a una normal



Distribuciones Muestrales

eCasos particulares de distribuciones muestrales:

Sea una poblacion P y X la variable aleatoria observada, cuya distribucion es

una Bernoulli;

X=0 con probabilidad g=P(fracaso) y X=1 con probabilidad p=P(éxito)

Se sabe que E(X)=p y V(X)=pq
Estadistico Up=proporcion de éxitos en la muestra

Up: E > R

_ngm

m=(x1, X2, ...,Xn) " Up=

n n

*Si el tamafo de muestra es suficientemente grande (n>30)

se verifica que el estadistico muestral Up sigue un modelo normal

oo B

= proporcion de éxitos

Observa que esta variable
refleja la proporcion de éxitos
(1's) en la muestra entre el
total de selecciones n. Es un
caso particular de media
muestral , ya visto.




Ejemplo simple de simulacion del proceso de generacion de una Distribucion Muestral
de la Media

« Supondremos una poblacion formada por solo N=3 elementos. Por ejemplo 3 nifios.
Se observa la variable X=edad. Consideremos la seleccion con reemplazamiento de
todas las muestras posibles de tamafo n=2.

« Poblacion nifios: {A, B, C} Edad: 2, 3 y 4 afios respectivamente.
 El espacio muestral formado por todas las muestras posibles
« E={AA, AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB, CC}

 Estadistico muestral U=media muestral

U=media muestral : E » R

m=(x1, X2, ...,xn) *U(m)=X="2—



Ejemplo simple de simulacion del proceso de generacion de una Distribucion Muestral
de la Media (continuacion)

U=media muestral : E > R
(AA) > )?=£:2
2
- 2+3
(AB) - X2
(AC) . KT
(BA) > X=22-2s
(BB) > X=23
(BC) > )Tz%:&S
(CA) > x=-2%3
(CB) > X=2t3s
(CC) > X=10



Ejemplo simple de simulacion del proceso de generacion de una Distribucion Muestral
de la Media (continuacion)

Distribucion muestral de la media | Distribucion de X=Edad en la poblacion

U=media | P(U)
2 1/9 X=Edad | P(X)
2,5 2/9 2 1/3
< g 3 1/3
3,5 2/9 A 1/3
4 1/9

E(X)=3

Varianza(X)=2/3

Comprueba que la esperanza de X en la poblacion coincide con la esperanza
de la variable media muestral, U, y que la varianza de U es igual al cociente entre la
Varianza de X y el tamafo de la muestra (2).



Ejemplo: Distribucion Muestral de la Media

Observa gue en la practica se selecciona una muestra de la poblaciéon y se efectia
un resumen de dicha muestra mediante el calculo de un estadistico muestral que
nos interese. Por ejemplo media de la muestra, desviacion tipica, mediana, etc.

Si conociéramos el comportamiento que tienen todos los posibles valores del esta-
distico muestral que nos interesa (su modelo de probabilidad), podriamos saber
gué probabilidad hay de que el valor de nuestra muestra esté comprendida en un
determinado intervalo.

Ejemplo:

Se ha seleccionado una muestra al azar de 50 mujeres de una poblaciéon de mayores
de 18 afos. Se desconoce la talla media de la poblacion, pero en la muestra se ha
observado que la media de las 50 tallas es 1,60 m. Si se sabe por otros estudios que
la desviacion tipica en la poblacion es de 3,3 cm, determina la probabilidad de que la
media de la poblacion no difiere en mas de 1 cm de la de la muestra.



Ejemplo: Distribuciéon Muestral de la Media

Ejemplo (continuacion):

Se sabe que para tamafnos de muestra grandes la media muestral se distribuye
segun un modelo normal.

: — 3.3
ZX' - X = N(z. =)= N(u. 04667
: Sustituyendo (u, )=N(u, 0, )
X ="— 5 N(g, 9 Y V0

P(X -u|)<D)=P(u-1<X <u+l)

= P( —1 <7< 1

0,4667 0,4667

)= P(-214<Z <214)

1cm



Ejemplo: Distribucion Muestral de la Media

Ejemplo 2

Se sabe que los pesos de los paquetes de cierto articulo en una cadena de
produccioén se distribuyen normalmente con media 500 gr y desviacion tipica 10 gr
Se selecciona una muestra de 100 paquetes de la produccion y se observa que la
media de éstos es de 530 gr ¢ es coherente este resultado con la hipotesis de que
se distribuyen normalmente con media y desviacion tipica 500 y 10, respectivamente.

Si la hipotesis

X — N(z=500,c =10)

X — N (500,

10

+/100

) = N(500, 1)

fuese cierta, entonces habra que admitir

La probabilidad de observar un suceso tan extremo
o mas (530 gr) es igual a

P(X >530)=P(Z zf)z P(Z >30)=0

530-500

/

# =500 530| |(X >530)




Ejemplo: Distribuciéon Muestral de la Media

Ejemplo 3

Se sabe que los pesos de los paquetes de cierto articulo en una cadena de
produccion se distribuyen normalmente con media 500 gr y desviacion tipica 10 gr
Se seleccionan muestras de 10, 50 y 100 paquetes de la produccion.

Determina la desviacion tipica de la media muestral para cada uno de estos 3 casos.

X = N(u=500,0 =10)

Caso n=10

10

V10

X — N(500,——) = N (500, 3,16)

Caso n=50

10

V50

X — N (500,——) = N (500, 1,41)

Caso n=100

X — N(500,—2_) = N (500, 1)

4100

Observa que la
variabilidad de la
distribucién
muestral se
reduce cuando

Caso n=100 aumenta n
Caso n=50 \
Caso n=10
P
1 =500

X




Ejemplo: Distribuciéon Muestral de la Media

Ejemplo 4

En unas elecciones un determinado candidato asegura gque tiene ganados
al menos el 50% de los votos. En un sondeo previo a las elecciones se obtuvo una
muestra de 500 votantes y 160 se mostraron favorables al candidato ¢,es coherente

con la hipotesis del candidato el resultado obtenido en la muestra?

Si la hipétesis |X = B, p=05)

fuese cierta, entonces habria que admitir

gue la proporcion muestral se distribuye segun

Up — N(p,\/?)z N (0,5,

0,

5'0’5) =N(0,5, 0,1118)
500

La probabilidad de observar un suceso tan extremo o mas al obtenido

Up=160/500=0,32 es

0,32-0,5

PU,6<032)=P(Z <
Y, )= P 01118

)=P(Z <-161) =0

/

(Up<0,32)

0,32
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