ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD
Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas

Tema 5
Variables aleatorias:
distribuciones de probabilidad y caracteristicas.

1. Introduccion

Segun se ha reflejado hasta el momento, el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio
puede ser de dos tipos:

» Cuantitativo, como el asociado al lanzamiento de un dado (2 = {1,2,...,6}).
= Cualitativo, como en los siguientes ejemplos:

e Lanzamiento de dos monedas (2 = {cc, cx, zc, xx}).
e Extraccion de bolas de una urna.

e Eleccion de un individuo de la poblacién.

Es evidente que el tratamiento matematico de un espacio muestral de tipo cualitativo no es
simple. Sin embargo, cuando un experimento da lugar a un espacio muestral de tipo cualitativo,
es posible considerar una o varias caracteristicas numéricas que describan las propiedades de
mayor interés. Por ejemplo:

= En el lanzamiento de tres monedas: niimero de caras o de cruces, diferencia entre el
nimero de caras y de cruces, etc.

= En la extraccion de bolas de una urna: niimero de bolas de un determinado color, etc.
= En la eleccion de un individuo: estatura, peso, etc.

Asi, cada resultado del experimento tendré asociado un valor numérico y el espacio muestral
original se transforma en un espacio cuantitativo.

Incluso en espacios muestrales cuantitativos, puede que el interés se centre no en el resultado
concreto del experimento, sino en alguna caracteristica numérica como, por ejemplo, en el
lanzamiento de dos dados, la suma de los valores obtenidos.

De esta forma surge el concepto de variable aleatoria que, en términos generales, puede
definirse como una funcién que asigna un valor real a cada elemento de un espacio muestral.

Al considerar una variable aleatoria sobre un espacio muestral, los conjuntos de interés es-
taran definidos en términos de dicha variable. Por ejemplo, conjunto de resultados elementales,
tales que el valor de la variable esté comprendido entre dos nimeros reales a y b. Para po-
der calcular la probabilidad de conjuntos de este tipo, es preciso exigir que tal conjunto sea
un suceso. Este requerimiento implica que no toda funcién numérica de los resultados de un
experimento es una variable aleatoria, sino que ésta debe satisfacer determinadas propiedades.
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Para introducir de manera formal el concepto de variable aleatoria, comenzaremos definiendo
la o-dlgebra de Borel sobre R.

2. Espacio de Borel unidimensional

Sobre el conjunto de ntimeros reales R, se define la o-algebra de Borel como la minima clase
de conjuntos con estructura de o-algebra que contiene a todos los intervalos de R. Esto es, si
Y denota la clase de intervalos de R, la o-algebra de Borel, B, es una clase de conjuntos de R,
(B C P(R)), tal que:

1. BD Y.
2. B es o-algebra.
3. Si A C P(R) es una o-algebra, tal que A D ), entonces A D B.

Al par (R, B) se le denomina Espacio de Borel. Los elementos de B se denominan Conjuntos
de Borel o Borelianos.

» Todo intervalo y, en particular, todo nimero real ({a} = [a,a]), es un conjunto de Borel.
= Todo conjunto numerable y, en particular, todo conjunto finito, es un conjunto de Borel.

= Todo conjunto formado a partir de las operaciones de uniones numerables, intersecciones
numerables y complementarios, realizadas a partir de intervalos de R, es un conjunto de
Borel.

Teorema: Caracterizacion de B

B coincide con la o-dlgebra generada por los intervalos del tipo (—oo, x].

Anélogamente, B es la o-dlgebra generada por intervalos de cualquier tipo.

3. Variables aleatorias

El concepto de variable aleatoria surge de la necesidad de calcular probabilidades de conjuntos
de interés definidos en términos de dicha variable.

Asi, si (2,4, P) es el espacio de probabilidad asociado al experimento aleatorio en el que
se pretende analizar la caracteristica numérica de interés, ésta vendra definida por una funcion

X:0—R.

Ahora bien, cada valor de X se corresponde con el subconjunto de puntos de €2 que se aplica
en dicho valor esto es {w € Q / X(w) = x}, que notaremos por simplicidad {X = z}. Obvia-
mente el estudio probabilisticos de una variable aletoria conlleva el calculo de probabilidades
de dichos conjuntos asi como de otros més generales como

{we/ X(w) <z} ={X <z},

{fweQ/ X(w) <z} ={X <z},
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{weQ/ X(w) >z} ={X>ua},
{we/ X(w) >z} ={X >z},
fwe/z <X(w) <z} ={z1 <X <5},

(weQ/Xw) el}={Xcl}), [,
{weQ/ X(w)eB}={X e€B}, Behb.

Para poder calcular la probabilidad de dichos conjuntos es necesario que los mismos sean
sucesos, esto es pertenezcan a la o—algebra de Borel del espacio probabilistico donde se define
la funcion que describe la caracteristica numérica de interés.

Asi, la definicién formal de variable aleatoria es
Definicion
Una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (f2,.4, P) es una funcién X :
Q — R que verifica X 1(B) C A, es decir
X'B)={weQ/Xw)eB}={XecB}c A VBcB.

(Notacién: X : (2,4, P) — (R, B).)

La medibilidad proporciona el aspecto analitico de las variables aleatorias, mientras que el
hecho de estar definidas sobre un espacio de probabilidad les da el caracter probabilistico.

La definicion de variable aleatoria no es siempre operativa, por lo que, a la hora de probar que
una funcion X sobre un espacio de probabilidad es una variable aleatoria, resulta conveniente
hacer uso de la siguiente caracterizacion.

Teorema: Caracterizacion de variables aleatorias

X :(Q,A, P) = (R,B) es una variable aleatoria si y sélo si se cumple alguna de las siguientes
condiciones, todas ellas equivalentes:

L. X '((~o0,7])) = {w/X(w) <z} ={X <2} €A Vz eR.
2. X H(—00,2)) = {w/X(w) <z} = {X <z} € A, Vz eR.
3. XYz, +00)) = {w/X(w) > 2} ={X >z} € A, Yz € R.
4. X Y(z,400)) = {w/X(w) > 2} = {X >z} € A, Vz € R.
5. X~ H(a,b]) = {w/a< X(w) <b}={a< X <b}e A, Va,beR.
6. X~ 1(a,b) = {w/a< X(w)<b}={a< X <b} €A Va,beR
7. X7 Y(a,b) = {w/a < X(w) < b} ={a< X <b}€ A, Va,be R
8 X (a, b)) ={w/a < X(w)<b}={a< X <b}e A Va,beR
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Ejemplos de variables aleatorias

Si se trabaja en un espacio probabilistico (2, P(£2), P), en el que todo subconjunto de €2 es un
suceso, entonces cualquier funcién X : 2 — R es una variable aleatoria. Esto es lo usual si el
espacio muestral €2 es finito.

Ejemplo 1: Funciones indicadoras de conjuntos medibles

Una funcion de la forma I4 : © — R, definida como

1 wed
]A(W)Z{O we A

donde A C 2, se denomina funcion indicadora del conjunto A.
Si (€2, A, P) es un espacio de probabilidad, y A € A, entonces I4 es una variable aleatoria.

En efecto:

O 1¢B0¢B
A 1€B0¢B
A° 1¢B,0€eB
Q 1€B,0eB

I,;Y(B) = — I1,'(B) € A VB € B.

Ejemplo 2: Funciones simples

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad, y {A4;}!; una particién de 2, tal que A; € A
(particiéon medible). Sean x4, ...,z, € R.

La funcién X : Q — R definida como X (w) = z; si w € A; se denomina funcién simple, y
es una variable aleatoria, pues

X(B) = O A, € A

i=1/x,€B

O sea, toda funcién definida en un espacio de probabilidad que tome un nimero finito de
valores, cada uno sobre un conjunto medible, es una variable aleatoria. Esto es obviamente
extensible a particiones no finitas numerables, ya que, en tal caso, la anti-imagen de B seria
una unién, no necesariamente finita, pero numerable.

Ejemplo 3: En el lanzamiento de un dado, se asigna el valor 1 a los resultados pares, y el
resultado 0 a los impares.
El espacio de probabilidad de la variable aleatoria es (€2, .4, P), donde

0=1{1,2,3,4,5,6}; A=7P(Q); P = uniforme.

Al considerar A = P(Q), cualquier funcién real definida en (9, A, P) serfa una variable aleato-
ria.

Veamos cémo se comprobaria que X es una variable aleatoria en el caso de considerar otra
o-algebra:

Por una parte

Patricia Roman Romén 4



ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD
Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas

1 we{2,4,6}
0 we{l,3,5}
X = Ippa6y = X es variable aleatoria si {2,4,6} € A. Para ello bastarfa considerar una

o-algebra que contenga a dicho conjunto. Sin embargo, si se considera por ejemplo la o-algebra
A={Q,0,{1},{2,3,4,5,6}}, entonces X no serfa una variable aleatoria.

X:Q5R X(w)—{

También se podria haber razonado usando la definicién de variable aleatoria. Asi

0 0,1¢ B
oo s oeBi¢B
XTB) =9 {246 0¢B1eB
0 0,1¢ B

y de nuevo se llega a la conclusién de que basta exigir que {2,4,6} € A (o, equivalentemente
{1,3,5} € A).

Veamos cémo, aun en este caso tan simple, se puede simplificar el razonamiento usando la
caracterizacion de variable aleatoria. Asi

0 x <0
X ((~o00,2]) =% {1,3,5} 0<z<l1
Q z>1

llegando a la misma conclusion.

Ejemplo 4:
Dos jugadores, A y B, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado
a este experimento y cada una de las siguientes variables:

1. Puntuacién obtenida por el jugador A.
2. Mayor puntuacion.

3. Ganancia del jugador A si se conviene que el que obtenga mayor puntuacién recibe una
moneda del contrario.

4. Ganancia del jugador A si se conviene que el que obtenga menor puntuacién paga al
contrario la diferencia de puntuacién.

Notamos cada resultado elemental por (i, 7), donde i es la puntuacién de A y j la de B.
Q= {(i,)/ij=1,....65; A=PQ); P((i,j) = 1/36

1. X(i,j) =14 X:1,2,3,4,5,6.

2. Y(i,j) = { ; zzj Y :1,2,3,4,5,6.
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1 1>
3. Z(i,j) =< 0 i=3j
-1 i<y

4. U(i,j)=i—j U=-5-4,-3-2-1,0,1,2,3,4,5.

Ejemplo 5:
En el ejemplo anterior, especificar los sucesos:

» La puntuacion obtenida por A es 2: {X =2} ={(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}.
» La mayor puntuaciéon es < 2: {Y <2} = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.
= Se se ha convenido que el que obtenga menor puntuacién paga al contrario la diferencia:

e A gana al menos 4 monedas: {U > 4} = {(5,1), (6,1), (6,2)}.
e A pierde més de 2 monedas: {U < -2} = {(1,4), (1,5), (1,6), (2,5), (2,6), (3,6)}.
e No pierde ni A ni B: {U =0} ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}.

4. Operaciones algebraicas con variables aleatorias

La clase de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad es cerrada
para las operaciones algebraicas usuales.
En efecto:

» Teorema 1: Si X es una variable aleatoria sobre (2,4, P), v a,b € R, entonces la
aplicacion
aX +b:Q — R, dada por (aX 4 b)(w) = a(X(w)) + b

es una variable aleatoria sobre el mismo espacio.
» Teorema 2: Si X e Y son variables aleatorias sobre (2,4, P), y a,b € R, entonces la

aplicacion
X+Y:Q—R, dada por (X +Y)(w) = X(w) + Y (w)

es una variable aleatoria sobre el mismo espacio.

e Corolario 1: Si X, Xy, ..., X, son variables aleatorias definidas sobre (2, A, P),
entonces X; + X5 4 -+ - + X, es una variable aleatoria definida sobre (2, A, P).

e Corolario 2: Cualquier combinacién lineal de variables aleatorias sobre (£2,.4, P)
es una variable aleatoria sobre (2, A, P).

e Corolario 3: Si X e Y son variables aleatorias sobre (2, A, P), entonces {w / X (w) <
Y(w)}leAy{w/ X(w)=Y(w)} € A
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» Teorema 3: Si X es una variable aleatoria sobre (£2, A, P), y a,b € R, entonces la
aplicacion

X?2:Q — R, dada por (X?)(w) = (X(w))?

es una variable aleatoria sobre el mismo espacio.
» Teorema 4: Si X e Y son variables aleatorias sobre (£2,.4, P), entonces la aplicacién
X Y:Q—R, dada por (X -Y)(w) = X(w) - Y (w)
es una variable aleatoria sobre el mismo espacio.

» Teorema 5: Si X e Y son variables aleatorias sobre (2, A, P), e Y # 0, entonces la
aplicacion

XY :Q— R, dada por (—) (W):m

es una variable aleatoria sobre el mismo espacio.

» Teorema 6: Si X e Y son variables aleatorias sobre (2,4, P), entonces max(X,Y) y
min(X,Y’) son variables aleatorias sobre el mismo espacio.

Corolario: Si X es una variable aleatoria sobre (€, A, P), entonces X+ = max(0, X),
X~ =-—min(0, X) y |X| = Xt + X~ son variables aleatorias sobre ({2, .4, P).

El reciproco no es cierto: Si | X| es variable aleatoria, X no tiene por qué serlo.

Ejemplo
Q={1,2,3,4}, A={0,Q,{1,2,3},{4}}

X

| X| = 1 es una variable aleatoria, sin embargo, X '({1}) = {1,3} ¢ Ay, por tanto, X
no lo es.

5. Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria

Cuando se considera una variable aleatoria X sobre un espacio de probabilidad (£2,.4, P), los
unicos sucesos de interés son los que se expresan en términos de esta variable, esto es, los sucesos

de la forma
{weQ/Xw)eB}=X'(B)={XeB}ecA
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Las probabilidades de estos sucesos describen completamente el comportamiento de la va-
riable X y dan lugar a lo que se denomina la distribuciéon de probabilidad de X.

Definicion

Dada una variable aleatoria X sobre (€2, A, P), se denomina distribucion de probabilidad de X
o probabilidad inducida por X a la funcién de conjunto

Px=PoX': B—10,1]
B Px(B) = P(X7/(B)) = P({X € B})

Teorema
Py es una medida de probabilidad sobre (R, B).

Demostracion.-

AL Px(B) > 0,V¥B € B

AIL: Px(R) = P(X"}(R)) = P(Q) =1

AIIT: {B,} € B mutuamente excluyentes = {X'(B,)} mutuamente excluyentes, entonces

(98] rfr (U)o {g ) -
|

Por lo tanto, la variable aleatoria X transforma el espacio probabilistico original en un nuevo
espacio probabilistico (R, B, Px)

X:(Q A P) = (R,B, Px)
y el interés se centra exclusivamente en el estudio de este nuevo espacio, esto es, en el estudio
de P X -
Esta es la caracteristica esencial de las variables aleatorias, que transforman un espacio
probabilistico arbitrario en un espacio de probabilidad numérico.

Ejemplo En el ejemplo 3 de la seccion anterior asociado al lanzamiento de un dado se habia
considerado la variable aleatoria

_ 1 we{2,4,6}
X: Q=R X(w)—{o we {1,3,5)
y se habia obtenido que

0 0,1¢ B
o ) {135 o0eB1¢B
XTB)=4 46y 0¢B1cB
0 0,1¢B

Por tanto la distribucién de probabilidad de X es
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([ P(0) =0 0,1¢ B
P({1,3,5}):% 0€B,1¢B
Px(B)=P(X !(B)) = X
P({24,6)=5 0¢B1€eB
P(Q) =1 0,1€B

\

6. Funcion de distribucion de una variable aleatoria

Como ya hemos indicado, el estudio de una variable aleatoria se reduce al de su distribucién
de probabilidad, que es una funcién de conjunto, definida sobre la o-algebra de Borel B.

Si bien para ciertos tipos de variables aleatorias el manejo de estas funciones de conjunto
puede ser simple (como es el caso de variables con un ntmero finito de valores), en general,
trabajar con este tipo de funciones puede ser complicado.

Este inconveniente se resuelve asignando a cada distribucién de probabilidad Px una funcion
de punto que la describe completamente y se denomina funcion de distribucion de la variable
aleatoria X.

Definicién
Dada una variable aleatoria X definida sobre un espacio de probabilidad (£2,.4, P) con distri-

buciéon de probabilidad Py, se denomina funcion de distribucién de la variable a

Fx: R— [O, 1]
x+— Fx(z) = Px((—o00,z]) = P{X <z}

Teorema

La funcion de distribucion de una variable aleatoria X satisface
1) Es mondtona no decreciente

2) Es continua a la derecha

3) lim F(z)=1y lim F(x)=0

T—+00 T——00
Demostracion
1)y < 29 = (—00, 21| C (—00, x9] = (usando la monotonia de Px) Fx(x1) = Px((—o00,x1]) <
Px((—OO,iL'Q]) = FX(.CEQ).

2) La demostracién rigurosa de esta propiedad exige trabajar con sucesiones de conjuntos y
usaremos (aunque no se ha probado) la continuidad de una medida de probabilidad, es decir,
que si {A;, }nen es una sucesién de conjuntos tal que 3limA,, = A, entonces limP(A,) = P(A).
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Puesto que Fx es monoétona, Vry € R, 3 lim+ Fx(x) y este limite puede obtenerse por
w%xo

sucesiones monotonas decrecientes a xy. Por tanto, hemos de probar que

lim Fx(l'n) = Fx(l‘o)

znlxo

En efecto

{(=00, 2]} Y1) (~00, ] = (—00, 0]
y, por tanto,

lim Py (=00, 2n]) = Px((=00, 7o)

3) Andlogamente, considerando z,, T +00 = (=00, 2z,] TRy 2, | —00 = (=00, z,] | 0
|
Notemos que la demostracién de estas propiedades se basa exclusivamente en el hecho de
que Px es una medida de probabilidad.

Por tanto, cualquier medida de probabilidad P sobre (R, ) define una funcién de punto

Fp : R — [0,1] no decreciente, continua a la derecha y tal que lirf Fp(z) =1y lim
T—>+00 T—>—00
Fp(xz) = 0. Dicha funcién se define por Fp(z) = P((—o00, z]).

Sin embargo, lo realmente importante en Célculo de Probabilidades es que el reciproco de
este resultado es también cierto. Esto es, toda funcién F' : R — R no decreciente, continua
a la derecha y tal que hrf F(z) =1y lim F(x) = 0, determina una dnica medida de

T—>+00 Tr——00
probabilidad Pr sobre (R, B) tal que Pp((—o0,x]) = F(x).

Teorema de Correspondencia

= Si P es una medida de probabilidad sobre (R, B), Fp : R — R definida como Fp(x) =
P((—00,z]) es no decreciente, continua a la derecha y verifica lim Fp(z) =1y lim

r—r+00 T——00

» Si F: R — R es no decreciente, continua a la derecha y verifica lir}rn Flz) =1y
T—r+00

lim F(z) = 0, entonces existe una unica medida de probabilidad Pr sobre (R,B) que

T—r—00

satisface Pp((—o0,z]) = F(z), Vo € R.

Existe, por tanto, una correspondencia biunivoca entre las medidas de probabilidad en (R, B)
y las funciones de punto sobre R verificando tales propiedades. Segin esta correspondencia, a
la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X, Py, le corresponde su funcién de
distribucién, esto es, Fp, = Fx y a la funcién de distribucién Fx le corresponde Py, ya que
Px((=00,x])) = F(x).

Por tanto, la funcién de distribucién de una variable aleatoria determina completamente su
distribucién de probabilidad.

Patricia Roman Romén 10



ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD
Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas

Teorema
Toda funcién F' : R — R verificando 1), 2) y 3) es la funcién de distribucién de alguna variable
aleatoria definida sobre algun espacio de probabilidad.

Demostracion

En efecto, por el Teorema de Correspondencia, existe una tnica medida de probabilidad P
sobre (R, B) que satisface Pp((—o00,z]) = F(z), Yz € R.

Asi, si definimos X : (R, B, Pr) — (R, B) como X (z) = z, la distribucién de probabilidad
Px de dicha variable aleatoria coincide con Pp y, por tanto, su funcién de distribucién Fx(z) =
Px((—o00,z]) = Pp((—00,z]) = F(x),Vx € R.

Otras propiedades de la funcién de distribucion

1. Ve eR, 3 lim Fx(y)=Fx(z7)=P(X <z)y

Yy—Tr—

3 lim Fx(y) = Fx(z) = P(X < x)

y—xt

Demostracion:

La existencia de los limites esta garantizada por ser F'y mondtona y por la continuidad a
la derecha, es claro que lim Fx(y) = Fx(x).
y—xt

Veamos ahora que lim Fx(y) = P({X < x}). Ya que el limite existe, puede tomarse por
y—x ™

sucesiones crecientes

lim Fx(y) =lim Fx(z,)

y—x— Tn Tz

Fx(z,) = P(X <x,) = Px((—00,z,)) T Px((—o0,2)) = P(X < ).

2. Los tnicos puntos de discontinuidad de F'x son de salto y la longitud del salto en cualquier
punto z € R es
P(X =x2) = Fx(x) — Fx(z™)

Demostracion:

Esto es debido a la continuidad a la derecha, no decrecimiento y existencia de limite a la
izquierda. Ademas, el salto es

lim Fx(y)— lim Fx(y)=P(X <z)—P(X <z)=P(X =ux)

y—axt y—x—

3. x es un punto de continuidad de Fy <= P(X =z) =0.
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4.

El conjunto de puntos de discontinuidad de F'x es numerable.

Demostracion:

D={zxeR/ Fx(zx)> Fx(z)}
r€D < Fx(z)—Fx(z7) >0 < 3In/ Fx(x)— Fx(z™) > 1/n.
Entonces, si E, = {x € D / Fx(x) — Fx(z~) > 1/n} es claro que D = E,,. Ya que E,

contiene a lo més n puntos (en caso contrario, la suma de los saltos serfa mayor que uno),
D es numerable.

Calculo de probabilidades mediante funciones de distribucion

P(X <) = Fx(x)

P(X <z)=Fx(z")

P(X =) = Fx(x) — Fx(27)

P(X > ) =1— Fx(z)

P(X >z)=1- Fy(z")

P(X >z)=1-Fx(a")

Pa< X <b) = P(X <b) — P(X < a) = Fx(b) - Fx(a)
Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b) — Fx(a™)
Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=Fx(b~) — Fx(a)
Pla<X<b=PX<b—-—PX<a)=Fx(b)—Fx(a)

Ejemplo: En el ejemplo 3 de la seccién anterior asociado al lanzamiento de un dado se habia
considerado la variable aleatoria

1 we{2,4,6}

X: Q=R X(W):{O we{l,3,5}

y se habia obtenido que

0 x <0
X (~o00,2]) =4 {1,3,5} 0<z<l1
Q z>1

Por tanto la funcion de distribucién de X es
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P0)=0 r <0
Fx(z)={ P{1,3,5))=1/2 0<az<1
P(Q)=1 x>1

7. Variables aleatorias discretas

Defincién Una variable aleatoria X : (2, A, P) — (R, B, Px) es discreta si toma valores en
un conjunto numerable, es decir, dFx C R tal que

P(X € Ex)=1

Nota: Ex es el conjunto de valores de la variable y es claro que

r¢ Ex, P(X=x2)=0

Funcion masa de probabilidad
Si X es una variable aletoria discreta con valores en el conjunto Ex = {x,, n € N}, se define
su funcién masa de probabilidad como

px: Ex — [0,1]
T, +— Px(z,) = P(X = 2,) = Px({zn})

Propiedades de la funcion masa de probabilidad
» Es no negativa, px(z) > 0, Vo € Ex.

» La suma de sus valores es la unidad, Z px(z) =1
z€FEx

» La funcién masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta determina la distri-
bucién de probabilidad de la variable

VBEB, Px(B)=P(XeB)= Y PX

rEBNEx

y, por tanto, su funcién de distribucion
Ve eR, Fx(x)= Z P(X =1, = ZP(X = Z,)e(x — xp,)
n=1

con
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Por tanto, la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria discreta es una funcién de
salto cuyos puntos de salto son aquellos nimeros reales z,, tales que P({X = x,}) > 0 y dicha
probabilidad es la longitud del salto.

El crecimiento a saltos de la funcion de distribucién caracteriza a las variables discretas:

Teorema: Caracterizacion de variables discretas
X : (A P)— (R, B, Px) es discreta si y sélamente si F'y crece sélo a saltos.

Demostracion:

<=) Si Fx s6lo crece a saltos, ya que lirf Fx(x) =1y lim Fx(z) = 0, la suma de las
T—>+00 T—>—00

longitudes de todos los saltos debe ser uno.
Sea D el conjunto de puntos de salto. Puesto que D es numerable

P(XeD)=) P(X=z)=1

zeD

Entonces, X toma valores en D, numerable, y es, por tanto, discreta.

=) El reciproco es inmediato, como se ha visto anteriormente.

|
Teorema
Toda coleccion numerable de niimeros no negativos, de suma la unidad constituyen los valores
de la funcién masa de probabilidad de alguna variable aleatoria de tipo discreto

Demostracion
Dada {p,; n>1} con p, >0, Vn > 1y > p, =1, se define

0 T < I 0 r <0

F(x) = , o bien F(z)=

) an T ST < Tt (@) an 1<ax<i+1
n<t n<t

Patricia Roman Romén 14



ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD
Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas

Esta funcion es, evidentemente, no decreciente, continua a la derecha y con limites cero y
uno en oo y +00, respectivamente. Por tanto, por la aplicacion del Teorema de Correspondencia,
existe una variable aleatoria con tal funcién como funcién de distribucion y, ademas, por las
caracteristicas mostradas por ella, dicha variable es de tipo discreto.

|
EJEMPLOS

Ejemplo 1

Un jugador recibe una moneda si en el lanzamiento de un dado sale un ntmero par; en
caso contrario, pierde una moneda. Calcular la funcién masa de probabilidad y la funcién de
distribucién de la variable aleatoria que describe la ganancia.

Funcion masa de probabilidad
P(X =1) = Px(1) = P(X7'({1})) = P({2,4,6}) = 1/2
P(X=-1)=1/2

P(X=x)
1/2
-1 1 X
Funciéon de distribucion
FX R — R
0 r < —1
r — P{X<z})=< 1/2 —-1<z<l1
1 rz>1
FX
R e @
R 1/2
-1 1 x
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En general, si B es un conjunto de Borel arbitrario

)=0 ~1¢B,1¢B
1,3,5}))=1/2 —1€B,1¢B
2,4,61)=1/2 —1¢B, 1€B

1

P
P(X € B) = Px(B) = PX'(B) ={
P —1€B,1€B

Ejemplo 2
Se introducen al azar tres bolas en dos urnas U; y Us. Sea N el niimero de bolas en la
primera urna, especificar su funcién masa de probabilidad y su funcién de distribucion.

Sean By, By y Bj las tres bolas; las distintas colocaciones, todas equiprobables son:

(“1: ‘ ‘ B,B,B, Ci: ‘ BB, ‘ B, ‘
U, 1, U, U,
(’3: ‘ B, ‘ ‘ B, B; C’G: ‘ B, B, ‘ B, ‘
U, U, U, U,
¢ s lss] © leal L
U, L U, U,
C,: ‘ B, ‘ ‘ B, B, Cgt | B,B,B, ‘ ‘
U U, U, U,

Cada disposicion puede identificarse con una ordenacion de las dos urnas
Q = {U,U,Uy, U,U,Us, Uy UUy, UsUr Uy, Uy UsUs, UsUy Uy, UsUs Uy, U U Us }

N: Q
U,U, Uy
U,U,U,
U, U Uy
UU Uy
U1UxUs
UUh Uy
UUyUy
UsUs Uy

PITLTTLL

Funcién masa de probabilidad
P(N=0)=1/8
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P(N =1) =3/8
(N =2)=3/8
(N=3)=1/8

el

o
—_—
[S]
) =

Funcién de distribuciéon

0 x <0

1/8 0<z<l1
Fy(z)=<¢ 4/8 1<x<2

7/8 2<x<3

1 >3
FX
e &
e
-— :
— i i
1 2 3 X

Distribucién de probabilidad

Ejemplo 3

Un juego consiste en lanzar una modeda cuatro veces y contar el nimero de rachas de
resultados iguales. El jugador recibe una moneda por cada racha pero tiene que pagar una
moneda por participar en el juego. Dar la distribucion de probabilidad del beneficio del jugador.
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RESULTADOS POSIBLES (2 BENEFICIO X
cecoc 0
coex
ccxc
cxco
Xcoo
CCXX
CXCX
XCCX
CXXC
XCXC
xXxcco
XXXC
XXCX
XOCXX
CXXX
XXXX

LA A A A A A AR A A A

Funcion masa de probabilidad
P(X=0)=1/8
P(X=1)=3/8
P(X=2)=3/8
P(X=3)=1/8

Funcién de distribucién

0 z <0
1/8 0<z<l1

Fy(z)={ 4/8 1<z<2
7/8 2<x<3
1 x> 3

Distribucién de probabilidad

3
Px(B)=P(X € B) =) P(X =)
iep
Observemos que Px = Py (del ejemplo anterior). Por tanto, las dos variables aleatorias, aunque

referidas a espacios de probabilidad distintos, tienen la misma distribucién.

Si, en el ejemplo anterior, un jugador recibe una moneda por cada bola que haya en la
primera urna, N es su beneficio. Por tanto, los dos juegos serian equivalentes, en el sentido de
que el jugador puede ganar las mismas cantidades con las mismas probabilidades.
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8. Variables aleatorias continuas

Existen muchas situaciones practicas en las que las variables de interés toman valores en un
conjunto no numerable de puntos:

= Tiempo de vida de un determinado producto.

= Suma de dos puntos elegidos al azar de un intervalo.

En tales casos, no es posible asignar una probabilidad positiva a cada uno de los valores
de la variable de forma que la suma de esas probabilidades sea la unidad como ocurre en el
caso discreto. Asi, el tratamiento probabilistico de este tipo de variables es diferente al de las
variables discretas.

Aunque la clase de variables de este tipo es més amplia, vamos a estudiar ahora un tipo
particular, las denominadas variables absolutamente continuas, a las que es usual llamar
simplemente de tipo continuo o continuas.

Definicion

Una variable aleatoria X : (2,4, P) — (R, B, Px) es continua si su funcién de distribucién
es continua en todo R y derivable, y con derivada continua, salvo en a lo sumo un conjunto
numerable de puntos. Esto es equivalente a que dfy : R — R no negativa e integrable tal que

x) = / fx(t)dt, VreR
La funcién fx se denomina funcién de densidad de la variable aleatoria X.

Propiedades

1. La funcién de densidad de una variable aleatoria X es una funcion no negativa, integrable
+00

y fx(t)dt =1.

La no negatividad e integrabilidad forman parte de la definicion y

+o0
fX = lim / fx()dt = lim Fx(x) = Fx(+o00) =1

ac—)-l—oo .Z’—>+OO

2. Si ¢ es un punto de continuidad de fx, Fx es derivable en zg y Fy(z0) = fx(0).

3. La funcion de densidad de un variable aleatoria continua determina a su funcién de
distribucién F'x y a su distribucién de probabilidad Px.

En efecto, por la definicién se tiene

:/z fx()dt, Yz eR
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y ademas se puede probar que

Rﬂm:PweB%i/h@MLVBEB
B
Para intervalos, es evidente

- P(X <) = Px((—=00,b)) = Fx(b) = [, fx(x)dz

Ademas, como Fx es continua y, por tanto,

Vz eR, Px({z})=P(X =x)=Fx(a2") — Fx(z7) =0,
P(X <b)=P(X <b)=Fx(b) = [°_ fx(z)da

= Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = [} fx(z)dz
De nuevo esa probabilidad coincide con P(a < X <b), Pla< X <b)y Pla< X <
b).

Para conjuntos de Borel mas generales esta integral debe entenderse en el sentido de
Lebesgue (mds general que la integral de Riemann y que escapa a los contenidos de este
curso)

Finalmente, como consecuencia del Teorema de Correspondencia, se tiene el siguiente resultado.

Teorema
+o00

Si f: R — R es no negativa, integrable y tal que / f(t)dt =1, f es la funcién de densidad
de alguna variable aleatoria de tipo continuo. B
Demostracion

Definimos F' : R — R como .
Pa)= [ s

F es no decreciente, continua (y, por tanto, continua a la derecha) y F(—oc) =0y F(400) = 1.
Entonces F' es la funcién de distribucién de alguna variable aleatoria, la cual, evidentemente,
es de tipo continuo con funciéon de densidad f.

[ |
EJEMPLOS
Ejemplo 1
Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucién
0 z <0
Flz)y=¢ =z 0<z<1
1 z>1
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F
[
1 X
F es derivable en R — {0,1} y
0 x<0
Fr)=<1 0<z<l
0 z>1
Entonces, podemos definir
0 z<0
flxy=<1 0<zx<1
0 z>1

que es continua salvo en x = 0,1 y es evidente que

Fla) = / ", Vo eR

Por tanto, f es la funcién de densidad de X (notemos que f puede cambiarse arbitrariamente
en 0 y 1 y no es unica; tomamos la versién mas usual)

P({04 < X £0.6)) = F08) ~ F0.) =02 = [ f(tyde = /0'6 Ldt

0.4 4

Ejemplo 2
Comprobar que la siguiente funcién es funcién de densidad. Calcular su funcién de distri-
bucién y, si X es una variable aleatoria con dicha distribucién, calcular P({0.3 < X < 1.5}).

0 <0

T 0<z<l1
J@)=939_ 4 1<z<o

0 T > 2

Dicha funcién es no negativa y ademas,

+

0o 1 2 t21 12
f(t)dt—/tdt+/(2—t)dt—— + | 2t — —
0 1 2, 2

—00
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(0 <0

x 2
/tdt:x— 0<z<l1
0

1 T ZL’2
/tdt—l—/(Q—t)dt:Qx—?—l 1<zx<2
0 1

1 r>2

P0,3< X <1,5]=F(1,5) — F(0,3) = 0,83

En general, si f = 0 salvo en (a, b), entonces F'(z) =0siz <ay F(x)=1six >b.Sif=0
salvo en (a,400), entonces F(z) =0si z < a. Si f = 0 salvo en (—o0,b), entonces F(z) =1 si
x> b.

9. Variables aleatorias mixtas

Aunque la mayoria de las distribuciones que aparecen en problemas practicos son discretas
o continuas, a veces es necesario considerar otro tipo de distribuciones que son “mezcla” de
ambos tipos. Son las denominadas distribuciones mixtas.

Definicion
Una variable aleatoria X : (2,4, P) — (R, B, Px) se dice que es mixta si 3Dy C R
numerable y dhx : R — R no negativa e integrable tal que

T

Vz €R, Fy(z)=P({X <a}) = XZP@X:@D+/‘hﬂwﬁ

z]-EDX —0oQ0
T <z
+oo
Notemos que en este tipo de variables, hx no es una funciéon de densidad ya que / hx(t)dt #
1. -
Ejemplo

Supongase que en un sistema eléctrico, el voltaje X es una variable aleatoria continua con
funcion de densidad

0 r <0
fx(x) = 1
S — >0
1+ra2 7
Asi,
0 <0
Fx(l'): T
x>0
1+«
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El voltaje de este sistema se mide con un voltimetro que registra el valor real de X si X < 3,
pero si X > 3 el voltimetro registra siempre el valor 3. Se define Y como el valor registrado por
el voltimetro. Entonces la distribucion de Y es mixta:

-P<{Y=3}>=P<{X23}>:/3°°< ! L A

- dr= ——
1+ x)? v 1+x|, 4
e De lo anterior se deduce que P({0 <Y < 3}) =3/4

0 y<0
Yy
Fy(y) = FX(y)Zm 0<y<3
1 y>3
F,
1
3 y

En este caso, Dx = {3} con P(Y =3)=Fy(3) - Fy(37)=1-3/4=1/4y

hy (y) = fx(y) = S, 0<y<3.

(1+y)

10. Funciones de variables aleatorias. Cambio de variable

Teorema
SiX:(Q,A P)— (R, B, Px) es una variable aleatoria y ¢ : (R, B) — (R, B) es una funcién
medible (esto es, g~ '(B) C B), entonces Y = ¢g(X) : (Q, A, P) — (R,B) es una variable
aleatoria.

Demostraciéon

VB e€B, YI(B) = (9(X))"(B) =X"(¢97'(B)) € A
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Por tanto, Y 1(B) C A y, puesto que estd definida sobre un espacio de probabilidad es una
variable aleatoria.

Nos planteamos el problema de obtener la distribucién de probabilidad de Y a partir de
la de X. En teoria, el problema se resuelve de forma inmediata mediante el siguiente teorema
general.

Teorema general de Cambio de Variable
Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria y ¢ : (R,8) — (R, B) una funcién
medible. Sea Y = ¢g(X), entonces

= VB € B, Py(B) = Px(¢~(B))

= Vy € R, Fy(y) = Px(g7'((—o0,¥]))

Demostraciéon
= Py(B)=PlY !(B)] = P[X"'(g7'(B))] = Px(¢~'(B))
= Fy(y) = Pr((—o0,y]) = Px(97'((—00,9]))

Pero en la practica trabajaremos con variables discretas o continuas, o sea, con funciones masa
de probabilidad o funciones de densidad. Nos interesa, por tanto, especificar las formulas de
cambio de variable para tales casos.

Cambio de variable discreto

Teorema general de Cambio de Variable
Si X @ (Q,A,P) — (R,B, Px) una variable aleatoria discreta, P({X € FEx}) =1y g :
(R, B) — (R, B) una funcién medible, entonces Y = g(X) es discreta con valores en g(Ex) y

P{Y=yt= )  P{X=uz}, Vyegy(Ex)

zeg~ ' (y)NEx

Demostracion
» g(Fx) es numerable y P{Y € g(Ex)} = P{g(X) € g(Ex)} > P{X € Ex} =1

s Vyeg(Ex), P{Y =y} =P{g(X)=y}=P{X cg™'(n)} = >  P{X=uz}

zeg~t(y)NEx
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EJEMPLOS

Ejemplo 1
Sea X una variable aleatoria discreta con funciéon masa de probabilidad

e—)\ T

x!

P{X =z} = r=0,1,2... (A>0)

(coleccién numerable de niimeros no negativos de suma la unidad).
Calcular la distribucién (funcién masa de probabilidad) de Y = X2

J::J:2
By =1{0,1,2,...} “95 g(By) =1{0,1,4,.. )

N e M\VY
Vy € g(Ex) P{Y =y} =P{X" =y} =P{X =y} = ,
VY
Ejemplo 2
Sea X una variable aleatoria discreta con funcién masa de probabilidad P{X = —2} = 1/5,

P{X = -1} =1/6, P{X =0} =1/5, P{X =1} = 1/15, P{X = 2} = 11/30. Calcular la
funcién masa de probabilidad de Y = X2 + 3.

T)=x247
Ex ={-2,-1,0,1,2} ““E5° g(my) = {7,4,3}

P{Y =3} =P{X?4+3=3} =P{X2=0}=P{X =0} =1/5
P{Y =4} = P{X?>+3=4} = P{X2 =1} = P{X = 1} + P{X = —1} = 7/30
P{Y =7} =P{X?>+3 =T} = P{X2 =4} = P{X =2} + P{X = —2} = 17/30

Cambio de variable continuo

Este caso no es tan simple como el discreto, ya que una variable aleatoria de tipo continuo no
tiene por qué transformarse en otra de tipo continuo. Por ejemplo, sea X una variable aleatoria
continua con funcién de densidad

1/2  ze(-1,1)

f(z) =
0 ad(-1,1)

vy g (R,B) — (R, B) una funcién medible definida como

0 z <0
g(r) =
1 x>0

Y = ¢g(X) toma valores en el conjunto {0,1} y es, por tanto, una variable aleatoria discreta
con P{Y =0} = P{X <0} =1/2y P{Y =1} = P{X > 0} = 1/2.
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Sin embargo si se define g como

T xz <0

g(r) =
1 >0

Y = ¢g(X) toma valores en el conjunto (—1,0) U {1} y es una variable de tipo mixto con
P{Y=1}=P{X >0}=1/2y

1/2  ye(-1,0)
hy(ﬁg) =
0 Yy ¢ (_170)

Aqui analizaremos el caso de transformaciones que convierten una variable continua en dis-
creta y el caso de transformaciones biunivocas de variables continuas (que transforman variables
continuas en continuas).

Teorema (CV continua a discreta): Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria
continua con funcién de densidad fy y sea Y = g(X) una variable aleatoria discreta con valores
en un conjunto numerable Ey . Entonces,

Wy € By, P{Y =y} — / Fe(@) da
97 (y)

Demostracion

PY =y} =P{g(X) =y} =P{X € g '(y)} = [, fx(x) dx

Ejemplo
Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad

1
flz) = e zeR

y sea Y una variable aleatoria definida como

1 X >0
Y = 1/2 X=0
-1 X <0

Evidentemente, Y es una variable discreta y, ademas P{Y = 1/2} = 0. Por tanto, el conjunto
de valores de Y es {—1,1} y su funcién masa de probabilidad es

too )
Py =1} = P{X >0} = T

P{Y = -1} = P{X < 0} = /0 \/%e_IQ/de — = —=, dy = —da] = P{Y =1}
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Asi, PIY =1} = P{Y = 1} = 1/2.

Teorema (CV continua a continua): Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria
continua con valores en el intervalo (a,b) ( fx >0 < x € (a,b)) y sea g : (a,0) — R una
funcién derivable y estrictamente mondtona (creciente o decreciente). Entonces Y = g(X) es
una variable aleatoria continua con funcién de densidad

-1
fx(g7 W) |52y € g((a,D))
f Y(Z/) =
0 y ¢ 9((a,b))
EJEMPLOS
Ejemplo 1
Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad

0 z <0
f(l')_{ )\ef/\:v x>0

Calcular la funcién de densidad de Y = X2.

Consideramos la funcién

Observemos que esta transformacién es creciente estrictamente para x > 0 que es el recinto
donde toma valores nuestra variable.
Entonces, Y = g(X) = X? >0, (Y € (0,+00)) y

B 0 y <0
Iy(y) = f(g‘l(y)) dg:ll(y) y >0

Y

_ dg—1
— w=g'(y) = v Y% = 1y por tanto,

y=g()=x

f()—_{o v
Yy Y 1
e \/52\/@ y >0
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Otra opcion, seria calcular directamente la funcién de distribucion y luego derivar.

0 y <0

Fy<y>=P[X2§y]:{ PIX <yl y>0

donde

VY

P[X < \fy] = / e M — [_e—)\x]\/ﬂ —1_ oMU
0

0

De aqui se deduce también que

0 y<0

fr(y) = { Ae_kﬂﬁg y>0

Ejemplo 2
Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad

/2 we(-1,1)
f(x):{o v (~1,1)

Calcular la distribucién de Y = | X|.

X € (=1,1) pero g : (—1,1) — R con g(x) = |x| no estd en las condiciones del Teorema de
cambio de variable continuo.

Observamos que Y € [0, 1), pero cada valor de Y tiene dos antiimdgenes X = Y. Calculemos
la funcion de distribucién de Y
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Entonces
0 y <0
Fy)=q¢y 0<y<l1
1 y>1
de donde ¢ (0.1)
_J 0 ye(0,1
Observemos en este ejemplo lo siguiente:
0 y<0
0 y ¢ (0,1)
Fy(y)=19 Fx(y) —Fx(-y) 0<y<l — fy(y)=
fx() + fx(=y)  ye(0,1)
1 y>1

Entonces, en realidad, lo que se hace es aplicar la férmula de Cambio de Variable a cada una
de las antiimagenes y después, sumar.

))Y=|X| X=Y i 1 > 0 (estamos considerando sélo las antiimdgenes positivas)
Y

1(1/)_{0 y¢(071

v Ix@N vy e(0,1)
dx : , o :

2) Y =|X| X=-Y = —1 < 0 (estamos considerando sélo las antiimagenes negativas)
Y

) B 0 y¢(071)
fy(y)—{ fx(=y)| =1 ye(0,1)

Si ahora sumamos fy y fZ obtenemos fy-.

Este resultado es cierto en general y constituye una extensién del Teorema de Cambio de
Variable que hemos estudiado para el caso continuo.

Extension del Teorema de C. V. continuo

Sea X : (2,A4,P) — (R,B,Px) y sea Y = ¢g(X) una nueva variable aleatoria tal que
para cada valor de Y, existe un nimero finito (o incluso numerable) de antiimégenes, cada
una de ellas derivable y estrictamente mondétona. Entonces, Y es una variable aleatoria de tipo
continuo y su funcién de densidad se obtiene aplicando la férmula de Cambio de Variable a
cada antiimagen y sumando las funciones resultantes.
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Ejemplo
Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad fy(z) = fe=% x> 0 (6 > 0). Calcular
la funcién de densidad de Y = (X — 1/6)2.

y=g(z) = (v - 1/60)*

1/0* 4

I/IG 2/0

La variable aleatoria Y toma valores en (0, +00).

» Si0 <y <1/62 lafuncién g tiene dos imdgenes inversas, cada una de ellas derivable y
estrictamente monotona:

_ 1 dg; ' (y) 1
1 1
—_ — — 0
9 (?/) 9 + \/@ con dy 2\/@ >
_ 1 dg_l(y) 1
1 L 2 _
9, (y) = 0 VY con dy = NG <0

Asi

1

o =1 (5+5) g 3+ (5 9) [ -

1 1 1 1
- = — — 0<y< —
5 (5+v3) <1 (5-v9)| 57 0<v <
» Siy > 1/6% la funcién ¢ tiene una imagen inversa, derivable y estrictamente mondtona

B 1 dgy'(y) 1
1 = — 1 =
g =gV o T = >0

Asi
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1 1 1 1 1
= — —_— = — _ > N
fr () fx(e—i-\/@)‘Q\/y‘ fX(9+\/§)2\/§7 Y=
Por tanto,
(0 y <0
L [IxG+V)+ix(G-vY)] 5= 0<y<gz (+ dos antiimdgenes)
fr(y) = X \9 Yy X \p Y)1 27 V<o g
\ fx (3 +9) ﬁg y> 5 (« una antiimagen)
(0 y <0
frly) = a7V 0<y <
| e Y y> 3

Se podria haber calculado directamente la funcién de distribucién

0 y <0

Fy(y) =
PX—1/02 <y y=0

con P[(X —1/0)* <y|=P[-\/y+1/0 <X < Jy+1/6] = Fx(1/0 + /y) — Fx(1/6 — \/y).
Observemos que si y > 1/6% entonces Fx(1/0 — /y) = 0.
11. Esperanza matematica de una variable aleatoria

Existe una definicion global de esperanza matematica aplicable a cualquier tipo de variable alea-
toria, que se expresa en términos de integrales de Lebesgue. Aqui daremos la particularizacién
de esta definicién para las variables discretas, continuas y mixtas.

Esperanza de una variable aleatoria discreta

Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) un variable aleatoria discreta con valores en Ex. Se define la
esperanza de X como

EX =) aP(X =ux)

z€FEx

siempre que dicha suma sea absolutamente convergente, es decir

Z |z| P(X =) < 0.

z€Ex
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Notemos que si la variable toma un niimero finito de valores, la suma que define la esperanza
tiene un numero finito de sumandos y es siempre absolutamente convergente. Por tanto, la
esperanza de una variable aleatoria con un nimero finito de valores siempre existe.

Por el contrario, si Fx es infinito, es necesario imponer la condicién de convergencia absoluta
de la serie ya que, en caso contrario, distintas reordenaciones de los sumandos podrian dar
distintos valores de la esperanza.

Ejemplo: Sea X una variable aleatoria con funciéon masa de probabilidad

) J
P [X:(—nﬂ“g—,] :3 j=1,2,...
J

- ( 1j+1

3|2 2
e

Jj=1

la serie no es absolutamente convergente y, por tanto, X no tiene esperanza.

Sin embargo, notemos que

()= =) (=1 +
P T — 2k;+1 < 2k:+2
< 0.

= 1
- [Z (2k + 1)(2k + 2)

k=0

Esperanza de una variable aleatoria continua

Sea X un variable aleatoria continua con funcién de densidad fx. Se define la esperanza de X

como
EX:/:UfX(x)dx
R

siempre que la funcién z fx (x) sea absolutamente convergente, es decir

/ 2l (2)dz < oo
R

Esperanza de una variable aleatoria mixta

Sea X un variable aleatoria mixta con funcién de distribucién

Fx(e)= Y P[X::Ej]~|—/ h(t)dt
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Se define la esperanza de X como
EX = Z z,;P[X = zj] —I—/xh(x)dm
LL‘jGDX R
siempre que la suma sea absolutamente convergente y [; |z|h(z)dz < oo.

El niimero EX se denomina también valor esperado o media de la variable aleatoria X
o de la distribucién de X (estd determinado por la distribucién de la variable).

EJEMPLOS

Ejemplo 1.- Sea X una variable aleatoria con valores en {0, 1,2} y funcién masa de probabi-

lidad

P[X =0]=1/4
P[X =1] =1/4
P[X =2] =1/2
1 1 1 5
EX=0-7+1-2+42-5=7
1/4 1/4 12
| | |
| —® |
0 1 2

Obsérvese que la media no es el valor central, que seria 1, sino un valor comprendido entre
los valores extremos, que no tiene por qué ser un valor de la variable (centro de gravedad).

Ejemplo 2.- Sea X una variable aleatoria con funcién masa de probabilidad P[X = n] =

A =1,2,...

n(n+1)7 n ) 7
- 1 - 1
;’n’n(n—l—l) B ;nn(n—kl) -

luego no existe la esperanza de X.

Ejemplo 3.- Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad

f(x>_{ 1/4 z € [1,5]

0 en otro caso
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Z%ﬁ@mz[iﬂ@mz[EM:3

Ejemplo 4.- Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

Por tanto, JEX = 3.

Ae x>0
r@={ 4 T2V s
o0 s oo -z |°° 00 —\T
/ 2| Ae ™ :/ zhe M = )\/ re ™™ = [u=2,dv=e"dzx] = \ [_xe +/ € }
0 0 0 A 0 0 A
e M| 11
=)\|0— =\ = _
{ A2, } A2
Por tanto, JEX = %

Ejemplo 5.- Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

1

- R
J@) =iy °F€
+o0 1 [+ 9 [+ 2 In(1 + 22)|™
/ |$’f(l’>dx:—/ 2 dx:—/ i dx:—M =00
o T ) o 1+a2 TJo 1+a? T 2 0

luego AEX.

Ejemplo 6.- Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién

0 x <0
F - 0<z<3
= x
x(@) 1+ -
(1 >3
Por una parte,
Dx = {3} PX =3 =1/4
y, por tanto, la suma en la expresién de la media consta de un tunico término. Por otra parte,
1
— xz € (0,3)
hy(z) = (1+2)
0 en otro caso
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F
T —
b s rnsnaimeRsinEsTisnang i
% |
1 > 3 %

[t L3 (85w

3

1 1
5 :ln4+1—1:ln4—3/4<oo

Asi,

31 1
In(1 23}—/—d —2In16
(1 + )’ o Arar™ T2

0

1 3
JEX =3 -
3 4+/0 A1)y

Esperanza de una funcion de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria y g : (R,B) — (R, B) una funcién medible. Entonces, Y =
g(X) es una variable aleatoria cuya esperanza, en caso de existir, viene dada por

>, yPlY =y si es discreta
EY =

[ yfy(y)dy si es continua

Sin embargo, no sera necesario calcular la funcién de densidad o funciéon masa de probabi-
lidad de la nueva variable para determinar si existe su esperanza y cuanto vale, sino que esto
puede hacerse a partir de la distribucién de la variable original X, como probamos a continua-
cion en dos casos particulares: X discreta, o bien X continua y ¢ en las condiciones del Teorema
de Cambio de Variable (derivable y estrictamente mondtona).

Teorema
Sea X una variable aleatoria y ¢ : (R, B) — (R, B) una funcién medible.

a) Si X es discreta

FE[g(X)] <= D 9(@)|P[X = 1] < o0

r€FEx
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ek x

b) Si X es continua y g en las condiciones del T. C. V. (derivable y estrictamente mondtona)

SE[g(X)] <> /ghﬂwﬂfxtwdw<ioo

EMXHZ/ﬂ@h@Mx

R

Ejemplo.- Sea X el valor obtenido al lanzar un dado. Calcular EX y EX?2.
1 7
EX = 6(1+2+3+4+5+6) b

1 91
EX2:6<1+4+9+16+25+36>:€

Observemos que si se quiere calcular la esperanza de muchas funciones de una variable aleatoria
(EX3, EX?, ...), no hay que hacer un cambio de variable cada vez. Ademéds, notemos que, en
general, EX? # (EX)?

Corolario

JEX «— 3JE|X|

Propiedades de la esperanza matematica
1. X=¢c = JdEX =c.
2.X>0 = SidEX, EX >0

« DISCRETA EX = ) aP[X=2]>0,yaquez € Ex = >0

reFREx

+00 +oo
= CONTINUA EX = / rfx(x)dr = [fx(x) =0,z < 0] = / zrfx(x)dz >0
o 0

3. X>0yEX =0 <<= PX=0)=1
<) Es evidente.

=) Si X es continua con funcién de densidad fx, se debe verificar que fx(z) =0, Vo < 0y,
por tanto

B[X] /0 T () d.

Patricia Roman Romén 36



ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas

Dado que el integrando es una funcién no negativa

EX]=0 & zfx(z) =0,V >0 & fx(z)=0, Vz > 0.

Asi X >0y EX =0 = fx(z) =0, Vo # 0, que estd en contradiccién con que fx sea
una funcién de densidad. Por tanto X es discreta. Dado que E[X] es una suma de cantidades
no negativas, el hecho de ser igual a cero implica que todos los términos son nulos, es decir, si

x>0 = P[X =z]=0. De esto se deduce que sélo el 0 puede tener probabilidad positiva.

4.Si3JEX = |EX| < E|X]|

2 oP

zebx

= DISCRETA |EX|=

< Y [2|PX = 2] = E|X|

zelbx

» CONTINUA |EX|= ‘/xfx(a:)dx

< [ lalfx(a)dz = EIX]

5. 51 X estd acotada (IM e R / P(|X|<M)=1) = JEX y |[EX| <M
« DISCRETA 2 € Ex = |z| <M

> pPX=2]<M > PX=z]=M<cx

$EEX $EEX

EX| < BIX| < M

M
» CONTINUA: |z| > M = fx(z) =0y, por tanto / fx(@)der=1
-M

00 M o)
/ 2| fx (@) d = /_M 2| fx(2) d < M/_ Fr(@)dz = M < oo

EX|<E|X| <M

6. Linealidad: Si 3EX = Va,b € R, JE[aX +b] = aEX +b

= DISCRETA ) |az + bP[X = 2] < a| Y [2[P[X = 2]+ |b] < o0

$EEX $EEX

Z(aw—i—b)P[X:x]:a Z P X =z2]+b=aEX +b

rzeFEx z€Ex

= CONTINUA /\aaz+b\fx(:t)d3: < a| / 2| fx(x)dz + |b] < 0o

/(a:c—i—b)fx(:c)d:c = a/xfx(:c)d:c—i-b =aEX 4+
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7. Linealidad para funciones de una misma variable: Sean hy(X),...,h,(X) v. a. tales que
JE[h;(X)], Vi =1,...,n. Entonces

IE[a1 7 (X) + - - + anhn(X)] = @i E[h1(X)] + - - - + anE[hn(X)], Yau, .. ., apn € R

= DISCRETA

> larha(@)+ - Aaphn(D)[PIX = 2] < > Jan[[ha (2)[PIX = 2]+ -+ D Jan][hn(2)|P[X = 2] < 00

el x €l x r€FEx

> (arhi(@)+ - +anh, (2))PIX =2] = a1 Y hi(2)P[X = 2]+ - +a, »_ hy(2)P[X = 2] =

r€FEx re€FEx reEx

= CONTINUA: Anéloga

8. Conservacién del orden: Sea X una v. a. y h'y ¢ funciones medibles tales que h(X) < g(X),
entonces si FE[h(X)] y E[g(X)], entonces E[h(X)] < E[g(X).

Dem.- (9 = h)(X) 20 = JE[(g — h)(X)] = 0

12. Momentos de una variable aleatoria

En muchas situaciones, no es facil determinar completamente la distribucién de probabi-
lidad de una variable aleatoria. Sin embargo, si pueden determinarse diversas caracteristicas
de la distribucién que, si bien no proporcionan una descripcion completa de la distribucion,
pueden dar una visién general de la misma. Destacamos en primer lugar los momentos de una
distribucién, que pueden ser de distintos tipos como vemos a continuacion.

Momentos no centrados (centrados respecto al origen u ordinarios)

Sea X una variable aleatoria y k un entero no negativo. Se define el momento no centrado
de orden k de X como EX*, siempre que exista.

Z *P[X = 2] caso discreto
me=EX*={
/ 2* fx (x)dx caso continuo
En particular,
my =EX,  my=EX2  my=EX3 ..
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Momentos centrados (respecto a la media)

Sea X una variable aleatoria, tal que JEX y sea k& un entero no negativo. Se define el
momento centrado de orden k de X como E[(X — EX)¥], siempre que exista.

Z(l’ — EX)"P[X = 2] caso discreto

i = BJ(X — EX)Y] =
/(x — EX)* fx(x)dz caso continuo

En particular, ;3 = 0 y el momento centrado de orden 2, si existe, se denomina la varianza de
la variable

VarX = E[(X — EX)?]

y a su raiz cuadrada, la desviacién tipica. Posteriormente, estudiaremos con detenimiento
algunas de sus propiedades y su significado.

Momentos absolutos (respecto al origen)

Sea X una variable aleatoria y v € R". Se define el momento absoluto de orden o de X
como E|X|¥ siempre que exista.
Observemos que JEX* «= JE|X|*

Teorema de existencia de momentos

Si EIE\X]t (teR") = FE|IX|°Vs<t
Demostracion:

= DISCRETA JE|X|* <= ) [2['P[X = 2] < o0

Y pfPX =a]= Y [af'P[X =a]+ > [|2]'P[X =a] <

z/lz|<1 a/|z[>1
< ) PX=a]+ Y [2fPX =2 <
z/|z|<1 z/|z|>1

<P[|X| < 1]+ E|X|' < o0

» CONTINUA JE|X|* «<— /|x]5fx(a:)da:< 00

S d _ s d . d
[irt= [ et [ e el <
<[, e [ et

z/|z|>1

<P[IX| < 1] + EJX|' < o0
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Corolario
» Imy = EXF = Im; =EXTVj <k

< Ju = EI(X —m)] = 3 = E[(X —my)] Vj < k

Demostracion:
= Iy, < JE|X|F = FE|X|J Vj<k (< Im;Vj<k)

Relacion entre momentos centrados y no centrados

k

1) Sidm, = Ju = Z(—l)” (i)mk_nm?

n=0

k
k
2) Sidu, = dImy = Z (n) Hk—nMmy

n=0

Demostracion:

1) o= BIOC )] = B [g—m(ﬁ)ﬂ—"m?]

Dado que existe la esperanza de cada sumando (por el corolario), todos funciones de X,
existen la esperanza de la suma y se tiene, por la linealidad, la expresion para .

2) my, = EX* = E[(X —m1) +m1)"] = E [Z (fz) (X — ml)k_"m?]

y se tiene la propiedad mediante un razonamiento similar a 1.

Caso particular: VarX = E[X?] — (E[X])?

13. Desigualdades relacionadas con momentos de una variable alea-
toria: Teorema de Markov y Desigualdad de Chebychev

Como ya hemos indicado, en ciertas ocasiones, la distribucién de probabilidad de una va-
riable aleatoria no es conocida pero se conocen ciertas caracteristicas de ella como pueden ser
los momentos. En tal caso, como vemos a continuacion, podemos calcular cotas para ciertas
probabilidades relativas a la variable bajo estudio.
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Teorema de Markov (Desigualdad bésica)
Si X es una variable aleatoria arbitraria y h : (R,B) — (R, B) una funcién medible no
negativa tal que JE[h(X)], entonces

E[n(X)]

€

Ve >0 P[h(X)>¢ <

Demostracion:

» DISCRETA

z z/h(x)>e z/h(x)<e
> > h@PX=x]>e > PIX=2a]=ePh(X)>
x/h(z)>e z/h(z)>e

» CONTINUA

B[h(X)] = / h(z) fx (x)dx = /{ o M@ /{ o ) 2

> / W) fx (2)da > € / Fr(@)dz = P[A(X) >
{z/h(z)>e} {z/h(z)>e}

Desigualdad de Chebychev
VarX
k2

Si IEX? = Vk >0 P[|X —EX|>k] <

Demostracién: Se obtiene de la desigualdad bésica aplicada a (X — EX)? con € = k2.

Expresiones alternativas de la desigualdad de Chebychev

Var X

« PIX —EX| <k 21— —3
1
[ ] PHX—EX| Z k’\/V&I'X] S E

1
« PIX —EX| < WVarX] 21— 5
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La desigualdad de Chebychev permite acotar la probabilidad de que una variable (con
momento de segundo orden) esté dentro de un intervalo centrado en la media y de longitud 2k,
en términos de la varianza

VarX

k2’

PEX —-k< X <EX+Ek >1-

o0, dentro de un intervalo centrado en la media y de longitud 2k Var X

1
PEX — kvVarX < X < EX + kvVVarX| > 1 — w2

Asi, para k = 4, tenemos que la probabilidad de que una variable aleatoria esté comprendida
en un intervalo centrado en la media de la variable y de longitud 8 veces la desviacion tipica
es, al menos, 0.9375.

Para k = 5, la probabilidad de que una variable esté dentro de un intervalo centrado en su
media y de longitud 10 veces la desviacién tipica es, al menos, 0.96.

NOTA: Observemos que para mayores valores de k, las cotas son mds altas (precisas) pero, sin
embargo, los intervalos son mayores.

Ejemplo.- Si X es una variable aleatoria con media cero y varianza uno, encontrar un intervalo
en el que esté contenida la variable con probabilidad mayor o igual que

1) 0.99

2)1/3

1
P[]X|<k]21—ﬁ
1)1-1/k*=099 — k=10 — P[-10 < X < 10] > 0,99
2)1-1/k*=1/3 — k=+/3/2 — P[—/3/2< X <+/3/2] >1/3
Entonces, toda variable con media cero y varianza uno toma valores entre -10 y 10 con proba-
bilidad mayor o igual que 0.99, sea cual sea su distribucion.

14. Funcién generatriz de momentos

Los momentos de una variable aleatoria pueden determinarse, en general, sin mas que aplicar
su definicién; sin embargo, en ciertos casos, los calculos no son simples. Un método alternativo
para el calculo de los momentos es a través de la denominada funciéon generatriz de momentos
de una variable aleatoria cuya importancia, ademas de su relacién con los momentos, es que
esta funcion, si existe, determina la distribucion de la variable.

Definicién
Sea X una variable aleatoria tal que JE[e'X] Vt € (—tg,t1), (to,t1 € RT). Se define su funcién

generatriz de momentos como My : (—tg,t;) — R* dada por

Mx(t) =E[e"], te (—to,t1).
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Como se observa de la definicién, la f.g.m. de una variable puede no existir

Ejemplo 1.- Sea X una variable aleatoria con funcién masa de probabilidad

6
P[X Z’] = W, xr = 1,2,
00 00 6 6 0o etw
tX] __ tx tx _
E[e }—Ze P[X—$] Ze —71_21.2—; F
=1 =1

r=1
tx

Notemos que V¢ > 0, — — ooy, por tanto, la serie diverge, Vt > 0y A la f.g.m.
T4 xT—00

Ejemplo 2.- Sea X una variable aleatoria con funcién masa de probabilidad

f)\)\x
PIX=1]=""" 2=012.. (A>0)
x!
o —)\ T
E [etX} _ Ze )\ ,AZ /\e e _ e’\(et’l), Ve R
=0
Myx: R — RT
t — eMED
Ejemplo 3.- Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
1 —z/2
fX(x) = 56 , x>0
tX OO tx]' —x/2 1 - z(t—1/2)
E[e ]: e’—e idr = - e dr =
0 2 2 Jo
1 ex(t—l/?) o) “+00 t > 1/2 (ﬂE[etX])
2 [t— 1 2] - _
/210 TS = Tom t<1/2

Entonces
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Propiedades de la funcion generatriz de momentos

s Teorema de Unicidad

La f. g. m. de una variable aleatoria, si existe, determina de forma tnica la distribucion
de la variable.

s Relacion con los momentos

Sea X una variable aleatoria con f. g. m. Mx(t), t € (—to,t1). Entonces

1) 3E[X*], VkeN

2) Mx(t) = e (X", te(—to,t1)
k=0
3) B[X*] = M (1) = —dkﬂdif(t)

Ejemplo 4. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

1
fx(z) = 5672/2, x>0
Calcular la media y la varianza de X a partir de su f. g. m.

Segun se ha visto en el Ejemplo 3 anterior

My(t) = ——  t<1/2

1—2t
AMx(t) 2 A o,
dt (1—2t)? it |,_y
d>Mx(t)  8(1—2t) 8 d* M (t)
= = ———=| =EX*=38 VarX =4
at? 200 (1—209p ar |, B

El reciproco del resultado anterior no es cierto; esto es, puede que existan todos los momentos
de una variable aleatoria y no exista la f.g.m. como probamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 (Existencia de momentos no implica la existencia de f. g. m.)

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

fx(z) = ——e """, >0 (a>1)
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> 1 a
IEXF — / —xke_ﬂcl/ dr < oo
o ol'(a)

Ve o 2=y = dr=ay* 'dy, queda

Dicha integral, haciendo el cambio y = x

*© 1 ke —y 4 1 /°° K 1 F(a+ka)
Y Vayldy = —— vykata-lgy — T ) vk e N
/o o’ ¢ Y YT )y Y YT T T 0 S

Por otra parte

HMx(t) < / et’”fX(x)dx <o Vte (—to,tl)
0

00 1 00 a1
tx dr = z(t—x )d
/0 e fx(z)dx oT(a) /0 e x

Puesto que
1 1/a—1 1/a—1
——1<0 = =« — 0 = t—x — t
(0% Tr—+00 Tr—400

Entonces, si t > 0y s € (0,t), 3wy talque * > g — ¢ — 2/*"! > 5y, por tanto,

ex(tfxl/o‘_l) > %% y
o0 1/a—1 ee 1/a—1 oo
/ et )dx > / elt= )dx > / e*dx = 0o
0 o To

15. Caracteristicas numéricas asociadas a una distribucion

Ademas de los momentos, existen otras caracteristicas numéricas asociadas a la distribucién
de una variable aleatoria, que proporcionan una descripcién general de la misma y permiten,
en ciertos casos, establecer comparaciones entre distintas distribuciones. Aqui estudiaremos
algunas de estas caracteristicas clasificadas en

= Medidas de posicion.
= Medidas de dispersion.

» Medidas de forma.

Medidas de posicién o localizacién
Indicadores de la posicion o localizaciéon de la distribucion de probabilidad en R.

MEDIA EX

Es la medida de posicién central por excelencia aunque tiene el inconveniente de que puede no
existir y es muy sensible a cambios en valores de la variable aunque éstos sean de probabilidad
muy pequena.
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P[X =0]=1/4, PX=1=1/2, P[X=2=1/5, P[X =3]=1/20, EX =1,05
Py =0/ =1/4, Py =1]=1/2, P[Y =2]=1/5, P[Y =1000]=1/20, EY =509

Asi, el valor de la media es indicativo de la posicién en poblaciones homogéneas.

MEDIANA Mex
Mex es un valor real tal que P[X < Meyx] > 1/2 y P[X > Meyx] > 1/2 o, equivalentemente,

FX<M€;(> S 1/2 S FX<M6X).

La mediana divide a la distribucion en dos partes en el sentido de que la probabilidad a la
izquierda y a la derecha es > 1/2.

Notese que si X es una variable aleatoria de tipo continuo, la mediana es un valor que satisface
FX (Mex) = 1/2

e Asi, la mediana de una distribucién no tiene por qué ser tnica

Fy

M M#*

En este caso todos los puntos de [M, M*] son medianas.

También, en distribuciones discretas puede no haber unicidad de la mediana.

172
1/4

M M

También en este caso todos los puntos de [M, M'] son medianas.
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Y, en general, si M y M* son medianas, todos los puntos de [M, M*] lo son
PX <m|>P[X <M]|>1/2
me (M,M*") =
P[X >m|>P[X > M*| >1/2

e La mediana es tnica en casos como los siguientes o similares

Fy Fy

12

My My

e Como principal ventaja respecto de la media, ademés de que siempre existe, debemos indicar
que la mediana es menos sensible a cambios en valores de la variable con masa de probabilidad
pequena

PX=0=1/4, P[X=1]=1/2, P[X=2]=1/5, P[X=3=1/20, Mex=1

Py =0]=1/4, P[Y=1]=1/2, P[Y =2]=1/5, P[Y =1000] =1/20, Mey =1

MODA

Es un ntmero real que maximiza la funciéon masa de probabilidad (valor méas probable) en el
caso de variables discretas, o la funciéon de densidad, para variables continuas.

La moda puede no ser tinica. Por ejemplo

» PIX=0=1/3, P X=1]=1/3, P[X=2]=1/6, P[X =3]=1/6y son modas el 0
y el 1.

» fx(z) = { ;?g (1) z i z ; y son modas todos los valores del intervalo (1,2)

PERCENTILES z,

Son medidas de posicién que generalizan a la mediana.

Se define el cuantil o percentil de orden ¢ (0 < ¢ < 1) como un valor z, tal que P[X < z,] > ¢
y P[X >z, > 1 — q o, equivalentemente,

Fx(z,) < q < Fx(zg).
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Asi, un cuantil de orden ¢ divide a la distribucién en dos partes, quedando a la izquierda una
masa de probabilidad > ¢ y a la derecha una masa de probabilidad > 1 — q.

Para distribuciones continuas, se cumple

FX(xq) =dq
» Sig=1/2, entonces r, = Mex

» Siempre existe un cuantil de cualquier orden, aunque no tiene por qué ser unico (igual
que la mediana)

B Tg25 = Ql —  1¢¢ Cuartil
" 25 =2 —> 22 Cuartil (Mediana)

» 275 = Q3 — 3% Cuartil

Medidas de dispersion

Las medidas de posicién por si solas no son suficiente para dar una descripcién adecuada de
la distribucién de una variable aleatoria ya que no reflejan la dispersion de los valores de la

variable respecto de ellas.
PX=-1]=1/4, PIX=0]=1/2, PIX=1=1/4 — EX =0, Mex=0
P[Y = —-100] =1/4, P[Y =0]=1/2, P[Y =100]=1/4 — EY =0, Mey =0
Para dar un indicador de la representatividad de las medidas de posicién (entendiéndose por

ello la menor o mayor desviacién de la distribucién respecto de ellas) se definen las medidas de
dispersion.

VARIANZA

Es el momento centrado de orden dos

VarX = E[(X — EX)?] = EX? — (EX)?

Mide la desviacién cuadratica media de la variable respecto de su media. La varianza propor-
ciona una medida de la variacién o dispersién de una distribucién alrededor de su media. Un
valor pequeno de la varianza indica que la distribucion de probabilidad estd muy concentrada
alrededor de la media y un valor grande de la varianza generalmente indica que la distribu-
cion de probabilidad tiene una dispersion amplia alrededor de la media. Veamos a continuacién
algunas propiedades que justifican su uso como medida de dispersion.

Propiedades de la varianza

1) VarX >0y VarX =0 <= Jce€R /P X = =1

e VarX > 0 por ser la esperanza de una variable aleatoria no negativa.
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e —|PX=¢=1= P[(X—0¢)?=0=1 = EX =cyE[(X—¢)?|=VarX =0
o —] VarX =E[(X —EX) =0 y P[(X-EX)?>0=1 — P[(X - EX)? =

0]=1= P[X=EX]=1

2) Var(aX +b) = a*VarX, Va,beR

Var(aX +b) = E[(aX + b — aEX — b)?] = a*VarX

2.1. Var(X + b) = VarX es invariante frente a cambios de origen en las unidades de
medida (desplazamiento de la distribucién).
Este resultado es intuitivo puesto que desplazando la distribucién de X una distancia
de b unidades a lo largo de la recta real, la media de la distribuciéon variard en
b unidades, pero el desplazamiento no afectara a la dispersién de la distribucion
alrededor de su media.

2.2. VarX = Var(—X)

3) VarX < E[(X —¢)?], Vc# EX. Esto indica que si se mide la dispersién de una variable
por la desviacion cuadratica media alrededor de un punto ¢ arbitario, ésta es minima si
c=EX.

E[(X —¢))] = B[(X = EX + EX — ¢)? = VarX + (EX — ¢)> + 2 E[(X — EX)] [EX — (]

=0
Luego,

E[(X —¢)?] = VarX + (EX —¢)?, VceR

y queda probado el resultado.

Nota.- Para ¢ = 0, se obtiene VarX = EX? — (EX)? (expresién ya obtenida a partir de
la relacién entre los momentos)

e Hay que indicar que la varianza de una variable se mide en unidades cuadradas, por lo que es
comun usar como medida de dispersion su raiz cuadrada o DESVIACION TIPICA, expresada
en la misma unidad de medida que la variable.

e La varianza, y por tanto la desviacion tipica, es muy influenciable por valores extremos.
Tal y como ocurria para la esperanza, la varianza de cualquier distribucién se puede hacer
arbitrariamente grande colocando una masa de probabilidad positiva, aunque sea pequena,
suficientemente lejos del “centro”de los datos.

TIPIFICACION: Dada una variable aleatoria X siempre se puede obtener otra, Z, a partir de
ella, con media cero y varianza uno,
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A este proceso se le llama tipificacién de la variable aleatoria X y a la nueva variable aleatoria
Z, variable tificada.

DESVIACION ABSOLUTA MEDIA RESPECTO DE LA MEDIANA

E‘X — Mex|

Su uso queda justificado por la siguiente propiedad

E[|X — Mex|| < E[|X —¢|] Vec# Mex
RANGO O RECORRIDO: Diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable aleatoria.

RANGO O RECORRIDO INTERCUARTILICO Q5 — @,

Es la medida de dispersién usual asociada a los cuartiles. La ventaja de esta frente a la anterior es
que disminuye los efectos distorsionantes que pueden provocar en el rango los valores extremos.

Todas la anteriores medidas de dispersion son absolutas en el sentido de que dependen de la
unidad de medida de la variable y no son apropiadas, por tanto, para comparar distribuciones
medidas en escalas diferentes. Ademas, una dispersion medida, por ejemplo, por una desviacién
tipica igual a 10 puede tener significado distinto (es pequena o grande) en funcién del valor de
la media (es mucho menor una desviacién tipica de 10 en una distribucién de media 1000 que
en una de media 20).

Por ello, para comparar dos distribuciones, debe usarse una medida de dispersién relativa,
que tiene como ventaja el no verse afectada por cambios en las unidades de medida

COEFICIENTE DE VARIACION (DE PEARSON)
Se define para variables aleatorias con E[X] # 0 como

_ 9x
C’VX—EX

e Es adimensional

o |CVux| = |CVx]|

OV v = _TaX v/ VarlaX]  |a|v/VarX
““ 7 E[aX]| ~  [«EX|  |af|EX

| = +CVy

Ejemplo

EX =100y o% =25 — CVy=15=005

EY =30yof =16 — CVy =5 =0,13

o% > 0y v, sin embargo, CVy < CVy
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O sea, la distribucién de X tiene una menor dispersion relativa que la de X aunque la dispersion
absoluta sea mayor.

Medidas de forma

Para describir una distribucién son también interesantes ciertas medidas de forma, que
proporcionan indicadores de la simetria de la funcién masa de probabilidad o de la funcién de
densidad de una variable aleatoria y del apuntamiento (aplastamiento) de dichas funciones.

SIMETRIA

Definicién.- Una variable aleatoria (distribucién) es simétrica alrededor de un punto o € R
sl

VeeR PX<a—-z]=PX>a+1]
o equivalentemente, las variables aleatorias X — a y a — X tienen la misma distribucién.

e Si X es simétrica alrededor del origen, se dird simplemente simétrica.

Definicién para variables discretas. X discreta, es simétrica alrededor de o € R si y sélo si
P X=a—-z|=PX=a+2z VxR
Demostracion: Inmediata de la definicién.

Definicién para variables continuas. X continua, es simétrica alrededor de o € R si y sélo
si

fx(a—2)= fx(a+2) VreR.

Demostracion
=] En el caso continuo, la definicién de simetria equivale a Fx(a+x) = 1—Fx(a—z),Vx € R
y derivando se obtiene la condicién anterior.

=] fx(a—2)=fx(a+z) Vo eR = VteR [' fv(a—a)de=["_ fcx(a+a)ds

“+o0

}z— " ey = " xldy =1 Fxla =1

+oo a—

I
Q
+

$}=[iﬁﬂwwzﬁxa+w
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Propiedades de las distribuciones simétricas

1) Si X es simétrica alrededor de o € R, todos los momentos centrados en « de orden impar,
si existen, son nulos.

Dem.- Por la definicién de simetria E[(X — a)?**!] = E[(a — X)?**!] v ya que E[(a —
X)) = —E[(X — a)?**1] se tiene la propiedad.

2) Si X es simétrica alrededor de un punto « € R y FJEX, entonces EX = a.
Dem.- Consecuencia inmediata de 1).
3) Si X es simétrica alrededor de un punto a € R, v es Mediana.

Dem.- Haciendo x = 0 en la condicién de simetria: P[X < o] = P[X > «a]. Entonces, esa
probabilidad no puede ser menor de 1/2, porque, en tal caso,

PIX <a|+P[X >a] <1 absurdo

4) Si X es simétrica alrededor de un punto @ € R y es unimodal, Moda= «.

A continuacién definimos un coeficiente que proporciona un indicador de la asimetria de
una distribucién.

Coeficiente de asimetria de Fisher

Hs

0%
El uso de este coeficiente se basa en el hecho de que en distribuciones simétricas todos los
momentos de orden impar y, en particular, s, son cero. Entonces, una distribucion sera mas
asimétrica cuanto mayor sea |us|, esto es, cuanto menos se compensen las desviaciones (X —

EX)? (se usa pg porque py siempre vale cero).

Con objeto de obtener una medida adimensional, se divide por o%. Con ello se consigue,
ademds, que el coeficiente sea invariante (realmente, su valor absoluto) frente a cambios de
escala y origen en las unidades de medida de la variable:

X — #—5’
Ox
WX 4h E[(aX + b — (aEX + b))?] _ a3 _dlug _ iu_g,

(Warxin))”  (Varvarx)  lePek ok
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Ejemplo. P[X = —-1]=1/4, P[X=0]=1/2, P X=3]=1/4

EX =1/2
ps = E[(X —1/2)°] =3
VarX = E[(X —1/2)2] =17/8 — o0, =/17/8

M3 3

= — >0
% (VIT/8)?
Observamos que la funcion masa de probabilidad es asimétrica por la derecha: las desvia-
ciones a la derecha de EX estdn mds cargadas que las desviaciones a la izquierda: (3 — EX)
més carga que (EX —0) y (EX + 1), desviaciones a la izquierda.

En general:
.. . . H3
s Distribuciones simétricas — — = 0
Ox
.. . .. M3
s Distribuciones asimétricas a la derecha — — > 0
Ox
.. . T . . H3
» Distribuciones asimétricas a la izquierda — — <0
o
X
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CURTOSIS (APUNTAMIENTO)

Para distribuciones unimodales, moderadamente asimétricas y campaniformes, Fisher dio
una medida del apuntamiento de la distribucién que indica mayor o menor concentracién de la

variable respecto de su media.

Esta medida se define en relacién a una distribucién patrén, la distribucién normal (campana
de Gauss), mediante el siguiente coeficiente

e Coeficiente de curtosis de Fisher

4
— =3
ox

que vale cero para la distribucion patrén.

« 2 _3-0 — DISTRIBUCION MESOCURTICA
Ox

- 23>0 —  DISTRIBUCION LEPTOCURTICA (Més apuntada (menos
Ox
aplastada) que la normal — M4ds concentracion)

F1_ 3.0 —» DISTRIBUCION PLATICURTICA (Menos apuntada (mds aplastada)

!
que la normal — Menos concentracién)

e No esta afectado por cambios de escala y origen

o4
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X — B3
Ix
E[((aX +b) — (aEX +1))"] a'pi
ot (Var(aX + b))? a*VarX
Ejemplo
e PIX=-1]=1/4, PIX=0=1/2, P X=1]=1/4
EX =0
EX?=1/2 — VarX =1/2
Mg = 1/2
Ha _1)2 _ S
—3=-1<0 — Platictrtica (menos apuntada que la normal)

ox (172

eP[X=-1=1/5, P[IX=0]=3/5 P[X=1=1/5

EX =0
EX? = 2/5 — VarX =2/5
Ha = 2/5
Ha 5 2/5 —3=5/2-3=-05<0 — Platicurtica, pero menos que la anterior
ot (2/5)2 ‘ P d '
X
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