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Matrices

00000000

Myxn matrices M x N (M filas y N columnas) con coeficientes reales

A€ Myxn, A:((Xjk) donde OtjkER Viely Vkely

o1 o2 (0473 N
(053] (05%) 600 (05)% cco Ol
A=
Q1 (457] 000 Ok 500 N
o1 Oz 000 sk ... Opyn

My«N es un espacio vectorial de dimensién MN (isomorfo a RMN )

Producto de matrices: B € Mpypr, A€ Myxy — B-A€ Mpyy

B=(Bij), A=(ap) = B-A=(yx) donde
M

Y = Y Bijajy Vielp, Vkely

j=1

Aplicaciones en Geometria
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El espacio vectorial L(RY,RM)

TEL(RN,RM) — AZ((Xjk)EMMxN
(Xjk:(thOT)ek:(Tek}uj) Vjiely, Ykely

{e1,es,...,en} v {up,uz,...,upr} son las bases usuales de RY y RM

Y1
X1 »2
N 2 T M :
RVYsx=| . |eMys1 — RY>3Tx=y= D € My
XN
M

T aparece como producto de matrices: Tx = A-x Vxe RN

A es la matriz que representa a la aplicacion lineal T
en las bases usuales de RY y RM
cuando los vectores de RN y RM se expresan como matrices columna

Abreviado: A es la matriz de la aplicacién lineal T
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Matriz jacobiana

Q=Q°CRN, f=(fi,fo,- . fu): Q—>RY
Cuando f es diferenciable en a € Q , la matriz jacobiana de f en a, es

la matriz Jf(a) € Myxy de la aplicacién lineal Df(a) € L(RY,RM)
Por tanto: Df(a)x = Jf(a)-x Vx€RN

Célculo de la matriz jacobiana

of;:
Jf(a) = (otjx) € Myxy  donde a,k:a—f]i(a) Vj€ly, Vkely

axl( a) ax2( a) axN( a)
of: of: of:
Jf(a) = ale( @) axz( @) 8);/( )
an an afM
axl( %) axz( %) m( )
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Derivadas parciales de una composicién de funciones

Regla de la cadena para las derivadas parciales

Q=Q°CcRV, U=U°CcRM
f:Q—-U, g:U—=RP, h=gof:Q—RF
Si f es diferenciable en un punto a € Q,
y g es diferenciable en el punto b= f(a) € U, entonces:
Jh(a) = Jg(b)-Jf(a)
f=Ufa--sfm), g8=1(81,82,---,8p), h=(h1,ha,...,hp)

i, 3y

M
98i (1, Ui ;
BXk ; 3 BXk (a) Vielp, Ykely
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Cémo se entiende y cémo se recuerda la regla de la cadena

La regla de la cadena vista como cambio de variables

f.8,h describen la relacién entre tres variables: x€Q, ye U, z € RP:

y=f), z=380), z=g(f(x))="hx)

x=(X1,%0,--,xn), Y=01,Y2,---,9m), 2=(21,22,---,2P)
Para cada jely ycada i€lp se tiene:

yi=fi(xi,x,...,xn), zi=g1,y2,--, M),  zi = hi(x1,%2,...,%N)

Notacién intuitiva: para k€ ly, j€ly, i€ lp, escribimos:
dy; df; 0z; ogi o) ah
Digy= iy, igpy= Bigy %4,y
oxy, oxy, dyj dy;j oxg 8xk

Entonces, la regla de la cadena toma la siguiente forma:

9, _ & i, 9 :
ai_xk(a)_ :187};]@)87%(‘1) Vke]N, leIP
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Ejemplo

N=M=2, P=1 campo escalar en coordenadas polares
Q=Rtx]|0,n[CR?, f:Q—R%, f=(xy)
f(p,0) = (pcosO,psenBd), x(p,0) =pcosd, y(p,0)=psend V(p,0)€cQ
S es diferenciable en todo punto (p,0) € Q con

ox ox
Tf(p,6) = ﬁ(p’e) %(p,e) _ [cos® —psen®
f(p,8) = Q( 0 2(p,0) ~ \sen® pcos6
ap p7 ae p7

U={(x,y) €R?:y>0}=f(Q), g:U—R diferenciable, h=gof
En este caso la notacion maés intuitiva consiste en escribir:

z=g(x,y) = g(pcosB,psen®) = 1(p,0) V(p,0) € Q

o Las variables de partida x; y xp son p y 0
o x ey son funciones de p y 6 mediante f

@ pero también son las variables de las que depende z mediante g

@ y como consecuencia, z depende de p y 6 mediante h
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Calculo de las derivadas parciales en el ejemplo anterior

Si para (p,0) € Q escribimos (x,y) = (pcos6,psen®) € U, se tiene:

0z oz ox 0z dy
%(pve) - a(-x7y) %(FLG) + a(-&y) %(p79)

=cos0 %(x,y) + sen® %(x,y)

ox dy
0z 0z ox 0z dy
%(P,e) = a(&)’) %(P,e) + g(&)’) E(Pve)

0z 0z
= —psen® a(x»y) + pcosH a*y(xay)

0z sen® Jz 0z
cosO ﬁ(p,e) o %(p,e) = a()ﬂ)’) y

0z cos 0 9z 0z
sen O ﬁ(p,e) + B %(p,e) = @(Xv)’)
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Relacion entre rectas tangentes y plano tangente

N=P=1, M=2
Q=QCR? Q conexo, f:Q— R continua, YX=Grf
Y CR3 es la superficie explicita de ecuacién: z= f(x,y) V(x,y) € Q

[ diferenciable en (x0,y0) € Q, z0 = f(x0,y0), Po= (x0,0,20)

) )
Plano tangente IT: z—z9 = (x—x) %(XO,YO) + (y=0) aﬁf(xov}’O)

C curva paramétrica en R?, con pye CC X
C=1v(J)), J intervalo abierto, y:J— X continua, Py="7(ty), to €J
Ecuaciones paramétricas de C: x=ux(t), y=y(t) z=f(x(t),y(t)) VieJ
vy derivable en 7y con Y'(ty) #0 (punto regular)
2t = #'10) & (0.30) +3'10) 2 (r.30)
Recta tangente R: x=uxo+1x'(t9), y=yo+ty'(to)

z=z0+t (xl(fo)%(m,yo) +yl(to)%(XO,yo))

Se tiene claramente que R C IT
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Superficies en forma paramétrica

Q=0°CR?, Q conexo, I': Q —R3 continua
Y =T(Q) = {[(t,s) : (t,5) € Q} es una superficie paramétrica en R3
Si I'=(x,y,z) , las ecuaciones paramétricas de I son:
x=x(t,s), y=y@s), z=z(ts), V(ts)eQ

Toda superficie explicita es una superficie paramétrica

Q=0°CR?, Q conexo, f:Q—R continua
Grf=T(Q) donde T(x,y)= (x,y,f(x,y)) V(xy) €Q
luego Gr f es una superficie paramétrica

Andlogamente se parametrizan superficies explicitas de los otros dos tipos:
L = {(f):32) : () €Q} ¥y Zp = {(xf(x2),2) : (x,2) €Q}

Superficie paramétrica que no es explicita: un cilindro

¥ ={(x,y,z) € R : x2 +y% = 1}, superficie paramétrica de ecuaciones:

x=cost, y=sent, z=s VY(t,5)€R?
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Plano tangente a una superficie paramétrica (I)

Se busca plano tangente

Y =T(Q) superficie paramétrica en R3
Q abierto conexo de R?> y I'=(x,y,z) : Q@ —R> continua

Suponemos que I' es diferenciable en (fg,s0) € Q y sea Py=1I(t9,50) €L

8 (t9,50) X (t0,50)

SF

or or
JT(t9,50) = | L (t0,5) P (t0,50) :(y(to,So)vg(foyso))

%(t0,50) % (t0,50)
Suponemos ademas que JI'(fp,s9) tiene rango 2
Sea 6> 0 tal que J; xJ, CQ, donde Jj =Jtg—08,0+8] v Jo»=]so—,s0+9[
Definimos v (1) =T(¢,50) VeeJi y Ya(s) =T(t,s) Vse S

Y1 ¥y Y2 curvas paramétricas contenidas en X, con Y (fo) =Y2(s0) = Po

ar ar
Y (to) = g(to,so) y Y (s0) = g(to,so) linealmente independientes

Tenemos un unico candidato para ser el plano tangente a £ en Py
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Plano tangente a una superficie paramétrica (II)

Q abierto conexo de R? , I'=(x,y,z) : Q@ — R> continua, X =I(Q)
Si T es diferenciable en (fg,s0) € Q y JT(fo,s0) tiene rango 2,
decimos que Py =TI(tp,s9) es un punto regular de la superficie £ =T(Q)
Entonces, el plano tangente IT a la superficie £ =T'(Q)

en el punto Py =1I(tg,s0) = (x0,y0,20) es el de ecuaciones paramétricas:
x =x + (t—1to) %(foﬁo) + (s—s0) %(to,so)
y = yo + (t—tp) %(to,so) + (s—s0) %(zo,so)
2= 20 + (t—1) %(fo,so) + (s—s0) %(IOJO)

que se pueden abreviar en forma matricial:

X X0

t—1
= |y +JF(107S0)'< 0)

§— S
% 20 0
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Observaciones sobre el plano tangente (I)

Justificacién analitica

IT es también una superficie paramétrica, IT= P(RZ) donde:
P(t,s) = I'(t,50) + DI(to,50) ((t,s) — (t07s0)) Y(t,s) € R?, luego
3 |T(,5) = P(z,5)]| _
(5)=(t050) [1(#,8) = (20, 50)

Plano tangente a un cilindro

T ={(x,y,2) €R®: x2+y? = 1} =T(R?) C R?, donde
['(t,s) = (cost, sent,s) V(t,s) € R?
I es diferenciable en todo punto (¢,s) € R? con
—sent

0
JT(t,s) = cost 0
0 1

luego todo punto (xg,y0,20) € X es regular, con plano tangente:

Xox +yoy = 1
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Observaciones sobre el plano tangente (II)

Justificaciéon geométrica

J intervalo abierto en R, ¢:J — Q continua, (fy,s0) = ¢(0p) con oy € J
Y=To@, y(J) curva paramétrica, con Py="7y(0op) € y(J) CX
Supongamos que ¢ es derivable en o con ¢’(0g) # 0
entonces Y también es derivable en 0 con:

Y (o) = JT(t0,50) -9 (ct0) # O
luego Py =7y(0p) es punto regular de la curva y(J) y

las ecuaciones de la recta tangente R, en forma matricial, son:

X X0
y| = | yo| + JT(to,5) - ¢ (o) - (a—0) VaeR
z 20

Para (x,y,z) € R, basta tomar (¢,s) € R> dado por:

( zfto) = ¢ /(ap) - (0— o)

s — 80

para obtener que (x,y,z) € II. Luego R C II
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Observaciones sobre el plano tangente (IIT)

Caso particular de una superficie explicita

f:Q—R continua, Grf=I(Q), [(x,y)=(xyf(xy) V(xy)EQ
Si f es diferenciable en el punto (xp,y9) € 2, I' también lo es, con

1 0

ITe0y0) = | 5 " 1

9
L) Fon)

luego Py = I'(to,50) = (x0,Y0,20) €s un punto regular, con plano tangente:

0 0
x=xo+t, y=yo+s, Z=Zo+f£(x07YO)+S£(XO,YO) V(t,5) € R?

que claramente equivale a:

0 J
i—20 = (X—xo)é(xod’o) I (y_)’O)é(XOO’O)
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De vuelta al gradiente de un campo escalar

U=U°CRN, f:U—R diferenciable, A€ f(Q)
El conjunto de nivel A del campo escalar f es:
Ny ={xcRY : f(x) =}

Caso N = 2: curvas de nivel

Una curva Y(J) es una curva de nivel del campo f cuando estd contenida,

en un conjunto de nivel, es decir, Y(J) CU y foYy es constante

Si (x0,y0) =7Y(f9) es un punto regular de Y(J), se tiene entonces:
(Vf(x0,30) |Y'(10)) = 0

Caso N = 3: superficies de nivel

Una superficie I'(Q) es una superficie de nivel del campo f cuando estd
contenida en un conjunto de nivel, es decir, ['(Q) CU y fol es constante

Si (x0,y0,20) = I'(t0,s0) es un punto regular de I'(Q), se tiene entonces:

0 d
(Vf(xo7yo710) ETI;(ZO’SO)) = (Vf(xo,yomo) a*l;(foyso)) =0
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