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Calculo de integrales simples

Abordamos ahora el estudio de los tres métodos mas utiles para el cdlculo de integrales de
funciones de una variable, también llamadas integrales simples. En primer lugar estudiamos la
que se conoce como regla de Barrow, directamente relacionada con el teorema fundamental del
calculo. Permite obtener la integral de cualquier funcién integrable en un intervalo no trivial,
para la que se disponga de una primitiva. De dicha regla deducimos facilmente la férmula de
integracion por partes, especialmente indicada cuando el integrando viene dado como producto
de dos funciones. Finalmente analizamos la férmula de cambio de variable que permite calcular
una integral modificando la funcién integrando, tipicamente para sustituirla por otra funcion
para la que se conozca una primitiva.

11.1. Regla de Barrow

En lo que sigue, para evitar repeticiones, fijamos un intervalo no trivial / C R. Recordemos
que una primitiva de una funcién f:J — R es otra funcién G : J — R, que es derivable en J
con G’ = f.Repasamos la version elemental de la llamada regla de Barrow:

= Si f:J— R esunafuncion continuay G una primitiva de f, se tiene:
b
[ 1dx=6) -Gy vapes
a

Dados a,b € J, sea F laintegral indefinida de f con origen en a. La version elemental del
teorema fundamental del cdlculo nos dice que F es otra primitiva de f, es decir, F' es derivable
en J con F' = f = G’. Del teorema del valor medio deducimos que F — G es constante, es
decir, existe ¢ € R tal que F(x) = G(x) + ¢ paratodo x € J. Como F(a) = 0, tomando x = a
obtenemos que ¢ = — G(a), de donde
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En la préctica, es costumbre escribir [G(x) }z = G(b) — G(a), con lo que la regla anterior
se resume en la igualdad

/abG’(x)dx = [G(x)]" (1)

vélida para toda funcién G que sea de clase C' en un intervalo que contenga los puntos a y b.

Mejoraremos el resultado anterior en dos sentidos. Por una parte, obtendremos la misma
conclusién, suponiendo sélo que f es localmente integrable en J, aunque no sea continua.
Por otra, veremos si la primitiva G permite de hecho estudiar la integrabilidad de f en J
y calcular la correspondiente integral. La respuesta en general es negativa, pero es afirmativa
cuando la funcién f no toma valores negativos. Preparamos el terreno resolviendo una cuestion
de medibilidad: toda funcién definida en un intervalo, que admita una primitiva, es medible.

= Si G:J— R es una funcién derivable, entonces G’ es una funcion medible.

Fijamos c €J° y 8 >0 con [¢—8,c+d]| C J.Para n €N definimos G, :J — R por

G(x+ (8/n)) — G(x)

G, (x) 5/n Vxe JN] —eo,c| y
i FOC)

Fijado n € N, el carécter local de la continuidad nos dice que G, es continua en J\ {c}, de
donde se deduce que G, es medible. Por definicion de derivada, la sucesién {G,} converge
a G’ puntualmente en J, asi que G’ es medible, por ser el limite puntual de una sucesién de
funciones medibles. |

El siguiente es el resultado clave de nuestra discusion, pues permitird estudiar la continuidad
absoluta de la primitiva de una funcién.

» Dados ¢,d €R con ¢ <d,sea G:[c,d]— R una funcion derivable. Entonces se tiene:
b
1G(d) — G(c)| < / G'(1) | dt 2)

Resaltamos que, por el resultado previo, |G’ | es una funcién medible positiva, luego tiene
sentido la integral que aparece en el segundo miembro de (2). Obviamente, la desigualdad sélo
tiene interés cuando dicha integral es finita.

Fijado € > 0, para n € NU{0} definimos p, = ne/(d —c) y consideramos los conjuntos
E,={t€[c,d]: pp1 <|G'(1)] < pn} VneN
Por ser G’ medible, vemos que {E,} es una sucesion de conjuntos medibles, que claramente

verifica: [¢,d]| = U E, . Se tiene por tanto que d —c¢ = Z A(E,) . Por otra parte es claro que

PuMEn) = Pui MEy) + / 1G'| + ) VneN
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La c-aditividad de la integral de la funcién medible positiva |G’| permite entonces obtener:

d o > d
;pnk(En) < ;/E |G'| + 2182(_]52) :/ |G'(t)|dt + ¢ (3)

c

Para cada n € N, la regularidad exterior de la medida de Lebesgue nos permite escribir

€

E,CA =A,CR con A(A,) < ME,) + o VneN 4)
Definimos entonces una funcién creciente H : [¢, d] — [0, o] dada por
H(t) = ipnk(Anm[c,t]) Vi€ [c,d]
n=1
y consideramos el conjunto D = sup {x € [c,d] : |G(x) — G(c)| < H(x) }, que no es vacio,

ya que ¢ € D. Tomando xo = sup D, pretendemos probar que xy = d. Suponiendo por el
contrario que xp < d, llegaremos a una contradiccion.

En primer lugar, para todo x € D se tiene |G(x) — G(c)| < H(x) < H(xp), y por ser G
continua en el punto xp deducimos que

|G(x0) — G(c)| < H(xo) (5)

Por otra parte, tomamos k € N tal que xo € E, con lo que |G'(x0)| < px. Usando que Ay es
abierto, y la definicién de derivada, encontramos x €]xg, d|] verificando que

[x0,x] C Ag y |G(x) — G(x0)| < pi(x—xo) (6)

En vista de la primera inclusion, tenemos que |xo, x] ¥ (Ax N [c, x0]) C Ax N [c, x], de donde
deducimos que (x—xp) + A(Ax N [c,x0]) < A(AxN[c,x]).Paran €N con n # k tenemos
simplemente que A, N [c,xo] C A, N [c, x], luego usando la definicién de H concluimos que

Pr(x—x0) + H(xo) < H(x)
Usando ahora (5), (6) y esta ultima igualdad, obtenemos que
|G(x) = G(c)| < [G(x) = Glxo) | + [G(x0) — G(c)| < pr(x—x0) + H(x0) < H(x)

Esto significa que x € D, lo cual es una contradiccion, ya que x > xo = sup D.

Asi pues, tenemos xg = d, y usando otra vez (5) junto con (4) y (3) obtenemos que
(o] (e o] (o] 8
|G(d) — G(e)| < H(d) = len%(An) < len%(En) + Zl P s
n= n= n=

0 d
_ ank(E,,)+e</ G'(1) |dr +2¢
n=1 ¢

Como € > 0 era arbitrario, hemos probado la desigualdad (2), como se queria. [ |
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Podemos ya probar la version general del resultado que estamos estudiando. Para nuestro
intervalo no trivial J C R, en lo que sigue escribiremos o = inf J, entendiendo que o = —oo
cuando J no estd minorado. Del mismo modo, tomamos = supJ o B = +o segin que J
esté o no mayorado.

Regla de Barrow. Si f € £;(J) y G:J — R es una primitiva de f, entonces G tiene
Iimite, tanto en oL como en [, y se verifica que

xX— 0

/0c ® roydr = lim G(x) — lim G(x) (7)

Demostracion. Trabajamos primero en un intervalo compacto K = [a,b] C J con a < b.
La cuestion clave es comprobar que G‘ x ©s absolutamente continua, para poder usar el teorema
fundamental del cdlculo.

Para ello, sea F : K — R la integral indefinida de | f| con origen en a, es decir,

F(x) = /ax]f(t)|dt VxeK

y recordemos que F si es absolutamente continua.

Para cualesquiera c¢,d € K con ¢ < d el resultado anterior nos dice que
d , d
|G(d) — G(c)| < / |G’ (1) |dt = / | f(t)|dt = F(d) — F(c) = |F(d) — F(c)]
c c
Fijado ahora € > 0, sea & > 0 dado por la continuidad absoluta de F. Dado n € N y una

familia {]ak, be: ke A, } de intervalos abiertos no vacios, dos a dos disjuntos y contenidos
n

en K, tales que Z (by —a) < 0, usando la desigualdad anterior obtenemos que
k=1

n n
Y |Gbk) — Glaw) | < Y |F(b) — Fla) | <&
k=1 k=1
luego G| es absolutamente continua. El teorema fundamental del calculo nos dice que

[ rwar = 6) - 6ta) ®)

Aunque hemos supuesto que a < b, estd claro ahora que la igualdad anterior es valida para
cualesquiera a,b € J.

Para obtener (7) bastard ahora tomar limites en (8), con a \,a y b 7 B. Previamente
fijamos ¢ € J° con lo que f es integrable, tanto en o, c| comoen [c, B[. Sean {a,} y {bn}
sucesiones de puntos de J tales que {a,} \ 0 y {b,} /B.Como {]a,,c]} ~]a,c],usando
la continuidad creciente de la integral de f en ], c|, junto con (8), obtenemos que

/a " f(0)dx = lim ac F(x)dx = lim (G(c) — Glay))

n—>o00 n—oo
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Esto prueba que G tiene limite en o y se verifica que

c
| #dx = 6(e) - lim G )
Trabajando andlogamente en el intervalo [c, [ obtenemos
B b
i f(x)dx = lim i f(x)dx = lim (G(bn) — G(c))

y esto prueba que G tiene limite en 3 con

/ F)dx = lim G(x) — G(o (10)

Sumando miembro a miembro las igualdades (9) y (10) obtenemos claramente (7). |

Conviene aclarar que el resultado anterior generaliza la versién elemental que habiamos
repasado previamente, pues de él deducimos de inmediato lo siguiente:

= SifelLlc(J) y G:J—R esunaprimitiva de f, entonces se tiene:
b
/ f(t)di = G(b) — G(a)  Vabel
a

En efecto, dados a,b € J, y suponiendo sin perder generalidad que a < b, podemos usar el
resultado anterior, para el intervalo compacto [a, b], en el que f es integrable. Obtenemos la
igualdad buscada, ya que h'n}] G(x) =G() y h;m G(x) = G(a). |

X— X—a

La generalizacién mencionada es ahora evidente, puesto que, en vez de suponer que f sea
continua en J, ahora suponemos solamente que f es localmente integrable en J, para llegar a la
misma conclusion. Pero ademads, a diferencia de la version elemental y del enunciado anterior,
la version general de la regla de Barrow que hemos obtenido, permite calcular integrales sobre
intervalos no compactos.

Cuando se usa en la practica la regla de Barrow, como haciamos con la version elemental,
es costumbre escribir [ G(x)] P — lim G(x) — lim G(x), con lo que la regla se resume en la
o x—P x—0o

igualdad 5
/a G'(r)dr = [G(x)]

cuya similitud con (1) es mds que evidente. La diferencia entre las dos versiones se aprecia
aqui muy bien, pues ahora no es necesario que G sea de clase C! en un intervalo que contenga
a los puntos o, p € R, basta con que G sea derivable en el intervalo abierto |, B[, con G’
integrable en dicho intervalo, pudiendo ser 00 = —o0 0 § = +oo.

Resaltamos ahora que la regla de Barrow nos da una condicidén necesaria para que una
funcién f :J — R, que admita una primitiva, sea integrable en J: cualquier primitiva debe
tener limite en o y B. Con frecuencia, esto permite probar que f no es integrable en J,
encontrando una primitiva que no tenga limite en o o en [3.
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Es natural preguntarse si la mencionada condicién necesaria es también suficiente, es decir,
si disponiendo de una primitiva de f que tenga limite en o y 3, podemos asegurar que f es
integrable en J. La respuesta en general es negativa, como veremos mds adelante. Pero vamos
a probar ahora que la respuesta es afirmativa cuando f no toma valores negativos:

Criterio de integrabilidad. Dada una funcién f :J — R, sea G una primitiva de f.
Entonces f € L£1(J) si, y solo si, G tiene Iimite en o y 3, en cuyo caso se tiene:

Demostracion. So6lo queda probar que, si G tiene limite en o y B, entonces f € £(J).
De entrada, sabemos por un resultado previo que f es medible. Por otra parte, como f no
toma valores negativos, su primitiva G es una funcién creciente, luego usando el teorema de
integracién de derivadas, obtenemos que G’ = f es localmente integrable en J. Para probar
que de hecho f es integrable en J, podemos obviamente suponer que J =], B[.

Fijamos dos sucesiones {a,} y {b,} en J con {a,} \ oy {b,} P, de forma que,
para todo n € N se tenga a, < b, y asi considerar la funcién caracteristica de [a,, b,], que
denotaremos por X,. Como {[a,b,]} /]o, p[= J, paratodo x € J tenemos {x,(x)} "1,

y por tanto {x,(x) F(x)}  £().

Para cada n € N, sabemos que f es integrable en [a,, b,| lo que nos permite usar la
regla de Barrow en dicho intervalo. Usando también el teorema de la convergencia mondétona,
obtenemos:

’ f(x)dx = lim ﬁx,,(x) f(x)dx = lim " £(x)dx

o n—oo o n— oo an
= ,,1220((;(”") — G(an)) = xh_r>nBG(x) — xll_%G(x) <
Esto prueba que f € £(J) como se queria. [

11.2. Funciones potenciales y exponenciales

Para ilustrar el uso de los ultimos resultados consideremos por ejemplo la funcién potencia
de exponente s € R, es decir,

fi:RT =R, fi(x) =x" VxeR"

Se trata de una funcién continua, luego localmente integrable en R™. Suponiendo primeramente
que s # —1, vemos que f; admite una primitiva Gy : R™ — R dada por
xs—i—l
Gs(x) =
) = 7

Por tanto, para cualesquiera a,b € R™ la regla de Barrow nos dice que

VxeRT

/b s xs+1 b bs+1 _as+1
x’dx = =
a s+1], s+1
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Enel caso s < —1, la funcién G no tiene limite en 0 pero si en +oo, luego dado ¢ € RT,
el criterio de integrabilidad nos dice que f; no es integrable en |0, c¢[, perosiloesen |c, +oo[,
y podemos escribir:

+oo Pt oSt
/ x'dx = = — VeeRT, Vs€]—oo, —1]
¢ s+1 s+ 1

C

Por el contrario, si s > —1, la funcién Gy tiene limite en O pero no en +oo, luego dado otra
vez ¢ € RT, vemos que f; no es integrable en |c, +oo[, perosilo esen |0, c[ y tenemos

c xs—H c CS—H
/xsdx: = VeeRT, Vse€]—1, +oof
0 s+1]y s+1

En el caso s = —1 la funcidn logaritmo es una primitiva de la funcién x — 1/x, luego la

regla de Barrow nos dice que
bd b

@ [logx}bzlog— Va,b € R™
X a

a
a

Como el logaritmo no tiene limite en 0 ni en +oo, deducimos que, para cualquier ¢ € R™, la
funcién x — 1/x no es integrable en |0, ¢| y tampoco en |c¢, 4oo[. Resaltamos los resultados
obtenidos sobre la integrabilidad de las funciones potenciales.

» Dados s € R y c € R, la funcién x — x* es

(i) integrable en |0, c| si, y solosi, s > —1
(i) integrable en |c, +eo| si, y s6lo si, s < —1

Vemos que, cualquiera que sea s € R, la funcién potencia x — x* nunca es integrable en R,

Noétese que, en un conjunto de medida finita, como el intervalo |0, 1 [, hemos encontrado
abundantes ejemplos de funciones integrables, que no estdn acotadas. Pero del estudio anterior
cabe destacar otros hechos interesantes, que habiamos anunciado anteriormente. Para concretar,
nos centramos en el caso s = —1/2 > —1 y definimos f: [0, 1] — R escribiendo f(0) =0y

1

ft) = 2_\/2 Vi €]0, 1]

Segtin hemos visto, f es integrable en [0, 1] y se tiene

/Oxf(t)dt — /5 Vxel[0,1]

Dicho de otra forma, la funcién raiz cuadrada x — /x, de [0, 1] en R, es la integral indefinida
de f conorigenen 0, luego es absolutamente continua. Pero la raiz cuadrada no es lipschitziana
en |0, 1| puesto que es derivable en dicho intervalo pero su derivada no estd acotada. Tenemos
asi un ejemplo de una funcion absolutamente continua que no es lipschitziana.

Por otra parte tenemos f(¢)? = 1/(4¢) paratodo ¢ €]0, 1[ luego, segiin hemos visto para el
caso s = —1,lafuncién f2 no es integrable en |0, 1[, a pesar de que f sf lo es. En particular,
queda claro que el producto de dos funciones integrables puede no ser integrable.
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Estudiemos ahora la integrabilidad de ciertas funciones racionales. Fijados xo € R y k € N
consideremos la funcién f: R\ {xo} — R dada por

1
= —— VxeR
9 = 7 VXER\ (o)
Tenemos claramente f = G’ donde G viene dada, para todo x € R\ {xo}, por
1
G(x) = (si k>1), G(x) =log|x—xo| (sik=1)

(1 —k)(x—xq)k1
Como f es continua, luego localmente integrable, en las semirrectas | —oo, xo[ y ]xo, +oo|,
la regla de Barrow nos dice que para a,b € R con a < b < xg, 0 bien xg < a < b, se tiene

b dx 1 1 k b dx |b— xo
/a (X—Xo)k 1—k% ((b—x())k_l (a—xo)k_]> ( o )’ /a X —X0 ©2 |a—X()‘

Por otra parte, vemos que G nunca tiene limite en el punto xg, tiene limite 0, tanto en +oo
como en —oo cuando k > 1, pero si k= 1, no existe ninguno de esos limites. Deducimos que f
no es integrable en ningtin intervalo no trivial I que verifique xo € I. En el caso k = 1, vemos
también que f no es integrable en ningun intervalo no acotado.

Cuando k > 1, observamos que f tiene signo constante en todo intervalo I tal que xo & 1,
lo que nos permite usar el criterio de integrabilidad. Para a,b € R con b < x¢ < a, obtenemos
que f esintegrableen | —oo, b| yen |a, +oo[ con

/b dx 1 /+°° dx 1
—eo (x=x0)k (1K) (b—x0)F 1" a (x—x0)f  (k—=1)(a—x0)*!

Mis adelante estudiaremos la integrabilidad de otras funciones racionales, pero veamos
ahora ciertas funciones exponenciales. Concretamente, fijado s € R con s # 0, consideremos
la funcién f: R — R(‘f definida por

fs(x) = e** VxeR

que es continua, luego localmente integrable en R. Es claro que la funcién Gy = (1/s) f; es
una primitiva de f; luego se tiene

b esb —esa
/ edx = ———— Ya,b € R
a

s
Para s > 0 es claro que G tiene limite 0 en —oo, pero diverge en oo, mientras que si s < 0
vemos que G tiene limite 0 en 4o y diverge en —eo. Por tanto, fijado ¢ € R, el criterio de
integrabilidad nos dice que f es integrable en | —oo, ¢[ si, y sélo si, s > 0, mientras que es
integrable en |c, +oo| si, y s6lo si s < 0. De hecho se tiene
c &5¢ +o0 e5¢
/ edx = — VseRT y / edx=—— VseR™
— oo N c S

Deducimos que f; nunca es integrable en R. Sin embargo, es ahora facil mostrar un ejemplo
que hasta ahora no habia aparecido: una funcién continua, que es integrable en R pero no tiene

soporte compacto. Es lo que le ocurre a la funcién f: R — R™ dada por f(x) = e P | x] para
todo x € R, con p € R", pues usando las integrales recién calculadas, se tiene:

oo 0 +oo 2
/ e Pl gy = / epxdx—f—/ e Prdx = E
oo — oo 0
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11.3. Criterio de comparacion

Es muy habitual estudiar la integrabilidad de una funcién comparandola con otra conocida.
Por ejemplo, es obvio que si f y g son funciones medibles tales que | f| < |g|, entonces f
serd integrable dondequiera que lo sea g. Para ver un caso sencillo, podemos escribir

teo | cosx e dx
1 X T

y esto prueba que la funcién x — cosx/x2 es integrable en |1, 4-oo[, aunque no nos permita
calcular su integral. Frecuentemente, no es necesario disponer de una desigualdad que sea valida
en todo el intervalo de integracién, como pasamos a explicar.

Si queremos estudiar la integrabilidad en J =] o, B[ de una funcién f:J — R, podemos
fijar ¢ € J, y es claro que f serd integrable en J si, y s6losi,loesen |a,c[ yen |c, B[, luego
bastard disponer de una comparacion adecuada en cada uno de esos intervalos, y la funcién
con la que comparamos no tiene por qué ser la misma en ambos. Como ejemplo ilustrativo,
consideremos la funcion continua f:]0, 1 [— R definida por

f<x>=% Vxelo,1]

Para 0 < x < 1/2 tenemos vx—x2 = \/x /1 —x > /x/+/2, de donde

1/2 1/2 /2 B s
/0 |f(x)\a’x</0 %dx_z\/i[\/ﬂo —2

Por otra parte, para 1/2 < x < 1 se tiene vx—x2 > /1 —x/+/2 y obtenemos

! V2 1
/1/2|f(x)|dx</Uzmd)c:—Z\/i[\/l—xL/z:Z

Asi pues, hemos probado que f es integrable en |0, 1].

Volviendo al caso general, supongamos que f es localmente integrable en J, condicion
que es necesaria para que sea integrable. Tomando a,b € J con b < a, como f es integrable
en [b,a], serd integrable en J si, y sélo si, lo es en |a,b[ y en |a,B[. La ventaja es que
podemos elegir a y b para facilitar las acotaciones que necesitemos. De hecho, no es necesario
concretarlos, basta saber que podemos elegirlos de forma que se verifiquen las acotaciones
que nos interesen. Esto permite hacer una comparacién por paso al limite, en la forma que se
describe en el siguiente resultado. Lo enunciamos para el intervalo [a, B[, y obviamente se
tiene un resultado andlogo para el intervalo |, b ].

Criterio de comparacion. Dado un intervalo [ = [a,B[ cona€R y a < B < o0, y dos
funciones f,g € L1°°(I) con g(x) # 0 para todo x € I, se tiene:

(i) Si h’r%|f(x)/g(x)| = LeR™", entonces f € L£1(I) si, y sélosi, g € Li(I).
x—
(ii) Si lir%|f(x)/g(x)| =0,y geL(I),entonces f e Li(I).
X—r
(iii) Sila funcion |f/g| divergeen B,y g ¢ L1(I), entonces f ¢ Li(I).
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Demostracion. Para probar (i), usamos la definicién de limite, obteniendo b € I tal que,

(L/2)|e@) < [f()[ < (3L/2)[e(x)|  Vxe[b,B] (11)

Si g € Li(I), entonces g es integrable en [b, B[ y la segunda desigualdad nos dice que f es
integrable en [b, B[, pero también lo es en [a, b], asi que f € L{(I). Como L > 0, podemos
usar analogamente la primera desigualdad de (11),y de f € £(I) deducimos que g € £(I).

En el caso (ii) tomamos b € I de forma que se tenga | f(x)| < |g(x)| paratodo x € [b, B[,
y razonando igual que antes, de g € £;(I) deducimos que f € £(I). Finalmente en (iii)
elegimos b € I de forma que |f(x)| > |g(x)| para todo x € [b,B][, y razonando como antes,
si fuese f € L1(I), obtendriamos que g € £([). |

Consideremos por ejemplo una funcién racional, de la forma

P(x)

o) VxeR

fx) =

donde P,Q son polinomios de grados respectivos p,g € NU{0},con P#0 y Q(x) # 0
para todo x € R. De entrada, f es continua, luego localmente integrable en R, pero queremos
estudiar su integrabilidad en R. Es bien sabido que

: q-p . P4 q—p _ +
tim ¥ f()| = lim |x0P||f()] = LER

luego, para aplicar el criterio anterior, conviene usar la funcién g : R\ {0} — R dada por
g(x) = xP~1 VxeR\ {0}

Podemos hacerlo, por ejemplo, en el intervalo I; = [1, 4o [, puesto que f y g son localmente
integrables en I, con g(x) # 0 para todo x € I;. Recordando que g es integrable en I; si, y
s6lo si, g — p > 1, deducimos que igual ocurre con f. Usando el resultado andlogo al anterior
para el intervalo I, =] —eo, —1], deducimos de la misma forma que f es integrable en I, si, y
solo si, g—p > 1. Portanto, si ¢g—p > 1, se tiene que f € £L(R), mientras quesi g—p < 1,
vemos que f es integrable en un intervalo no trivial 7, si, y sélo si, / estd acotado.

Otro ejemplo destacable puede ser la funcién f : R — R definida por
flx) = e VxeR

que podemos comparar con la funcién ya estudiada g : R — R™, dada por g(x) = eIl para
todo x € R. Vemos claramente que

2 2
e e Ve e e

lim = Ilim = lim e
x— —o0 g~ || X — o0 @ | X X— oo

—X
2
lx[=x" _

lo que permite usar el criterio de comparacion en los intervalos Rg y R, . Como ya sabemos
que g € £1(R), deducimos que también f € L;(R).
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11.4. Integracion por partes

Veamos un segundo método de calculo de integrales simples, que resulta muy ttil cuando el
integrando viene dado como un producto de dos funciones, lo que en realidad no es restrictivo,
pues siempre podemos usar un factor constantemente igual a 1. Igual que hicimos con la regla
de Barrow, empezamos con una version elemental del resultado que buscamos.

» Si F,G:J— R son funciones de clase C' en J, se tiene:

b b
/F(t)G'(t)dt:[F(x)G(x)]Z;—/ F'()G(t)dt  Vapbed  (12)

En efecto, la funcién producto F G es de clase C! en J, luego fijados a,b € J, la regla de
Barrow nos permite escribir:

b / / b / b
/a (F (t)G(r)+F(t)G(t))dt:/a (FG)'(t)dt = [F(x)G(x)]"

Usando la linealidad de la integral, deducimos claramente la igualdad (12). n

Obtendremos dos versiones mds generales de este resultado. La primera se deducird del
teorema fundamental del cédlculo, mediante la siguiente observacion:

= Dado un intervalo compacto K C R, si dos funciones F,G : K — R son absolutamente
continuas, entonces la funcion producto F G también lo es.

Puesto que F y G son continuas, ambas estén acotadas, luego existe M € R™ tal que

|Fx)| <M y |Gx)|<M Vxek

Por otra parte, dado € > 0 la continuidad absoluta de F y G nos permite encontrar & > 0

verificando la siguiente condicién: si n € N y {]ak, br[: ke A, } es una familia de intervalos
n

abiertos no vacios, dos a dos disjuntos y contenidos en K, tales que Z (bx —ax) < 9, se tiene

k=1
que

€

]gl‘F(bk)—F(ak)|<— y kgl‘G(bk)_G(ak)‘<m

Para una tal familia de intervalos, se tiene entonces que

3 F(0 6lb) - Fla) Gla)] = 1| (P~ F(a)) G(be) + Flaw) (G(b1) - Gan)|
=1 =1

n n

<MY |F(br)—F(ax)| + M Y |G(br) — Glap)| < e
k=1 k=1

y esto prueba que F' G es absolutamente continua. |
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Foérmula de integracion por partes (primera version). Dadas F,G : J — R, supongamos
que, para cada intervalo compacto K C J, las restricciones F | Y G‘ x son absolutamente
continuas. Entonces, las funciones F G' y GF' son localmente integrables en J y se tiene:

b b b
/F(t)G’(t)dt: [F(x)c;(x)}a—/ F'(1)G(t)dt  Vabeld

Demostracion. Por la observacion previa, sabemos que (F G) ’ x ©8 absolutamente continua,

para todo intervalo compacto K C J, luego por el teorema fundamental del célculo, (F G)/ es
localmente integrable en J y se tiene

/b(FG)’(r)dz = [F®)6W)],  Vabel (13)

Como F y G son derivables c.p.d. en J, existe un conjunto £ C J con A(J\E) = 0, tal
que F' y G son derivables en E, luego F' G también es derivable en E, y podemos usar la regla
para la derivada de un producto. Por tanto, tenemos

(FG)'(t) = F'(t)G(t) + F(t) G (1) pct. tel

con lo que la igualdad (13) toma la forma:
/b (F'(1)G(r) + F(1)G'(t))dt = [F(x) G(x)]s Va,belJ (14)

Ademas, para cada intervalo compacto K C J, las funciones continuas F' y G estan acotadas
en K, luego existe una constante M > 0 verificando que

|F'(0)G(t)| < M|F'(t)| 'y [|F()G'(t)| < M|G'(1)] pct. t€K

Como F',G’ € £1(K), de estas desigualdades deducimos que también F'G,F G’ € L(K).
Esto prueba que F'G y F G’ son localmente integrables en J, lo que permite usar en (14) la
linealidad de la integral, para obtener la igualdad buscada. |

Hemos generalizado asi la version elemental antes obtenida, pues si H : J — R es una
funcién de clase C! y fijamos un intervalo compacto K C J, entonces H' estd acotada en K,
asi que H|, es lipschitziana, luego absolutamente continua. Esta version mds general de la
formula tiene la ventaja de asegurar la existencia de las dos integrales que en ella aparecen,
pero no permite trabajar con integrales sobre J, sino solamente sobre intervalos compactos
contenidos en J. Podriamos usar un paso al limite andlogo al usado con la regla de Barrow,
pero eso requiere suponer la existencia de las dos integrales sobre J que van a aparecer en
la féormula. Entonces, es preferible suponer que F y G son derivables en J, evitando asi la
hipétesis de continuidad absoluta. De esta forma obtenemos otra version de la férmula, que en
la préictica es la mds util.

Férmula de integracién por partes (segunda version). Sean F,G : J — R dos funciones
derivables en J, tales que F'G y F G’ son integrables en J . Entonces F G tiene limite, tanto
en o como en P, y se verifica que:

B B
/aF(t)G’(t)dt: [F(x)G(x)]g—/a F'(1)G(t)dt (15)
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Demostracion. El razonamiento es enteramente andlogo al usado para probar la version
elemental de la férmula. La funcién producto F' G es derivable en J y su derivada viene dada
por (FG) = F'G + F G', que por hipétesis, es una funcién integrable en J . Por tanto, la regla
de Barrow nos dice directamente que (F G) tiene limite en o y 3, verificdindose que

B B )
/a (F'(1)G(t) + F(r)G'(¢)) dt :/ (FG)'(t)dt = [F(x)G(x)]

o

Usando de nuevo la linealidad de la integral, obtenemos (15). |

11.5. Ejemplos de integracion por partes

Para ilustrar el método de integracion por partes, lo usamos para calcular algunas de las
integrales de funciones racionales antes estudiadas. Para cada n € N, sea F;, : R — R la integral
indefinida con origen en 0, de la funcién racional ¢ — (1 + tz)—n , que segun hemos visto
anteriormente, es integrable en R. As{ pues:

Fy(x) / A yer

xX) = X

" o (1+1¢2)"

Vamos a obtener una relacién de recurrencia que, para cada n € N, permite obtener F,,| a
partir de F,,. Para ello empezamos observando que, para todo x € R se tiene

X 2 .2 X 2
) = [ a = R - (Z—‘”)H (16)

(1+2)" 1+ 12

Para calcular la dltima integral que ha aparecido, usamos la férmula de integracién por
partes, para las funciones F,G : R — R dadas por

1

que son de clase C>! en R y G se ha elegido para que verifique

t

De esta forma, para todo x € R se tiene que

X tzdt X , . X /

/0 m :/0 F(1)G'(t)dt = [F(1)G(1)], —/0 F'(t)G(t)dt -
X 1

EETIEE D T

Usando esta igualdad, de (16) obtenemos que

2n — 1 X
o F(x) + ———— VxeR

Fn+1(x) =
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La férmula de recurrencia anterior permite calcular explicitamente F, para cualquier n € N,
teniendo en cuenta que, para n = 1 se tiene

X dt
Fi(x) :/o e [arctgr]y = arctgx VxeR

Por ejemplo, hemos probado que

/XL—larct)H—; VxeR
0 (1+4¢2)> 2 ¢ 2(1+x2)

Noétese que s6lo hemos usado la version elemental de la formula de integracion por partes.
Si queremos calcular las integrales de las mismas funciones sobre algtn intervalo no acotado,
sin necesidad de calcular las integrales indefinidas, podemos usar directamente la ultima version
general de dicha féormula. Calculemos por ejemplo la sucesion de integrales dada por

Foo dx
= —* __ vheN
p /oo (1+X2) ne

Igual que en (16), para cada n € N, empezamos escribiendo

Foo x2dx
Pn+1 = Pn _/ NN (18)
+ o (1+x2) +1

y ahora recurrimos a la féormula de integracion por partes. Para las mismas funciones F' 'y G
antes usadas, sabemos que F G’ y F’G son integrables en R, por ser funciones racionales, en
las que la diferencia entre los grados de denominador y numerador es mayor o igual que 2.
Razonando como en (17), puesto que F y G tienen limite O tanto en —eo como en —+co, ahora
obtenemos

“ x2dx o . oo
/_: (1 —Hi)"“ - /_: F(x)G'(x)dx = [F(X)G(x)]:o —/_: F'(x) G(x)dx

B /+°° 1 1
y en vista de (18) la férmula de recurrencia es ahora mucho mads sencilla:

2n —1
pn+1 - 2 pn VHEN
n

Teniendo en cuenta que p; = T, es ahora facil comprobar por induccién que
2n—2)!m

3 VneN
((n— 1)!) 4n—1

Pn =

Usando también el método de integracion por partes, podemos ahora comprobar algo que
habifamos anunciado anteriormente: el criterio de integrabilidad, valido para funciones medibles
positivas, no se verifica en general para funciones medibles.
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Consideremos la funcién @ : ]R(J)r — R dada por
4
o) === VieR" y g0 =1

que es continua, luego localmente integrable en ]Rar . Si ® es la integral indefinida de ¢ con
origen en 0, la version elemental del teorema fundamental del célculo nos dice que & es una
primitiva de @. Pues bien, vamos a probar que &P tiene limite en +oo, y obviamente también lo
tiene en 0, pero @ no es integrable en R*.

Consideramos las funciones F,G : R — R dadas por
F(t)=1/t y G()= —cost VteR"

que son funciones de clase C! en RT. La versién elemental de la férmula de integracién por
partes nos dice que, para cualesquiera a,b € R™ se tiene

bsent b
®(b) — D(a) — / ir = / F()G'(1)dt
cosa cosb

- [F(t)G(t)]Z—/abF'(t)G(f)df = i —/a -7 4

a

de donde, suponiendo que a < b, deducimos que

cos b N /b
b a

11 fbdr 11 [1]‘?

COSI’

12

‘(IJ(a)—CID(b)| < ‘cosa‘

< — =
“a b Jot2 a b
En el caso b < a intercambiamos los papeles de a y b. Tenemos por tanto

2
— N — +
|®(a) — ®(b) | < nab] Va,b eR

Si ahora {x,} es una sucesién de puntos de R™, con {x,} — +o, fijado € > 0 tomamos m € N
de forma que, para n > m se tenga x,, > 2/¢. Entonces, para p,q € N con p,q > m se tiene

2 2
!@(xp)—fb(xq)’ < m < 2—/8:8

t

a

con lo que {CID(xn) } es una sucesion de Cauchy, luego convergente. Esto prueba que & tiene
limite en + oo, y es evidente que lin}) d(x) = ®(0) = 0.
X—

Para ver que ¢ no es integrable en R, observamos que, para todo k € N, se tiene

km ¢ 1 kn —1)k=1 pkn
/ @dt>—/ |sent\dt:¥/ sent dt
(k—)m 1 kT J(k—1)n kT (k—1)m

(—1)F i 1 0 2
= [cost](k_l)n: ﬁ[cost]_n:ﬁ
Usando ahora que Rt = | | (k—1)m, k7], concluimos que
k=1
oo = [k |sent] 2 &1
t)|dt = / dt > — — =0
/o [#)] kg’l (k-1)m 1 n,;k
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11.6. Cambio de variable

Como introduccion a este tercer método de célculo de integrales, probamos su version mas
elemental, que como en otros casos, se refiere a la integral de una funcién continua en un
intervalo compacto.

= Dados dos intervalos no triviales I,J C R, sea ¢ : I — J una funcién de clase Clenl.
Si f:J — R es una funcion continua, para cualesquiera a,b € I se tiene:

[ rax= [ 1 (o) o0yt (19
o a

a)

Si F :J — R es cualquier integral indefinida de f, sabemos que F es una primitiva de f,
y como ¢(I) C J, podemos considerar la composiciéon Fo@ : I — R. La regla de la cadena
nos dice que F o @ es una primitiva de la funcién ( fo (p) ¢’, que es continua en 1. Por tanto,
usando la version elemental de la regla de Barrow, obtenemos:

o (b) b ,
[ fxde = (Fo) )~ (Fo)(@ = [ f (o) ¢'()ds .
9(a) a

Pretendemos probar la igualdad (19), conocida como férmula de cambio de variable, con
hipétesis mucho mas generales que las del resultado anterior, trabajando por ahora en intervalos
compactos. Empezamos con un resultado que salvard la dificultad que aparece al intentar usar
la regla de la cadena, con funciones que s6lo son derivables c.p.d.

= Dado un intervalo compacto H C R, sea ¢ : H — R una funcion derivable c.p.d. en H .
Si un conjunto E C H verifica que L(@(E)) = 0, entonces ¢'(x) = 0 p.c.t. x€ E.

Si B es el conjunto de puntos de E en los que ¢ es derivable con derivada no nula, bastard
probar que A(B) = 0. Para cada n € N consideramos el conjunto

By ={x€E : n|o(y)—0(x)| > [y—x| VyeHN]x—(1/n),x+(1/n)[}

y vamos a comprobar que B C |J B,,.
n=1
En efecto, dado x € B, existe k € N tal que |@'(x)| > 1/k, y por definicién de derivada,
existe un 8 > 0 tal que, para y € H con |y —x| < 9, se tiene k|@(y) —@(x)| > |y —x|.
Tomando n € N con n >k y 1/n < 8, se tiene claramente que x € B, . Bastard por tanto probar
que A(B,) = 0 paratodo n € N.

Fijado n € N, como B, estd acotado, se puede recubrir por una familia finita de intervalos
de longitud menor que 1/n, luego si A es la interseccién de B, con uno de esos intervalos,
bastard ver que A(A) = 0. Como @(A) C ¢(E), tenemos A(@(A)) = 0, luego fijado € > 0,
existe una sucesién {J;} de intervalos acotados, tal que

“ > €
oA)c Jk Y AUk) < =
k=1 k=1 n
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Para cada k € N, escribimos Ay = A N (p_l(Jk) y, suponiendo que Ay # 0, para x,y € Ay,
usamos que Ay C B, obteniendo que

ly— x| <nlo(y) —ox)| < ni)
Deducimos que A*(A;) < sup Ay — inf Ay < nA(Jy), desigualdad que es trivial si Ay = 0.

Finalmente, como A C |J (AN @ '(Jk)) = U A, concluimos que
k=1 k=1

A) < Y M(A) <n ) AMa) <e
k=1 k=1

y en vista de la arbitrariedad de €, tenemos A(A) = 0 como se queria. [

Podemos ya probar el resultado clave, que nos da una condicién necesaria y suficiente para
que se verifique la formula de cambio de variable.

» Dados dos intervalos compactos H,K C R, sea ¢ : H — K, una funcién derivable c.p.d.
en H. Si fe€ L1(K) y F:K— R es cualquier integral indefinida de f, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) La funcion F o ¢ es absolutamente continua
(ii) La funcion (fo (p) ¢’ es integrable en H y se verifica que:

/(P(b)f(x) dx — /bf((p(t))(p’(t)dt Va,be H (20)
9(a) a

(ii) = (i).Fijado a € H, sabemos que F, y la integral indefinida de f con origen en ¢(a),
difieren en una constante C € R. Usando (20) vemos entonces que, para todo b € H, se tiene

o(b
Flow)=c+ [ e dx—C+/ (1) dt

Por tanto, la funcién F o @ se obtiene sumando una constante a la integral indefinida con
origen en a de la funcién ( fo (p) @’ que, por hipétesis, es integrable en H . Por tanto F o @ es
absolutamente continua, como queriamos demostrar.

(i) = (ii). El teorema fundamental del célculo nos dice que F o @ es derivable c.p.d. en H,
que (Fo (p)/ es integrable en H y se verifica que

b , o(b)
| (FoeY@ydr = Flow) = F(ol@) = [ " fx)as
Por tanto, s6lo queda probar que la igualdad

(Foo)'(t) = f(9(t)) o' () 1)

se verifica p.c.t. ¢+ € K, y aqui entra en juego el resultado probado previamente. Teniendo en
cuenta la regla de la cadena, se trata de analizar los motivos para que no se verifique (21).
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Sea U el conjunto de puntos de H en los que @ no es derivable, que verifica A(U) = 0.
También tenemos A(W) = 0, donde W es el conjunto de puntos de K en los que F no es
derivable. El problema es el conjunto E = (K\U)N@ (W), pues para t € E se tiene que ¢
es derivable en 7, pero F no es derivable en @(z), lo que impide usar la regla de la cadena.

Pues bien, como @(E) C W, tenemos A(@(E)) = 0, luego el resultado previo nos da un
conjunto By C E con A(E\ By) = 0 tal que ¢'(t) = 0 para todo ¢ € B;. Ademds, por ser
absolutamente continua, F preserva los conjuntos de medida nula, luego A ((Fo@)(E)) = 0,
y podemos volver a usar el resultado previo, ahora para la funcién F o ¢@. Obtenemos otro
conjunto By C E con AME \ Bz) = 0, tal que (Fo(p)/(t) = 0 para todo t € B,. Tomando
ahora B = B; N By tenemos AME\B) =0y (Fo(p)/(t) = @'(¢t) = 0 para todo 7 € B, luego
se verifica (21) paratodo t € B.

Finalmente si A = K\ (U U (E\B)), es claro que A(K\A) = 0, y para cada 1 € A
probamos (21). Tenemos ¢ € K\ U, luego ¢ es derivable en 7, y se pueden dar dos casos.
Cuando ¢ ¢ E, tenemos @(¢) ¢ W, luego F es derivable en ¢(¢) y usamos la regla de la cadena.
En otro caso, tenemos ¢t € E pero t ¢ E\ B, luego t € B y de nuevo se verifica (21). [

Puesto que toda funcién de clase C' en un intervalo no trivial / C R es absolutamente
continua en cada intervalo compacto H C I, del resultado anterior se deduce claramente la
version elemental probada al principio. De hecho, para una funcion integrable f en un intervalo
compacto K C R, este resultado es inmejorable, puesto que nos da una condicion necesaria y
suficiente para que se verifique la férmula de cambio de variable. Sin embargo, dicha condicidn,
consistente en que la funcién F o @ sea absolutamente continua, no es facil de comprobar, por
lo que conviene buscar hip6tesis méas sencillas, que nos aseguren dicha condicién, como vamos
a hacer en lo que sigue.

Manteniendo la notacién del teorema anterior, en primer lugar es natural suponer que @ es
absolutamente continua, pues tomando f(x) = 1 paratodo x € K, es claro que existe ¢ € R tal
que F(x) = x+ ¢ paratodo x € K, conlo que Fo@® = @ + ¢ es absolutamente continua si, y
sOlo si, loes @.

Pues bien, suponiendo que ¢ es absolutamente continua, como F siempre lo es, todo iria
muy bien si la composicion de dos funciones absolutamente continuas también lo fuese, pero
esto no es verdad:

Ejemplo. Dos funciones absolutamente continuas, cuya composicion no lo es.

Consideremos las funciones F,@: [0, 1] — R definidas por

o(1) = (tcos(n/t))? Vielo, 1], 0)=0 y F(x)=x Vxe[0,1]

Es facil comprobar que @ es derivable en [0, 1], con derivada acotada en dicho intervalo, de
donde deducimos que @ es lipschitziana, luego absolutamente continua. Por otra parte vimos
anteriormente que F también es absolutamente continua. Sin embargo, F o@ = |g| donde

gt) = tcos(m/t) Vrel0,1], g(0) =0

Vimos anteriormente que g no tiene variacion acotada en [0, 1], y razonando de manera muy
similar, se comprueba que |g| tampoco es una funcién de variacién acotada, luego |g| no
puede ser absolutamente continua.
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Asi pues, aparte de que @ sea absolutamente continua, debemos suponer algo mas. Vamos
a probar dos resultados en esta linea, que nos dan otras dos condiciones suficientes, aunque ya
no sean necesarias, para que se verifique la férmula de cambio de variable:

= Dados dos intervalos compactos H,K C R, sean ¢ : H — K una funcion absolutamente
continua, f € £1(K) y F:K — R una integral indefinida de f. Supongamos que se
verifica una de las siguientes condiciones:

(i) Que @ sea mondtona
(ii) Que f esté acotada en K

Entonces F o ¢ es absolutamente continua, luego ( f o(p) ¢’ es integrable en H con
®(b) b )
/( | Fdr = / F(o0)9'(t)dr  YabeH
o(a a

Supongamos en primer lugar que se verifica (7). Fijado € > 0, tomemos 1 > 0 dado por la
continuidad absoluta de F . Para dicho nimero positivo 1, obtenemos a su vez 6 > 0 dado por la
continuidad absoluta de @. Sea entonces n € N 'y { lag, by [: k€ A, } una familia de intervalos

n

abiertos no vacios, dos a dos disjuntos y contenidos en H, tales que Z (bk —ag) < d.Porla
. k=1
eleccién de 6 tenemos que Z |@(br) — @(ax) | <.
k=1

Sea ahora A = {j € A, : @(aj) # @(b;) y para cada j € A sea |cj,d;]| el intervalo
abierto de extremos @(a;) y @(b;). Asi pues, si ¢ es creciente, estamos tomando c¢; = @(a;)
y dj = @(b;), mientras que ¢; = @(b;) y d; = ¢(a;) cuando @ es decreciente. En cualquier
caso tenemos una familia {]c i,dil: je A} de intervalos abiertos no vacios, y todos ellos
estdn contenidos en K, ya que @(a;), ¢(b;) € K, es decir, ¢;,d; € K.

La monotonia de @ nos hara ver que los intervalos anteriores son dos a dos disjuntos. En
efecto, dados i, j € A con i # j, podemos suponer que a; < a;,y de |a;,bj[N]a;,bj[= 0
deducimos que b; < a;. Entonces, si ¢ es creciente, obtenemos que d; = @(b;) < ¢(a;) = cj,
mientras que si @ es decreciente, se tendrd d; = ¢(a;) < ¢(b;) = ¢;. En ambos casos, vemos
que |¢;,d;[N]cj,d;j[= 0.Laeleccion de & nos dice ahora que

n

Y (dj—cj) =Y |o®) —o@a)| =Y |obr) —olar)| <n

JjEA Jj€A k=1
lo que permite usar la eleccién de M para obtener que
n
L[ (Foo)b) = (Foe)(@)| = L |F(d) ~ Fle)] <
k=1 jEA
Esto prueba que F o @ es absolutamente continua, como se queria.

Supongamos ahora que se verifica (ii) y sea M € R tal que | f(x)| < M paratodo x € K.
Dados u,v € K con u < v, se tiene claramente que

7~ )| = | [ reoax

</V|f(x)\dx<M(v—u>=M|u—v|
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La desigualdad anterior es trivial cuando u = v, y no se altera al intercambiar u# con v,
luego es valida para cualesquiera u,v € K, de modo que F' es lipschitziana.

Fijado € > 0 tomamos ahora M = € /M y para este 1, obtenemos de nuevo & > 0, dado

por la continuidad absolutade @.Sine Ny {]ak, bp[: keA, } es una familia de intervalos
n

abiertos no vacios, dos a dos disjuntos y contenidos en H, verificando que Z (b —ar) < 9,
k=1
la eleccion de O nos dice que

i\ (Foo)( (Focp)(ak)\<Mf|<p(bk)—<p(ak>|<Mn:g
k=1 k=1

y de nuevo hemos probado que F o @ es absolutamente continua. La dltima afirmacién del
enunciado es consecuencia de la equivalencia probada en el teorema anterior. [

Obtenemos ahora una consecuencia del resultado anterior que en realidad lo mejora, pues
utiliza una hipétesis mas débil que las dos anteriores. Nétese que, con cualquiera de esas dos
hipétesis, hemos probado que la funcién ( fo (p) ¢’ esintegrable en H . Pues bien, precisamente
esta ultima condicién es suficiente para que se verifique la férmula de cambio de variable.
Esto nos da ya un resultado mds que satisfactorio, pues nos asegura que se verifica la formula,
siempre que existan todas las integrales que en ella aparecen. Sin esfuerzo adicional, podemos
trabajar con funciones localmente integrables en intervalos no triviales arbitrarios.

Férmula de cambio de variable. Dados dos intervalos no trivialesy I,J CR,sea @ :1 —J
tal que (p| y ©s absolutamente continua, para todo intervalo compacto H C 1. Si f:J — R es

una funcion localmente integrable en J, verificando que ( fo (p) ¢’ también es localmente
integrable en I, entonces se tiene que:

o(b) b /
/q,(a) f(xW:/a fle@)o'(t)dt  Vabel

Demostracion. Dados a,b € I, y suponiendo sin perder generalidad que a < b, trabajamos
con los intervalos compactos H = [a,b] C 1 y K = @(H) C J. Sabemos que f es integrable
en K y que ( fo (p) @’ es integrable en H , y se trata de probar que ambas integrales coinciden.

Para cada n € N consideramos el conjunto medible E, = {x € K : | f(x)| < n}, cuya
funcidn caracteristica denotaremos por Y, y definimos

Ju(x) = Xa(x) f(x) VxekK

Es claro que | f,,(x) | < n paratodo x € K, luego f, estd acotada. Esto permite usar el resultado
anterior, para obtener que ( f,0 @)@’ es integrable en H y se tiene que

®(b) b ,
L = [ (o0)e'0)a 22)

igualdad que es valida para todo n € N.
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Observamos ahora que {E,} K, de donde deducimos que {y,(x)} 1 paratodo x € K,
luego la sucesién {f,} converge a f puntualmente en K. Ademds se tiene | f,,(x)| < | f(x)|
para cualesquiera x € K y n € N, y como | f| es integrable en K, podemos usar el teorema de
la convergencia dominada para obtener que

9(b) o(b)
/ L JWar=im [ ) (23)
o) a

a) n=re ) o(

Usaremos ahora un razonamiento andlogo con el segundo miembro de (22). Si E C K es
el conjunto de puntos en los que @ es derivable, tenemos A(H \ E) = 0, y extendemos ¢’,
tomando @’(r) = 0 para todo ¢ € H\ E. De esta forma, la sucesion { (f,o®) ¢’} converge
puntualmente en H a la funcién ( fo (p) ¢’ . Ademds, para cualesquiera n € N y t € H se tiene

que ‘fn((p(t))(p’(t) ‘ < |f((p(t))(p’(t) ] Como | (foo) (p" es integrable en H, podemos
usar de nuevo el teorema de la convergencia dominada, para obtener que

/abf(q’(t))tp’(t)dr = lim bfn((P(f))(p’(t)dt

n—o Jq4

En vista de esta igualdad y la obtenida en (23), pasando al limite en (22) obtenemos la
conclusién buscada. |

El resultado anterior no permite usar un cambio de variable para estudiar la integrabilidad
de una funcién en un intervalo arbitrario. Para ello, seria necesario que la existencia de una
de las integrales que aparecen en la férmula fuese equivalente a la de la otra, pero eso requiere
condiciones mas restrictivas sobre la funcién ¢ que usamos al cambiar de variable. Enunciamos
el correspondiente resultado, bastante andlogo al que mds adelante estudiaremos para funciones
de varias variables.

Teorema de cambio de variable. Dado un intervalo abierto no vacio I CR,sea ¢ : 1 — R
una funcién de clase C' en I, con ¢'(t) # 0 paratodo t €1,y sea J = @(I). Entonces, una
funcion f:J — R es integrable en J si, y solo si, (fo (p) ¢’ es integrable en I, en cuyo caso

se tiene:
[ 1= [ (ro0)1e (24)

Demostracion. Para cada intervalo compacto H C I, la funcién ¢ es derivable en H con
derivada acotada, asi que (p| y ©s lipschitziana, luego absolutamente continua. Por otra parte,
como @ es continua y no se anula, se deberd tener ¢’(¢) > 0 para todo ¢ € I, con lo que ¢
es estrictamente creciente, o bien @'(z) < 0 para todo ¢ € I, en cuyo caso @ es estrictamente
decreciente. En cualquier caso, @ es estrictamente monétona.

Empecemos suponiendo que g € £(J) verifica que g(x) > 0 para todo x € J. Fijado
un intervalo compacto H = [a, b] C I, como (p} y ©s absolutamente continua y mondtona,
mientras que g es integrable en el intervalo K = @(H ), uno de los resultados previos nos dice
que ( go (p) ¢’ es integrable en H y se verifica la férmula de cambio de variable. Cuando ¢ es
creciente, se tiene [@'| = @' y K = [¢(a), ¢(b)], luego podemos escribir:

(b)
o= [ swax= [ (sowpetyar = [ (s00)l0' 23
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Cuando @ es decreciente, tenemos |¢’| = —¢' y K = [@(b), ¢(a) ], con lo que llegamos
a la misma igualdad:

o(b)

foe= [0 sax == ["Vetar = [e(o) 0 t1at = [ (co0) 10’

Sea ahora {H,} una sucesién de intervalos compactos, verificando que {H,}  I. Para
cada n € N denotamos por %, a la funcién caracteristica de H,, y tomamos K, = @(H,),
con lo que también tenemos {K,} J. Para cada n € N sabemos que la restriccion a H, de
la funcién ( go (p) |@’| es integrable en H,, y en particular medible. Deducimos facilmente
que la funcién ¥, (go @)|¢’| también es medible. Ademds, la sucesién {x,(g09)|¢’|}
es creciente y converge a (go@)|¢’| puntualmente en I. Por tanto, (go¢)|@’| es medible,
y podemos calcular su integral usando el teorema de la convergencia mondtona. Teniendo en
cuenta que, para cada n € N, podemos usar (25) con H = H,, y usando también la continuidad
creciente de la integral de g, obtenemos

Aﬁm@ﬂd%=ﬁgéﬁgmMWW=)§°Mg:ﬁg

En particular, vemos que (go®) @’ es integrable en /.

Dada ahora una funcién f € £1(J), podemos usar lo anterior, con g = f*ycon g= f~.
Obtenemos que tanto (" o@)@’ como (f~ o¢)@’ son integrables en I, luego (fo¢)@’
también lo es, y se tiene:

[(roo)io’l= [(rto0)ie'| = [(r o0 | = [ 7= [ 1= [1

Sélo queda probar que, reciprocamente, si la funcion h = ( fo (p) ¢’ es integrable en I,
entonces f es integrable en J. Para ello usamos la funcién inversa W = @', que por la regla
de derivaci6n de la funcién inversa, es de clase C' en J, con y'(x) = 1/¢'(y(x)) # 0 para
todo x € J, luego y cumple las mismas hipétesis que @. Si 7 € £1(I), usando lo ya demostrado
obtenemos que la funcién (h o \|I) ' es integrable en J. Ahora bien, para todo x € J se tiene

h(W) W' (x) = (fo@)(w(x) o' (wx)) v (x) = f(x)

luego f es integrable en J como queriamos demostrar. |

Conviene comentar que en (24) hemos escrito la formula de cambio de variable, para no
distinguir los dos casos que pueden darse, segiin que @ sea creciente o decreciente. Ademads,
asi conseguimos que el teorema anterior tenga la misma forma que mas adelante estudiaremos
para funciones de varias variables. Sin embargo, en la prictica, la férmula suele escribirse como
hasta ahora venfamos haciéndolo, sin necesidad de usar la funcién |¢’|.

Concretamente, pongamos I =] o, B[ con —eo < a0 < B < 400,y sea ¢(I) =J =]y, §],
también con —oo < ¥ < & < +oo. Si @ es creciente, es claro que se ha de tener @(¢t) — v
cuando r — o y @(t) — & cuando ¢t — PB. Definimos entonces & =7 y B = 3. De esta

o

forma tenemos J = ] , B [ y laigualdad (24) toma la siguiente forma:

B p
| s@ax= [ r(om) o 0)dr (26)
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Si por el contrario @ es decreciente, se ha de tener @(¢) — & cuando t > o y @(t) — Y

cuando f — B. Definimos entonces & = & y B = y. Ahoratenemos J = | B, @ [, pero vemos
también que |@'| = — @', con lo que volvemos a obtener la misma igualdad:

/jf(X)dx = [r=—[ea)iet = [ (o) e

Asi pues, en la practica podemos usar siempre la igualdad (26), teniendo en cuenta que
la definicién de o y P depende de que @ sea creciente o decreciente, pero es bien facil de
recordar, pues siempre se tiene que @(r) — o cuando r — oy @(f) — B cuando t — B.

11.7. Ejemplos de cambio de variable

En el estudio del teorema fundamental del cédlculo se us6 un cambio de variable, que por
supuesto es caso particular del teorema anterior, el caso en que / es un intervalo compactoy ¢
es una traslacion. De manera mds general, dado / = o, B[ CR, con —eo < ot < B < oo,
fijamos ¢ € R y tomamos @(¢) = t + ¢ para todo ¢ € I. Para tener una notacién intuitiva,
escribimos J = @(I) = J o+ ¢, P+ c [, siendo 0.4 ¢ = —oo cuando o = —eo y B+ ¢ = +oo
cuando 3 = +-oo. Dada una funcién f:J — R el teorema anterior nos dice que f € £(J) si,
y s6lo si, la funcién ¢ — f(¢+c) es integrable en I, en cuyo caso se tiene

B+c

B
fx)dx = /a flt+c)dt

o+c

Este cambio de variable se aprovecha para obtener una propiedad tipica de las funciones
periédicas. Recordemos que, dado un conjunto no vacio A C R y T € R", decimos que una
funcién f: A — R es periddica con periodo 7', o abreviadamente T'-periddica, cuando, para
todo x €A setieneque x =T €Ay f(x+T) = f(x). Para cualesquiera x €A y k € Z, se
tiene entonces que x + kT € A con f(x + kT) = f(x).

Pues bien, supongamos que f: A — R es una funcién T-periddica, y consideremos un
intervalo abierto I =]a, B[C A. Para k € Z, se tiene también J =|a+ kT, +kT[C A,y
vemos que f € L£;(J) si, ysdlosi, f € Ly(I),en cuyo caso se tiene

+kT

Como consecuencia vamos a ver que, a efectos de integracién, f se comporta de igual
forma en todos sus intervalos de periodo, que son los intervalos de longitud 7 contenidos en A.
Concretamente, si a,b € R verifican que J, =]a,a+T[CA y J, =]b,b+T|[C A, entonces
se tiene f € L£1(J,) si, y sélosi, f € £1(Jp) en cuyo caso,

/aa+T £ dx = /bb+T ) d
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Sea k € Z la parte enterade (b—a) /T conloque a + kT <b<a+ (k+1)T <D
Si a4+ kT = b, el resultado es consecuencia de lo ya dicho, tomando v = a 'y f = a
pues entonces & + kT =by B+ kT =b+T.

+T.
+ T,

Supongamos que a + kT < b. También por lo dicho anteriormente, sabemos que f es
integrable en } a,b—kT [ si 'y sélo si, lo es en ] a+ (k+1)T,b+T [, en cuyo caso, ambas
integrales coinciden. Igualmente, sabemos que f es integrable en } b—kT,a+T [ si 'y solo
si, lo es en } b,a+ (k+1)T [, de nuevo con iguales integrales. Usando ambas equivalencias,
deducimos como se queria, que f es integrable en |a,a + T'[ si, y s6lo si, lo es en } b,b+T [
en cuyo caso:

a+T b—kT a+T
|7 rwax= [ e [ pas

b+T a+(k+1)T b+T
- [ st [ fOdx= [ flxdx

+(k+1)T b

Otro sencillo cambio de variable se usa para probar ciertas propiedades de las funciones
pares o impares. Recordemos que, dado un conjunto no vacio A C R que sea simétrico con
respecto al origen, es decir, tal que —x € A para todo x € A, se dice que f: A — R es una
funcién par, cuando f(—x) = f(x) paratodo x € A, mientras que f es impar, cuando verifica
que f(—x) = —f(x) paratodo x € A. En ambos casos, dado un intervalo abierto | o, B[ C A,
con —oo < 0 < B < oo, tomando @(f) = —¢ paratodo t € }0(,[3[, el teorema de cambio de
variable nos dice que f es integrable en ] —B, —a [ si, y s6lo si, lo es en } o, B [, en cuyo caso
se tiene que

/Baf(x)dx = /uﬁf(—x)dx = G/(xﬁf(X)dx

donde ¢ = 1 cuando f es par,y 6 = —1 cuando f es impar.

Para destacar la situacion mds frecuente, sea A = | =B, B[ con 0 < B < +00.Si f:A— R
es una funcion par o impar, vemos que f es integrable en } —B,0 [ si, y solo si, lo es en ] 0,p [
lo que por tanto equivale a que f sea integrable en A. En tal caso, cuando f es par, tenemos

_Of(x)dx: Bf(x)d)c, luego _Bf(x)dx:2 Bf(x)a’x
p 0 B 0

mientras que si f es impar, se tiene
0 B B
/ NOUES / F(x)dx, luego / ) =0
_ 0 —

Veamos finalmente algunos cambios de variable concretos, que se usan con frecuencia para
calcular integrales de diferentes tipos.

El logaritmo tiene utilidad como funcién de cambio de variable, para calcular integrales de
funciones del tipo x — R(e*) donde R es una funcién racional. Como ejemplo, consideremos
la funcién f: R — R definida por

flx) = VxeR
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Vemos que f es continua, luego localmente integrable en R, y nos proponemos calcular
su integral indefinida con origen en 0. Para ello tomamos @(z) = logt para todo r € RT que
es una funcién de clase C! en R*. Usando la versién elemental de la férmula de cambio de
variable, obtenemos que, para cualesquiera a,b € R™ se tiene

logh  Jx o(b) b , B b dt
/loga e* +1 ©(a) f( )dx_/a f((P(l))(P(l)dl—/a t(l+1)

LGt o (e ()] e ()

En particular, dado x € R, podemos tomar a =1 y b = e* para obtener que

X dt 2e* 2
-1 =1 Y R
/() el +1 Og(ex—|—1> Og(l—l—ex> *e

Tenemos asi una primitiva de la funcién f que claramente verifica

’

lim log (

X — o0

) =log2 pero log( _x> — —o0 (x — —oo)

1 +e* 1+e

La version general de la regla de Barrow nos dice que f no es integrable en ningtn intervalo no
minorado. En cambio, para ¢ € R, como f no toma valores negativos, podemos usar el criterio
de integrabilidad para obtener que f es integrable en |c¢, 4oo[ con

teo dx 2 e N
R

C

El arco tangente, o0 mds concretamente la funcién dada por @(¢) = 2arctg ¢ paratodo 7 € R,
permite cambios de variable utiles para integrar funciones del tipo x — R(cos x, sen x), donde
ahora R es una funcion racional de dos variables. Estas funciones son 27-periddicas, por lo
que basta considerar sus integrales en intervalos contenidos en | — 7, [, que es la imagen de la
funcién @. Para entender la utilidad del cambio de variable sugerido, dado ¢t € R, abreviamos
escribiendo x = @(z), con lo que tg(x/2) =t y obtenemos

1 1
1+tg2(x/2) 1+ 1¢2

cos? (x/2) =

de donde deducimos por una parte que

2t
senx = 2 sen (x/2) cos (x/2) = 2tg(x/2) cos? (x/2) = T2
y por otra que
cosx = 2cos® (x/2) — 1 = 1_—t2
a 1412

Como la derivada de ¢ también es una funcidn racional, el cambio de variable x = 2arctg?
transforma cada integral del tipo mencionado en la integral de una funcién racional.
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Como ejemplo ilustrativo, consideremos la funcién f: R — R dada por

1

= — VxeR
2 4+ cosx

f(x)

que es continua, luego localmente integrable en R. Siendo una funcién 27-periddica y par,

basta trabajar con ella en el intervalo |0, mt[. Para calcular la integral de f en dicho intervalo,

tomamos @(¢) = 2arctg ¢ para todo t € R, con lo que h’rr%)(p(t) =0y rET ¢o(t) = m. El
r— oo

teorema de cambio de variable nos dice que
oo

o 24+cosx Jo 3+t2 3 g v3ille V3

Como ultimo ejemplo consideremos la funcién dada por

2
X
X) = —— Vxe|-1,1
Probaremos que f es integrable en el intervalo J =] — 1, 1[ y calcularemos su integral. Esta
vez tomamos () = sent paratodo t € I =] —7/2,7/2[, una funcién de clase C' en I, que

verifica @(I) = J y @'(¢t) = cost > 0 para todo ¢ € I. El teorema de cambio de variable nos
dice que f es integrable en J si, y solo si, ( fo (p) ¢’ es integrable en I, en cuyo caso, ambas
integrales coinciden. Ahora bien, se tiene claramente que

sen? t 1 — cos(2t)

/ _ o _ 2 _
f((P(l))(P(l)—mcost sen” t 5

luego ( fo (p) ¢’ es integrable en I, por ser continua y acotada. Deducimos que f es integrable

Veel

en J y, para calcular su integral, tenemos 1im ¢(r) = —1 y 1lim ¢(¢) = 1, luego
t——m/2 t—m/2
/1 x*dx ™21 — cos(2t) g — [t sen(2t)]ﬁ/2 T
aV1—x2 S 2 12 4 | n 2



