o 14

Teorema de cambio de variable

Como tltimo resultado fundamental en el estudio de la integral de Lebesgue, vamos a probar
un reorema de cambio de variable para integrales multiples, andlogo al obtenido en su momento
para funciones de una variable. Sin embargo, la situacion es diferente, porque no disponemos
de un teorema fundamental del cdlculo, y porque las funciones diferenciables que ahora nos
ocupan son mas complicadas. La demostracion que hemos de hacer, requiere en primer lugar
estudiar el comportamiento de la medida de Lebesgue frente a transformaciones lineales, que ya
no tienen por qué ser isometrias. Esto permite aprovechar la idea clave del cdlculo diferencial, el
hecho de que, salvo traslaciones, una funcion diferenciable puede aproximarse localmente por
aplicaciones lineales. De esta forma se consigue analizar el comportamiento de la medida de
Lebesgue, y por tanto de la integral de Lebesgue, frente a transformaciones bastante generales,
que es en el fondo la informacién que nos da el teorema de cambio de variable. Junto con
el teorema de Fubini, este resultado es otra herramienta clave para el cdlculo de integrales
multiples. Ilustraremos su utilidad practica, considerando los cambios de variable que se usan
con mas frecuencia para el cdlculo de integrales dobles o triples.

14.1. Medida de Lebesgue y aplicaciones lineales

Usaremos la matriz asociada a una aplicacién lineal de RV en si mismo, que la describe
como un producto de matrices. Para ello, vemos cada vector x € RN como una matriz fila 1 x N
y, para cualquier matriz M, denotamos por M’ a la matriz transpuesta de M. Dado x € RY,
vemos por ejemplo que x ', es una matriz columna N x 1. Usaremos un hecho conocido: si el
nimero de columnas de M coincide con el nimero de filas de otra matriz P, con lo que tiene
sentido el producto de matrices M - P, entonces se tiene que ( M - P)t = P"- M".Si M esuna
matriz cuadrada, denotamos por det M a su determinante. Es sabido que det M’ = det M, y que
si P es otra matriz cuadrada del mismo orden que M, se tiene: det (M - P) = (det M) (det P).

Pues bien, si denotamos como siempre por {ej,es ...,ey} a la base usual de RV, a cada
aplicacién lineal 7 : RN — RN asociamos una matriz M7, que la representa en dicha base.
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Concretamente M7 = (a j k) es la matriz cuadrada de orden N dada por
ajp =T(e)(j)  VjkeAy

A partir de la matriz M7 recuperamos la aplicacion lineal T , pues para todo x € RY se tiene
N N
T(x)(j) = ), x(k)T(ex)(j) = Y} ajxx(k)  Vj€Ay
k=1 k=1

igualdades que se resumen con un producto de matrices: T (x)’ = Mr - x, para todo x € RV,
En particular, si S: RV — RY es otra aplicacion lineal, de Mg = M7 se deduce que S = T. En
sentido opuesto, si M es una matriz cuadrada de orden N, definiendo T'(x) = x - M', o lo que
es lo mismo, T(x)" = M - x', para todo x € RV, se obtiene una aplicacién lineal 7 : RY — RV,
tal que My = M.

En resumen, hay una correspondencia biunivoca T <> M7 entre aplicaciones lineales de RY
en si mismo, y matrices cuadradas de orden N con coeficientes reales. A la identidad en RY
corresponde la matriz unidad de orden N que denotaremos por Id. Ademads, a la composicién
de aplicaciones lineales So T, corresponde el producto de matrices, pues para todo x € RV se
tiene que S(T(x))[ = Mg - T(x)" = Ms - My - x', luego la matriz asociadaa SoT es Mg - M7 .
Como consecuencia, vemos que una aplicacion lineal T es biyectiva si, y s6lo la matriz A7 es
inversible, lo que equivale a que det A7 # 0, en cuyo caso, la matriz asociadaa T~ es M. e
la matriz inversa de My .

Lo dicho hasta ahora, sobre la representacion matricial de las aplicaciones lineales, involucra
solamente la estructura de espacio vectorial de RY, pero nos interesa también la interaccién con
el producto escalar y la norma euclidea, que es la que de momento vamos a usar. Observamos
que el producto escalar de R", que denotamos por (x,y) — (x|y), también se expresa como
un producto de matrices. Concretamente, se tiene

(xly) = Y x(k)y(k) =x-y"  VxyeRY
k=1

Esto permite relacionar las aplicaciones lineales definidas por una matriz y su transpuesta.
Concretamente, si M es una matriz cuadrada de orden N, se tiene:

(x-M'|y) = (x|y-M) Vx,y € RY (1)
La comprobaci6n es inmediata: (x-M'|y) =x-M"-y"'=x-(y-M)" = (x|y-M)
Comentemos que el cuadrado de la norma euclidea también se expresa matricialmente,

HxHZZkX_:Zx(k)z: (x]x) =x-x' VxRV

y que el producto escalar se recupera a partir de la norma mediante la identidad de polarizacion:
2 2
4(xly) = Hx+yH —Hx—yH Vx,y e RV (2)

Sabemos ya que la medida de Lebesgue es invariante por isometrias, pero conviene conocer
mejor las isometrias lineales y las matrices asociadas. Nos serd util la siguiente caracterizacion.
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» Sea T :RY — RN una aplicacion lineal, M la matriz asociada a T y uy = T(ey) para
todo k € Ay . Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T esunaisometria
(ii) {ui,uz,...uy} esuna base ortonormal de RN
(iii) M'-M = 1d, es decir, M es inversible con M~' = M".

(i) = (ii) Si T es lineal y preserva la norma, de (2) deducimos que también preserva el
producto escalar, pues para cualesquiera x,y € RV, se tiene:

HTEITE)) = T +TE)|]* - | 7@ - T)|*
= | 7G4+ |* = [I7G=9” = [x+2]]" = [[x=y[I* = 4(x]y)
Como {ej,ea,... en} es una base ortonormal, deducimos que {uj,us,... uy} también lo es.

(ii) = (iii) Sean M = (a;x), M" = (bjx) y M'-M = (cjx).Como M es la matriz
asociadaa T, para j,k € Ay, setiene ajr = T (ex)(j) = ux(j),luego bjx = axj = u;j(k).Por
definicion del producto de matrices, se tiene entonces que

N N
Cjk = ijhahk = Zuj(h)uk(h) = (uj]uk) Vj,kGAN
h=1 h=1

Como {uj,uy,... uy} es una base ortonormal, tenemos M’ - M = ((u;j|u)) = 1d. Sabemos
que T biyectiva, es decir, M es inversible, luego M -1 = pmt,

(iii) = (i) Paratodo x € RV, se tiene que x = x - M’ - M, y usando (1) obtenemos:

x| = (x-M" - M|x) = (x-M'|x-M') = (T)|T()) = || 7]

luego T es una isometria. [ |

Pasamos ya a obtener la factorizacion de aplicaciones lineales que permitird analizar el
comportamiento de la medida de Lebesgue frente a tales aplicaciones. Es una consecuencia
sencilla de la diagonalizacién de una matriz simétrica, que suponemos conocida.

= Cualguier biyeccion lineal T : RN — RN se puede expresar en la forma T = UoDoV,
donde U,V : RN — RN son dos isometrias lineales, mientras que D : RN — RN es la
aplicacion lineal definida por una matriz diagonal con autovalores positivos, es decir,
existen p1,P2,...,Pn € R, tales que D(ey) = prex paratodo k € Ay.

Sea M la matriz asociadaa T y sea S la aplicacion lineal definida por la matriz P = M- M,
es decir, S(x) = x- P! = x - P para todo x € RY, ya que P es simétrica: P’ = P. Ademas,
usando (1), observamos que, para todo x € RV \ {0}, se tiene

(S()[x) = (x-M"-M|x) = (x-M'|x-M") = (T(x)|Tx)) = || T(x)||* > 0

yaque T es inyectiva. Si o es un autovalor de P, existe x € RY con ||x|| = 1y S(x) = ax,
conloque o = (ox|x) = (S(x)|x) e RT.
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Asi pues, todos los autovalores de P son nimeros reales positivos. Repitiendo cada uno de
ellos tantas veces como indique su multiplicidad, los escribimos en la forma p12, p22 yeens p]%,,
donde py,p2,...,pn € RT. La diagonalizacién de la matriz P nos proporciona entonces una
base ortonormal {y1,y2,...,yn}, que verifica S(y;) = p,fyk, para todo k € Ay.

Para definir las aplicaciones lineales que buscamos, basta indicar su valores en cualquier
base de RY, lo que las determina de manera tnica. Consideramos entonces las aplicaciones
lineales U,D,V : RYN — RV que, para todo k € Ay, verifican:

1
V) = e,  Dlex) = prex, Uler) = aT()’k)
Es claro que V es biyectiva, y V ! aplica la base usual en la base ortonormal {y1,y2,...,yn},

asi que V ~! es una isometria, y lo mismo le ocurre a V. También es evidente que D verifica la
condicion requerida en el enunciado. Ademas, se tiene

(UODOV)(yk) = (UOD) (ex) = U(pkek) = T(yr) Vk e Ay

de donde deducimos que UoDoV = T,y s6lo queda probar que U es una isometria. Para
ello, tomando u; = U(er) = (1/px)T (yx), debemos comprobar que {uj,us,...,uy} también
es una base ortonormal. Para j,k € Ay, usando de nuevo (1), se tiene:

PPk (ujlu) = (THITw)) = (yj- M|y - M")
= (yilwe-M"-M) = (y;1Stw)) = pi (vilv)

Por tanto, si j # k tenemos (uj|ux) = (pr/pj) (¥j|yx) = 0, mientras que si j =k obtenemos
que (uglue) = (yelye) = 1. u

El siguiente resultado describe el comportamiento de la medida de Lebesgue frente a las
aplicaciones lineales, generalizando la invariancia por isometrias lineales. Serd nuestro punto
de partida en el estudio del teorema de cambio de variable. Como la dimension N estara fija,
volvemos a evitar subindices, denotando por A : M — [0, o] a la medida de Lebesgue en RY.

n Sea T : RN — RN una aplicacion lineal y M su matriz asociada. Entonces T preserva
los conjuntos medibles y verifica:

AM(T(E)) = |det M| ME) VEeM (3)

El caso més sencillo se presenta cuando 7' no es biyectiva, pues entonces su imagen es un
subespacio vectorial de RY, distinto de R", luego es un conjunto de medida nula. Deducimos
que T(E) es medible, con A (7 (E)) = 0 para todo conjunto E C R", atn cuando E no sea
medible. Ademads, en este caso tenemos det M = 0, luego se cumple (3).

Tratemos el caso de una biyeccién lineal D : RY — RY definida por una matriz diagonal R
con autovalores positivos, es decir, existen pi,p2,...,py € RT, tales que D(ex) = prex para

N
todo k € Ay, con lo que det R = [] px. Como D es un homeomorfismo de RY, preserva los
k=1
conjuntos de Borel, lo que nos permite definir una funcién u: B — [0, o] escribiendo:

AL(D(F))

VBeB
det R <

u(B) =
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Es rutinario comprobar que u es una medida, definida en la ¢-algebra de Borel B, y vamos a
demostrar que u coincide con A en la familia J de los intervalos acotados. Sea I = ]IYI I, €7,
escrito como producto cartesiano de intervalos acotados en R. Para cada x € RV ];_]k € Ay
tenemos D(x)(k) = prx(k), de donde deducimos que J = T(I) viene dado por J = kﬁle

donde, para cada k € Ay hemos escrito J, = {pit : t € I}, que también es un intervalo aco;ado
en R, con infJ;y = pyinfl, y supJy = pg sup I. Por tanto J € J con

=

N
AJ) = H(sup]k —fank) = Hpk(suka —iank) = (detR)?»(I)
k=1 k=1

Deducimos que u(I) = A(I), como se queria. El primer teorema de unicidad de la medida de
Lebesgue nos dice ahora que u(B) = A(B) para todo B € B, es decir

A(D(B)) = (detR)\(B) VBeB

Dado ahora E € M, podemos escribir A C E C B, donde A,B € B con A(B\A) = 0.
Entonces, D(A) C D(E) C D(B) y, usando (4) para el conjunto B\ A € B tenemos

A(D(B)\D(A)) = A(D(B\A)) = (detR)A(B\A) =0

Como D(E)\D(A) C D(B)\D(A), deducimos que D(E)\ D(A) también tiene medida nula.
Por tanto D(E) = D(A)lJ (D(E) \ D(A)) es medible, como unién de dos conjuntos medibles.
Ademds, usando de nuevo (4), concluimos que

A(D(E)) =A(D(A)) = (det R)MA) = (det R) ME)

Para completar la demostracion, bastard ahora usar la factorizacion obtenida previamente.
Si T:RY — RV es ya una biyeccién lineal arbitraria, escribimos T = UoDoV donde U,V
son isometrias y D una biyeccion lineal del tipo recién estudiado. Sabemos que las isometrias
preservan los conjuntos medibles, y acabamos de ver que D tiene la misma propiedad, luego T
también la tiene: T(E) € M para todo E € M.

La matriz asociadaa U verifica M{, - My = 1d, luego (det MU)2 = (det M{;) (det My ) =1,
es decir, |det My ‘ = 1. Anédlogamente se tiene ‘ det My } = 1 para la matriz asociadaa V. En
cuanto a la matriz R asociada a D, sabemos que det R > 0, de donde deducimos que

|det M| = |det (My -R-My)| = |det My | |detR| |det My | = det R
Finalmente, para probar (3) basta observar que, para todo E € M se tiene

AM(T(E)) =A((UoDoV)(E)) =L ((DoV)(E))
= (detR)AL(V(E)) = (detR)ME) = |det M| ME)

donde hemos usado la invariancia de A por isometrias y lo ya probado para D. |
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14.2. Medida de Lebesgue y funciones diferenciables

Como segunda etapa en nuestro camino hacia el teorema de cambio de variable, vamos a
estudiar la imagen de un conjunto medible por una funcién de clase C' en un abierto que lo
contenga. La diferencial de tal funcién estd localmente acotada, lo que permite usar el teorema
del valor medio para concluir que la funcién es localmente lipschitziana. Por ello podremos
razonar con funciones lipschitzianas para obtener conclusiones locales que luego habrd que
globalizar. Los razonamientos necesarios para ambas cosas son laboriosos, pero no dificiles.

Sabemos que todo abierto de RY se expresa como unién numerable de intervalos diddicos
dos a dos disjuntos, directamente relacionados con las bolas para la norma del méximo. De ahi
que a partir de ahora usemos con frecuencia dicha norma:

x| = max { |x(k)|: k € Ay } VxRN

Como cuestion previa, estudiamos el comportamiento de la medida exterior de Lebesgue
frente a funciones lipschitzianas. Como todas las normas en RY son equivalentes, las funciones
lipschitzianas para una norma, lo son para cualquier otra, aunque la constante de Lipschitz si
depende de la norma que usemos.

n Sea Q un abierto de RY y ¢ : Q@ — RN una funcién lipschitziana. Si K € R* verifica

[00) — o) ||, < K|y—x||. VryeQ (4)

entonces se tiene:
A (O(E)) < KNAH(E) VE € P(Q) (5)

Si B es una bola cerrada de radio p € R™ para la norma del mdximo, es claro que B es

. N o . o
un intervalo acotado con A(B) = (Zp) . Si ahora J es un intervalo diadico, con J C Q, se
tiene que J es una bola cerrada que tendrd un centro x € Q y un radio r € R™, con lo que

obtenemos A(J) = A(J) = (2r)N. De la hipétesis (4) deducimos que ¢(J) estd contenido en
la bola cerrada de centro ¢(x) y radio Kr, luego A*(9(J)) < (2Kr)N = KNA(J).
Sea ya E € P(Q) para probar (5), desigualdad que es obvia si A*(E) = . En otro caso,

fijado € > 0 existe un abierto H C R, con E C H, tal que M(H) < A*(E) + €. Entonces
el abierto G = H N Q verificaque E CGC Q y AG) < AMH) < A*(E) + €. Escribimos
ahora G = |4 J,, donde J, es un intervalo diddico para todo n € N. Usando lo ya probado para

n=1
intervalos diadicos tenemos

A (O(E)) <A (0(G) = (O ¢(Jn)> < 27&*(¢(Jn))
n=1 n=

<KV Y AMJw) = KVMG) < KNA(E) + KVe

n=1

En vista de la arbitrariedad de €, hemos probado (5). [ |
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En el préximo paso, necesitamos expresar cada abierto de RY como unién numerable de
bolas abiertas, aunque no sean dos a dos disjuntas. De hecho probaremos un resultado mas
preciso, que serd util mas adelante.

= Si T es un conjunto no vacioy {G(Y) : Y€ U} una familia arbitraria de abiertos de RY,
existe un conjunto numerable I'o C I tal que:

U 6 = UG

vely yel'

Ademds, si d es una distancia que genere la topologia usual de RY, todo abierto de RN
se expresa como union numerable de bolas abiertas para la distancia d.

Sea Q = |J G(Y) y observemos que todo abierto de R" puede obviamente recubrirse de
yer

esta forma. Fijada la distancia d, expresaremos  como unién numerable de bolas abiertas
para d, obteniendo al mismo tiempo el conjunto numerable I’y requerido.

Para cada x € Q, tomamos Y(x) € " con x € G(Y(x)), y r(x) € Q" tal que la bola abierta
de centro x y radio 2r(x) esté contenida en G (y(x)). Como Q¥ es denso en R, podemos
también tomar g(x) € QY de forma que d(g(x),x) < r(x). Llamando B(x) ala bola abierta de
centro g(x) y radio r(x), es obvio que x € B(x), y comprobaremos que B(x) C G(y(x)) C Q.
En efecto, para todo y € B(x) se tiene

d(y,x) <d(y,q(x))+d(q(x),x)<2r(x), luego yEG('Y(x))CQ

El conjunto { (g(x),r(x)) : x€Q} C QN x Q" es numerable, luego { B(x) : x € Q} también
lo es, asi que podemos escribir {B (x) 1 x€Q } = {Bn :neN } . Se tiene entonces claramente

[

Q= JBx) =[JB,

xeQ n=1

luego Q es unién numerable de bolas abiertas para la distancia d. Ademads, para cada n € N
existe x, € Q tal que B, = B(x,), y tomando I'p = {y(x,) : n € N}, tenemos un conjunto
numerable [y C I', que verifica:

(o] (o] o)

Q=JBi=Bx)c JG(vx)) = U GOV |

n=1 n=1 n=1 vely

Podemos ya probar que las funciones de clase C! preservan los conjuntos medibles, y lo
que es importante, también preservan los conjuntos de medida nula.

= Sea Q un abierto de RN y ¢ : Q@ — RN una funcion de clase C'. Entonces:

(i) Para todo conjunto de medida nula Z C Q, el conjunto O(Z) tiene medida nula.
(if) Para todo conjunto medible E C Q, el conjunto O(E) es medible
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(i) Para cada x € Q, sea || D¢(x) || la norma de la diferencial de ¢ en x, como aplicacién
lineal, de RY con la norma del maximo, en el mismo espacio normado:

IDO(x) | = max { | DO()(») | : y€RY, [[¥]l = 1}

Se tiene entonces que Q = |J G, donde G, = {x€Q : |D¢(x)|| < n} paratodo n € N.

n=1
Por hipétesis la funcién x — D¢(x) es continua, y en todo espacio normado, la norma
es una funcién continua, luego la funcién x — || Do(x) || también es continua. Fijado n € N,
vemos por tanto que el conjunto G, es abierto. Sea ahora B una bola abierta para la norma
del médximo, con B C G,. Como B es un abierto convexo y || Do(x)|| < n paratodo x € B, el
teorema del valor medio nos dice que q)\ p ©s lipschitziana con constante n, es decir:

[00) = o) ||, <nfly—x[.,  VxyeB
Por el resultado probado previamente para funciones lipschitzianas, tenemos

A (0(zNB)) < n"A(ZNB) < VAN (Z) =0

Todavia con n € N fijo, el abierto G, se expresa en la forma G, = |J By, donde By es
k=1
una bola abierta, siempre con la norma del maximo, para todo k € N. Por lo anteriormente

demostrado, tenemos A* (¢(Z ﬂBk)) = 0 para todo k € N, de donde
A (§(ZNGy)) (Uq;szk) < Y AM(ZnBy) =0
k=1

Como lo anterior era cierto para todo n € N, concluimos que

x*(cp(Z)):x*(Dq)(sz) Zx* (ZNGy)) =0
n=1

luego ¢(Z) es un conjunto de medida nula, como se queria.

(if). Si K es un subconjunto compacto de €, como f es continua, sabemos que ¢(K) es
compacto, luego medible. Si ahora C es un subconjunto cerrado de R con C C Q podemos
escribir C = |J K, donde K,, = {x € C : ||x|| < n} es un subconjunto compacto de Q, para

n=1

todo n € N. Por tanto, ¢(C) = | f(K,) es medible, como unién numerable de conjuntos

medibles. Si ahora A es un conjunto de tipo Fg en RV, con A C Q, podemos escribir A = |J Cy
k=1
donde C; es un subconjunto cerrado de RV que estd contenido en , para todo k € N. De nuevo

vemos que ¢(A) = J ¢(Cy) es medible, como unién numerable de conjuntos medibles.
k=1
Finalmente, para un conjunto medible E C €, podemos escribir £E = A U Z, donde A es

un conjunto de tipo F5 en R, que est4 contenido en Q,y A(Z) = 0. Sabemos ya que ¢(A) es
medible, y (i) nos dice que A (9(Z)) = 0. Por tanto, ¢(E) = ¢(A) U ¢(Z) es medible. W
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Para el tipo de funcién que usaremos como cambio de variable, vamos ahora a calcular la
medida de la imagen de un conjunto medible.

Recordemos que, si Q y G son abiertos de RV, se dice que una aplicacién ¢ : @ — G es
un difeomorfismo de clase C', cuando ¢ es biyectiva y de clase C! en Q, mientras que ¢ !
es de clase C! en G. Para cada t € Q, denotamos por J¢(¢) a la matriz jacobiana de ¢ en el
punto ¢, que no es mds que la matriz asociada a la aplicacion lineal D¢(z). Sabemos que la
funcién ¢ — |det JO(z) | es continua, luego medible. Empezamos probando un resultado local,
basado en la idea de que una funcién diferenciable se comporta localmente de manera similar a
como lo hace una aplicacién lineal.

= Sea ¢ : Q — G un difeomorfismo de clase C' entre dos abiertos de RV, y sea p € RT
con p > 1. Entonces, cada punto a € Q tiene un entorno abierto U C Q tal que, para
todo conjunto medible E C U se tiene:

.%x(¢un) gtéjdaJ¢0)Mh < pA(O(E)) (6)

Seguimos usando la norma del mdximo en RY que denotaremos simplemente por || - ||,
igual que la norma de cada aplicacién lineal S: RY — RV, con lo que ||S(x)|| < [|S| | x|l
para todo x € R". Fijado a € Q, abreviamos escribiendo 7 = D¢(a), y sabemos que T es
biyectiva. De hecho se tiene que 7! = D¢ ! (({)(a)) . Es claro que

(1—efr )"

(L+elr'n™ _

= lim 1
N0 1+¢ eN0 1—¢
luego existe € €]0, 1] tal que,
1—elT- )" 1+e|T 1Y
lg( 171 <( +e|T7H]) <p
p 1 +¢ 1 —¢
Tomando o« = 1 —¢||T~ || y B=1+¢|T!|,tenemos
BY N
0<a<pP y — << l—-ege<l+4+e<pa (7)

P

Usando ahora que las funciones ¢t — D¢(¢) y ¢ — detJ(¢) son continuas, obtenemos
una bola abierta U C €, centrada en el punto a, tal que para todo r € U se tiene

_ 1detso(r)]

[Do(r) —T|[<e 'y P8 S detr0(a)|

<l+e (8)

Recordemos que, como toda aplicacién lineal, T es diferenciable en RY y su diferencial en
cualquier punto coincide con la propia 7. Por tanto, la funcién ¢ — 7 es diferenciable en U, y
se tiene que D(¢—T)(t) = DO(¢t) — T paratodo t € U.
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Pues bien, como U es un abierto convexo, podemos usar el teorema del valor medio, y en
vista de (8), obtenemos que ¢ — T es lipschitziana en U con constante €, es decir,

loG) =00) =T =y = [(0-T) () = (e=T)O)l| <elx=yl VxyeU (9

Esta desigualdad indica que ¢ se comporta en U de manera similar a 7', pero necesitamos
controlar mejor esa similitud. Para cualesquiera x,y € U, usando (9) tenemos

loe) =0 | < |7G=x)l| +elx=y[| = [TCc=n)| + €[ 77T =) |
<[ TC=w+ellTHTC=0] =B ITE-TO)|

De forma bastante andloga, tenemos también

I7@)=TO)|| < [lox) =00 +ellx =y = [lo(x) —om)[| + ¢ T~ (T(x =) |
< [lot) - y>H+8HT AT =

lo que equivale a H(l)(x) —q)(y)” > (1 — SH 7! H) H T(x)—T(y) || = H T(x)—T(y) H .En
resumen, hemos probado que

o|TE) =T < ||ox)—0()|| <B||TE)—-TG)||  VxyeU (10)

Como ¢ es un homeomorfismo de Q sobre G, el conjunto ¢(U) es un abierto de G y por
tanto de RY . Para z,w € ¢(U), podemos tomar x = ¢ ' (z) € U, asi como y = 0~ !(w) € U,
y la primera desigualdad de (10) nos dice que

[(Too )@ = (Too Y| = |70 -TO)]| < 2 |66 —00)]| = = [|l2=w]|

1
o
Esto prueba que la funcién 7 o ~! es lipschitziana en ¢(U) con constante 1/c.

Repetimos el razonamiento anterior, intercambiando los papeles de 7'y ¢. Como 7T es un
homeomorfismo de R", el conjunto T'(U) es abierto y, para cualesquiera z,w € T(U), usamos
la segunda desigualdad de (10),con x =T ~'(z) €U e y = T~!(w) € U. Obtenemos:

[(0oT ™)@ = (9T )W) || = [[0() =0 || <BT@) ~TG)| =B |lz—w]
asf que la funcién ¢o 7 ~! es lipschitziana en T(U) con constante 3.

Ha llegado el momento de usar lo que sabemos sobre el comportamiento de la medida de
Lebesgue frente a varios tipos de funciones. Para ello fijamos un conjunto medible E C U.
Tenemos entonces que ¢(E) es un subconjunto medible de ¢(U), el abierto en el que T o !
es lipschitziana con constante 1/a, para la norma del maximo. Obtenemos que

MT(E) = 1 ((To0™) (0(E))) < oy A(0(E))

Noétese que hemos usado A en lugar de A* porque sabemos que ¢(E) y T(E) son conjuntos
medibles. Por otra parte, como 7 es lineal y su matriz asociada es J ¢(a), conocemos la relacion
entre las medidas de £ y T(E), con lo que obtenemos

|det J§(a) | ME) = A(T(E)) < — L(0(E))
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Para tener una desigualdad en sentido opuesto, intercambiamos de nuevo los papeles de T
y ¢. Como T(E) es un subconjunto de T(U), abierto en el que ¢o T ~! es lipschitziana con
constante 3, tenemos

AOE)) =A((ooT ) (T(E))) < BYA(T(E)) = B" |det J9(a) | ME)
Enlazando las dos dltimas desigualdades, obtenemos que

ol [det Jo(a) | ME) < A(O(E)) < B |det J¢(a) | ME) (11)

La dltima desigualdad indica que, en un entorno de a, la funcién ¢ transforma la medida
de Lebesgue de forma muy similar a como lo hace 7. Para llegar por fin al resultado que
buscamos, bastard aprovechar la segunda desigualdad de (8), que hasta ahora no hemos usado.
La escribimos en la forma

(1 —¢) |detJo(a)| < |detJo(r)| < (1+¢)|detJ(a)] VieU

de donde deducimos claramente que

(1—¢) |detJo(a)| ME) /|deth) )|dr < (1+¢€) |detJo(a)| ME) (12)

Finalmente, enlazando (11) y (12), y usando también (7), obtenemos

%x(q)( ) < B—|det]¢ ()| ME) < (1 —€) |det Jo(r) | ME)
< / [detJo() [dr < (1+¢) | detJo(r) | ME
< palh|detJo(r) | ME) < p A(O(E))
y hemos probado la doble desigualdad (6), concluyendo la demostracion. |

Pasamos ahora a globalizar y hacer exacta, la informacién local y aproximada que nos da el
resultado anterior. Obtenemos asi lo que después quedara como caso particular del teorema de
cambio de variable.

» Si 0:Q — G es un difeomorfismo de clase C' entre dos abiertos de RN, para todo
conjunto medible A C Q, se tiene:

A (0(A)) = /|det]¢ )| dr (13)

Fijamos un conjunto medible A C Q,y p € R con p > 1. Para cada x € Q, el resultado
anterior nos da un entorno abierto U(x) del punto x, con U(x) C Q, verificando (6) para
todo conjunto medible E C U(x). Entonces la familia de conjuntos {U (x) :x € Q} es un
recubrimiento por abiertos de € del que podemos extraer un subrecubrimiento numerable. As{
pues, tenemos Q = |J U, donde, para cada n € N el conjunto U, es abierto y verifica (6)

n=1
para todo conjunto medible E C U,.
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Observamos ahora que A = UE donde E1 =ANU; y E 4 = (AﬂUn+1 )\ U U,

n=1
para todo n € N. Como cada E, es un subconjunto medible de U, , usando (6) tenemos

1
S (0(E) < / |detJo(r) | dr < pA(0(E))  VneN
Como ¢ es inyectiva, tenemos ¢(A) = ¥ ¢(E,), lo que nos permite usar la cG-aditividad,
n=1
tanto de A como de la integral de una funcién medible positiva, para obtener por una parte que
1 (o] (o]
—x — Z E))) < Z/ \deth)(z)}dz:/\deuq)(r)wz
p p n=1 n=1En A

Yy por otra que

/{deuq)(t)\dr _ i/ |det Jo(r)| dr < p ik(q)(E,,)) = pA(0(A))
A n=1"En n=1

Enlazando las dos ultimas desigualdades obtenemos

Bx( /]demp ) dr < pr(o(a))

Esto es valido para todo p € R con p > 1, y haciendo p \, 1 obtenemos (13). [

14.3. El teorema principal

Como se ha dicho, el dltimo resultado es caso particular del teorema que buscamos, pero de
él se deduce facilmente el caso general mediante rutinas que ya hemos usado anteriormente.

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas. Sea ¢ : Q — G un
difeomorfismo de clase C' entre dos abiertos de RN. Dado un conjunto medible E C Q y una
funcion medible positiva f: q>( ) = [0, ], consideremos la funcion g : E — [0, oo| definida
por g(t) = f ) ‘det Jo(t ! para todo t € E. Entonces g es medible y su integral sobre E
coincide con la de f sobre O(E), es decir,

/q)(E)f(x)dx:/Ef( )) |det Jo(r) | dr (14)

Demostracién. Sabemos que ¢! preserva los conjuntos medibles, por ser una funcién
de clase C' en G. Escribiendo h(t) = f(¢(t)) para todo ¢ € E, empezamos viendo que 4 es
medible. Dado un abierto U C [0, «], como f es medible, £ ~!(U) es un subconjunto medible
de ¢(E), luego el conjunto h='(U) = ¢ '(f~(U)) es medible, porque ¢! preserva los
conjuntos medibles. Como la funcién ¢ — |det J¢(¢) | es continua en E, luego medible, vemos
que g es medible, como producto de dos funciones medibles.
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Laigualdad (13) que ya conocemos, nos da directamente (14), pero sustituyendo f por una
funcién caracteristica. Concretamente, para C € M tomamos A = ¢ ! (C No(E )) que es un
subconjunto medible de E . Entonces tenemos ¢p(A) = CN(E), y en particular X . (0(z)) = 1
para todo 7 € A, mientras que X.(¢(r)) = 0 paratodo 7 € E\A. Usando (13) obtenemos:

/q)(E)xC(x)dx:k(Cﬂ(b(E)) Ao /\deuq) )| dt
—/xc ) |det Jo(r)| dr = /xc ) |det Jo(r) | dt

que es (14) con . en lugarde f.

De forma completamente rutinaria, extendemos el resultado al caso de una funcién simple
m

positiva s = | PkXc, con mEN, p1,p2,....Pm eERJ y C1,Ca,...Cp e M:
k=1

/¢() dx—ZPk/ Xck a’x—ZPk/XCk ‘detjq) ]dt
/(Zpkxck )}deuq) (t)|at —/Es( )) | detJo(z) | dt

El ultimo paso es ya facil de adivinar. El teorema de aproximacion de Lebesgue nos da
una sucesion {s,} de funciones simples positivas, tal que {s,(x)}  f(x) para todo x € ¢(E).
Definimos entonces

gn(t) = su(0(r)) |det JO(2) | VtcE, YneN

Sabemos que {g,} es una sucesién de funciones medibles positivas, definidas en E. Ademds,
para 1 € E, podemos tomar x = ¢(t) para obtener {s,(0(z))} = {s.(x)} 7 f(x) = f(¢()),de
donde {g,(t)} " g(t) para todo r € E. Asi pues, podemos usar el teorema de la convergencia
mondétona, tanto con la sucesién {s,} como con {g,}. Usando también lo ya probado para
funciones simples, obtenemos que

/ f(x)dx = 1lim su(x)dx = lim [ s,(0(r)) |det Jo(r)| dr
O(E)

n— Jo(E) n—o g

= lim gn(l)dt:/Eg(t)dt:/Ef( ) |det Jo(t) | dt

n—o Jp

y hemos probado (14) en el caso general, lo que concluye la demostracion. |
Deducimos inmediatamente la version definitiva del teorema que nos ocupa.

Teorema de cambio de variable. Sea ¢ : Q — G un difeomorfismo de clase C1 entre dos
abiertos de RN. Dado un conjunto medible E C Q y una funcion medible f: 0(E) — R, se
considera la funcion g : E — R definida por g(t) = f (q)(t)) |det JO(¢)| para todo t € E.
Entonces [ es integrable en O(E) si, y solo si, g es integrable en E, en cuyo caso se tiene:

/q)(E)f(x)dx:/Ef () |det Jo(r)| dr (15)
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Demostracion. Para probar que g es medible, se razona igual que en el teorema anterior.
Escribimos h(t) = f(¢(t)) paratodo 7 € E, y dado un abierto U C R, se tiene que f~'(U)
es medible, luego A~ (U) = ¢! (f_1 (U)) es medible, porque ¢! preserva los conjuntos
medibles. Como la funcién ¢ — |det J(z) | es continua en E, luego medible, vemos que g es
medible, como producto de dos funciones reales medibles

Como | f| es una funcién medible positiva, la version anterior del teorema nos dice que:

/q)(E)‘f(x)}dx:/E 1£](0(0)) ]det1¢(z)|dt:/E\g(t)|dt

La primera de estas integrales es finita si, y s6lo si, lo es la tercera, es decir, f € £; (q)(E )) si,
y solosi, g€ L((E).

Finalmente, cuando ambas funciones son integrables, usamos el teorema anterior para la
parte positiva y la negativa de f', que también son funciones medibles positivas.

/q)(E)f(x)dx:/q)( f+(x)dx—/ f(x)dx

—/f+ ) |detJo(t)| dr — /f ) |detJo(r) | d
:/ [fT(0() = f(0())] |detJo(r) | dr = /f ) |det Jo(t) | dr
E
Tenemos asi la igualdad (15), como queriamos. [

A la hora de usar en la préctica el teorema anterior, el problema suele ser estudiar la integral
de una funcién medible f: A — R, para cierto conjunto medible A C RY. Si queremos usar
para ello un difeomorfismo ¢ : Q — G, necesitamos A C G, para poder tomar E = ¢ 1 (A),
y asi estudiar la integral de f sobre ¢(E) = A. Sin embargo, el teorema puede usarse en una
situacion ligeramente mds general, que en la prictica se presenta con frecuencia. De hecho,
basta que se tenga A(A\ G) = 0, pues entonces se puede obviamente sustituir A por ANG. El
teorema toma entonces la siguiente forma, que es la mas adecuada para usarlo en la préictica:

n Sea ¢ : Q — G un difeomorfismo de clase C' entre dos abiertos de RY. Dado un conjunto
medible A C RN con MA\G) = 0, y una funcién medible f:A — R, consideramos el
conjunto medible E = ¢ ' (ANG) = {r € Q : §(1) €A}, ylafuncion g: E — R definida
por g(t) = f((r)) |det J§(r)| paratodo t € E. Entonces f es integrable en A si, y
solo si, g es integrable en E, en cuyo caso se tiene:

/Af(x)dx:/Ef( )) |detJo(r) | dt (16)

La hipétesis A(A\ G) = 0 hace que f sea integrable en A si, y sélo si, es integrable en el
conjunto ANG = ¢(E), y por el teorema anterior, esto equivale a que g sea integrable en E .
Pero ademds, el teorema anterior también nos da la igualdad (16), ya que

/Af(x)dx:/Ame(x)dx:/q)(E)f(x)dx:/Ef( )|detJ¢ ‘dt [ |

En los ejemplos de cambio de variable que vamos a presentar, ocurre que A(RY\ G) = 0,
con lo que el resultado anterior puede usarse para cualquier conjunto medible A C RY .
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14.4. Coordenadas polares

En el célculo de integrales dobles, es frecuente que la descripcion del conjunto sobre el
que se integra, sea mucho mas sencilla usando las coordenadas polares de sus elementos que si
usamos coordenadas cartesianas. Alternativamente, la funcién integrando puede simplificarse
al expresarla en términos de las coordenadas polares, e incluso se pueden dar simultineamente
las dos circunstancias. En todos esos casos, puede ser muy util usar el cambio de variable a
coordenadas polares, que pasamos a explicar.

Consideramos el abierto Q = R* x| —7, x| y la funcién ¢ : Q — R? dada por
0(p,0) = (pcosh, psend) V(p,0) € Q

La eleccion de Q hace que ¢ sea inyectiva, como vamos a comprobar. Si (p1,01),(p2,02) € Q
verifican que 0(p1,01) = 0(p2,02) = (x,y), tenemos p7 = p3 = x*+y2, de donde p; = p2,
ya que p1,P2 € R'. Entonces cos®; = cos®, y sen®; = sen0,, de donde 6; — 6, = 2™
con k € Z, pero siendo |0;] <y |62] <, se tiene 2 |k|m = |0; —03| < 2w, de donde k=0,
y tenemos 0; = 0;.

Para calcular la imagen de ¢, observamos que si (p,0) € Q verifica que ¢(p,0) = (x,0)
con x € R, al ser 0] < m, se ha de tener 8 = 0 luego x = p > 0. Por tanto, para x € R, se
tiene que (x,0) ¢ O(Q), es decir, tomando G = R?\ {(x,0) : x € R, }, tenemos claramente un
abierto G C R? tal que ¢(Q) C G, y vamos a probar que esta inclusién es una igualdad.

Fijado (x,y) € G, empezamos tomando p = /x2+y2 > 0 y observamos que p +x # 0,
pues en otro caso, x = —p € R™, yde x> = p? se deduce y =0, con lo que (x,y) ¢ G. Ahora
tomamos 0 = 2arctgu €| —m, n[, donde u = y/(p + x). Recordando el cambio de variable
que usdbamos para las integrales simples de funciones trigonométricas, tenemos

1—u? x 2u y

cosezmzﬁ y sen@:m:B

Por tanto, (x,y) = ¢(p,0) € ¢(Q) y hemos probado que ¢(Q) = G.

En resumen, tenemos una aplicacion biyectiva ¢ :  — G, cuya inversa viene dada por

q)_l(x,y) = | Vx24+y2, 2arctg+ V(x,y) €G
VX2+y?+x

Es claro que ¢ es de clase C* en Q, e igual le ocurre a ¢ ~! en G. En particular, ¢ es un
difeomorfismo de clase C! de Q sobre G. Para todo (p,8) € R se tiene claramente:

d 0
%(p,e) = (cos, sen®) y %(pﬁ) = (—psend, pcosO)

de donde deducimos que det Jo(p,0) = p (cos?6 + sen’6) = p > 0, para todo (p,0) € Q.
Por dltimo, observamos que A (RV\ G) = A ({(x,0) : x € Ry }) = 0, lo que permite usar el
teorema de cambio de variable en cualquier conjunto medible A C R?. Obtenemos la siguiente

regla préctica para el célculo de integrales dobles.
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= Cambio de variable a coordenadas polares. Dado un conjunto medible A C R? y una
funcion medible f: A — R, consideremos el conjunto medible

E={(p,0)eR"x]—m,n[: (pcosO,psend) €A}

y la funcion g : E — R dada por g(p,0) = p f(p cosB, psenB), para todo (p,0) € E.
Entonces f € L1(A) si, y sélo si, g € L1(E), en cuyo caso se tiene:

/Af(x,y) d(x,y) Z/Epf(pcose,psene)d(p,e)

Como ejemplo sencillo, veamos el drea de un circulo de radio » € R™ que, salvo traslacion,
podemos suponer centrado en el origen, es decir, del conjunto A = {(x, y)ER? : x2+y% < rz}.
Volvemos a denotar por A, a la medida de Lebesgue en R?. Para (p,0) € R*x]— =, %[,
es claro que (p cos0,p senG) € A, si, y sblo si, p < r. Por tanto, en el enunciado anterior,
tenemos E =|0, r]x]—m, w[. Tras el cambio de variable a coordenadas polares, usamos el
teorema de Fubini, obteniendo

XZ(A):/Ad(x,y):/Epd(p,e):/Z (/Orpdp) de:/zrz—zde:mz

Como aplicacion menos evidente del resultado anterior, calculemos el drea encerrada bajo
Z z * 7z —_ 2
la llamada campana de Gauss, esto es, el drea de la subgréfica de la funcién x — e

, que
sabemos viene dada por

+oo 2
e ¥ dx

2
M({xy)eR*:0<y<e ™ }) :/
El integrando no admite una primitiva expresable en términos de funciones conocidas, por lo que
laregla de Barrow no nos ayuda a evaluar la integral anterior. Aunque parezca que complicamos
el problema, la relacionamos con una integral doble, mediante el teorema de Fubini:

(/ exde) N </ eixz dx) (/ efyz dy) N /2€(X2+y2)d(x7y)
—oo —oo —oo R

Sin embargo, esta integral doble se calcula facilmente, mediante un cambio de variable a
coordenadas polares. Usamos el resultado anterior con A = R? y por tanto E = R x |—m, .
El teorema de Fubini nos lleva entonces a una integral simple, que se calcula inmediatamente
con la regla de Barrow:

—(x24y?) 2 T teo
/ e d(x,y) = /pe P7d(p,0) =/ / pe P dp | dd
R2 E -7 0

Feo 2 e P’ -
= Zn/ pePdp=21|— =T
0 2 0

~+oo

Asi pues, el area bajo la campana de Gauss es: / e dx = VT

—00
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14.5. Coordenadas cilindricas

Hay dos sistemas de coordenadas curvilineas en R? que hacen un papel andlogo al de las
coordenadas polares en R?. En primer lugar, consideramos las coordenadas cilindricas, que
guardan una relaciéon muy directa con las polares.

Las coordenadas cilindricas de cada punto (x,y,z) € R, son (p,8,z), donde (p,8) son las
coordenadas polares del punto (x,y) € R?. Con esta observacion, se adivina claramente todo el
estudio del cambio de variable a coordenadas cilindricas que hacemos en lo que sigue.

Consideramos el abierto Q = R* x] —7, t[x R y la funcién ¢ : Q — R? definida por
0(p,08,2) = (pcosO,psenB,z)  V(p,0,2) €Q (17)

Del estudio hecho anteriormente para las coordenadas polares, se deduce directamente que ¢
es inyectiva y que su imagen es el conjunto abierto G = R3\ {(x,0,z) : x € Ry, z € R}. Por
tanto, 0 :  — G es biyectiva, y de hecho sabemos que su inversa viene dada por

0 (x,y,2) Vx2+y?, 2arctg ——r— Y , 2 V(x,y,2) €G
VX24y2 4 x

De nuevo ¢ y ¢! son funciones de clase C* en Q y G respectivamente, y en particular, ¢ es
un difeomorfismo de clase C! de Q sobre G. Paratodo (p,0,z) € Q, se tiene

20 20 B 99 _
ap(p 0,2) = (cos,send, 0), %(p,e,z) = (—psen®,p cos6,0), a—z(p,G,z) = (0,0,1)

de donde se deduce que det J§(p,0,z) = p > 0. Como R*\ G ={(x,0,2) : xeR;, z€ R}
estd contenido en el plano de ecuacién y = 0, tenemos A3(R*\ G) = 0, siendo A3 la medida
de Lebesgue en R>. Esto permite usar el teorema de cambio de variable en cualquier conjunto
medible A C R?. Tenemos asi una regla préctica para el cambio de variable a coordenadas
cilindricas, enteramente andloga a la obtenida para las coordenadas polares en el plano.

= Cambio de variable a coordenadas cilindricas. Dado un conjunto medible A C R> y
una funcion medible f: A — R, consideramos el conjunto medible

={(p,0,2) ER"x|—7,n[xR : (pcosO,psend,z) €A}

y definimos g : E — R por g(p,0,z) = p f(pcos6, psenB, z), para todo (p,0,z) € E.
Entonces f € L1(A) si, y sélo si, g € L1(E), en cuyo caso se tiene:

/f(x,y,Z) d(x,y,2) Z/pf(pcosﬂ,psenﬂ,Z) d(p,9,z)
A E

Esta regla suele ser muy ttil para calcular volumenes de conjuntos que tengan una simetria
axial, o integrales triples sobre conjuntos del mismo tipo. Como ejemplo mds significativo,
vamos a calcular el volumen de un sélido de revolucién.
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Consideremos un conjunto medible S C R} x R, y sea So = {(#,0,z) : (u,z) € S}, que
es un subconjunto medible de R, contenido en el plano de ecuacién y = 0, y tal que todos
sus puntos tienen la primera coordenada no negativa. Sea entonces A el sélido de revolucién
engendrado al girar el conjunto Sy alrededor del eje vertical, esto es, de la recta R(0,0,1).
Cada punto de Sy tiene la forma (u,0,z) con (u,z) € S y al girar alrededor del eje indicado,
recorre una circunferencia contenida en un plano horizontal, centrada en el punto (0,0,z) y de
radio u, es decir, el conjunto {(x,y,z) € R? : x> +y? = u?}. Como A es la uni6n de todas las
circunferencias de este tipo, tenemos:

A:{(x,y,z)€R3: (Vx2+y%,z)es} (18)

Esta vez no es evidente que A sea medible, pero lo comprobaremos enseguida. Denotando
por ¢ : Q — G al difeomorfismo definido en (17), el conjunto E que aparece en el ultimo
enunciado viene dado por

E=014NG) = {(p,0,2) €Q: (p,z) €S}

El intercambio de la segunda coordenada con la tercera es una isometria de R en si mismo,
que transforma E en el conjunto (SN (RT xR)) x]—7, [, que es medible, luego E también
lo es. Como ¢ preserva los conjuntos medibles, deducimos que ¢(E) = ANG es medible, pero
sabemos que A3(A\ G) = 0, luego A es medible.

Podemos ya usar el ultimo resultado, junto con el teorema de Fubini.

) = [ dena) = [ pap.0z) = [ ( [palp.) ) ao =2 [patp.

En la dltima integral, podemos cambiar el nombre de la variable de integracién, p por x, que
representa mejor la abscisa de los puntos de S y de Sp. Mantenemos z como segunda variable,
por ser la tercera coordenada de los puntos de Sy . Por tanto, hemos probado que el volumen del
solido de revolucién A definido en (18) viene dado por

Aa(A) = ZTE/Sxd(x,z) (19)

Como ejemplo mds sencillo, si § = [0, r] x [0, k] con r,h € R, entonces A es un cilindro
de altura / cuya base es un circulo de radio r. El volumen de dicho cilindro es:

h r r2
kg(A)zZﬁ/ /xdx dz =2n—h=mr’h
0 0 2

Otro ejemplo mds interesante aparece tomando como S un circulo de radio » € R™ centrado
en el punto (R,0) € R? con R > r. Entonces So = { (#,0,z) R : (u—R)>+2z> < r?}, es
también un circulo de radio r que gira alrededor del eje vertical, de forma que su centro describe
una circunferencia de radio R. Por tanto, el sélido de revolucién A es un rosco, al que se suele
llamar toro sélido, de radio menor r y radio mayor R.
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Para calcular en este caso la integral doble que aparece en (19) usamos una traslacién y un
cambio de variable a coordenadas polares. Escribiendo S = (R,0) +Cy F =]0,r] x| —m, ®t[,
obtenemos:

A3(A)
27

= [ xdt) = [(®R+x)d0x2) = [ p(R+pcos0)d(p.6)
= /Orp (/_R(R—i—pcosﬂ)dG) dp = 2mR /Orpdp = TRr?

T

Por tanto, el volumen del toro sélido viene dado por A3(A) = (2nR)(nr?). Como se podia
intuir, este volumen coincide con el de un cilindro de altura 2R, cuya base es un circulo de
radio r, justo el cilindro que se obtendria al “desenroscar” el toro sélido.

Comentemos por ultimo un hecho que puede parecer sorprendente. Aunque el conjunto §
tenga un drea finita, el s6lido de revoluciéon A puede tener volumen infinito. Es lo que le ocurre
por ejemplo al conjunto § = { (x,z) ER? : x> 1, 0<z< 1/x?}, cuya drea es

o0 l/x2 oo
xz(s>:/ </ dz)dx:/ @y
1 0 1 X

Sin embargo, el volumen del correspondiente solido de revolucién A viene dado por
Foo 1/x? o dx
A3(A) :/xd(x,z) = / x / dz |dx = / — = o0
S 1 0 1 X

14.6. Coordenadas esféricas

Las coordenadas cilindricas son ttiles para problemas que presentan una simetria axial,
como ocurre con los sélidos de revoluciéon que hemos estudiado. Para problemas con simetria
respecto al origen, suelen ser més ttiles las coordenadas esféricas que ahora vamos a estudiar.

Las coordenadas esféricas de un punto P = (x,y,z) € R® se denotan por (r,0,9) y se
interpretan geométricamente como sigue. En primer lugar, r es la distancia euclidea del origen
al punto P, asi que P esté situado en la esfera de radio r centrada en el origen. Entonces ¢ es
la latitud de P, entendiendo que el ecuador esta contenido en el plano z = 0, siendo la latitud
positiva en el hemisferio norte y negativa en el sur. Vemos entonces que ¢ € [—7/2,7/2]
verifica que z = rsen@. El conjunto de puntos de latitud ¢ forman una circunferencia, el
paralelo de latitud @, cuyo radio es r cos@. Finalmente, 0 es la longitud del punto P en la
misma esfera, entendiendo que el origen de meridianos se sitia en el plano y = 0, siendo la
longitud positiva hacia el este y negativa hacia el oeste. Si P tiene longitud 6 € [—x, ], se
ha de tener x = r cos@ cosO, mientras que y = r cos® sen0. Esta interpretacién geométrica
ayuda a entender los razonamientos que siguen.

Consideramos el conjunto abierto Q = R x] — 1, n[x] —n/2,n/2[C R?, en el que se
define la funcién ¢ : Q — R> dada por

0(r,0,¢) = (rcos@cosd, rcos@send, rsen¢) V(r,0,0) € Q
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Para comprobar que ¢ es inyectiva, supongamos que ¢(r,01,91) = ¢(r2,02,¢02) = (x,y,2),
donde (r1,01,91), (r2,02,92) € Q. Entonces se tiene que
X 4yiit = rlz(coszel +sen®0;) cos® @) + 17 sen’ @y = 11
y andlogamente, x2 4 y? +z% = r22, luego r12 = r22, de donde r; = rp, ya que r,r € RT.
Deducimos que sen@Q; = z/r; = z/rp, = sen@,, y siendo @,9; €] —m/2, /2], esto implica
que @1 = @,. Como ademds, cos@; = cos@, > 0, tenemos ahora que

(cosel,senel) = ( ol Y > = ( o Y ) = (cosez,senez)

r1 cos@p’ i cosQ 12 cOs @’ 1 COS P

y siendo 61,0, €] — 7, [, concluimos que 6; = 6,. En resumen, (r1,01,9;) = (r2,02,¢92),y
esto prueba que ¢ es inyectiva.

Para buscar la imagen de ¢, sea (r,0,9) € Q verificando ¢(r,6,¢9) = (x,0,z) con x,z € R.
De rsen6 cos¢@ = 0, siendo r cos@ > 0, obtenemos que sen® = 0. Como 6 €] —m, [, esto
implica que 6 = 0, luego cos® = 1 y deducimos que x = rcos@ > 0. Asi pues, para x € R,
y z € R, se tiene que (x,0,z) ¢ 0(Q).

Equivalentemente, considerando el abierto G = R*\ (R, x {0} x R), tenemos ¢(Q) C G.
Para probar la otra inclusion, fijamos (x,y,z) € G, y observamos que (x,y) # (0,0) con lo que
tomamos 7 = \/x2+y2 +z2 € RT. De hecho tenemos z2 < r2, es decir, |z| < r, lo que permite
tomar @ = arcsen (z/r) paratener ¢ €| —m/2, /2| que verifica z = rsen@.

Aprovechamos ahora el estudio previo de las coordenadas polares. Como (x,y) € Ry xR,
tomando p = y/x2+y% >0, existe 0 €] — 7, w[ tal que p cos® = x y p sen® = y. Como por
otra parte x4+ y2 = r?2 —z? = r?cos?@, siendo r cos® > 0, obtenemos que p = r cos@, de
donde deducimos que r cos@ cos® = pcos@ = x y rcos@send = p sen® = y. En resumen,
tenemos ¢(r,0,9) = (x,y,z) y hemos probado que ¢(Q) = G. Asi pues ¢ : Q — G es biyectiva
y de hecho hemos visto que su inversa viene dada, para todo (x,y,z) € G por:

- 4
0 ' (x,y,2) = (Vx2+y2+22, 2arctg% , arcsenﬁ)
X2+ys+x VX“HYIF2z

Vemos que ¢ es de clase C* en Q, mientras que ¢ ' lo es en G. En particular, ¢ es un

difeomorfismo de clase C! de Q sobre G. En cada punto (r,0,¢) € Q las derivadas parciales
de ¢ vienen dadas por

%(r,e,(p) = (cosBcos@, senBcos@ ,senQ)
S—g(ﬁe,@) = (—rsenBcos@, rcosBcos@, 0)
g—i(ﬁea@) = (—rcosBsen¢, —rsen®sen@, rcosQ)

Esto permite escribir la matriz jacobiana y comprobar ficilmente que
det JO(r,0,9) = r? cos @ > 0 V(r,0,0) € Q

Teniendo en cuenta que una vez mds se tiene A3(R?\ G) = 0, podemos ya enunciar la regla
préctica que se usa en este caso.
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= Cambio de variable a coordenadas esféricas. Dado un conjunto medible A C R? y una
funcion medible f: A — R, consideramos el conjunto medible

E={(r0,0) e R"x]—m,w[x] —7/2,8/2[: (p cos@cosB,rcos@send,rsen@) €A}

y definimos g : E — R por g(r,0,0) = r?cos@ f(rcos@cos8,rcos@send, rsen@),
para todo (r,0,9) € E. Entonces f € L1(A) si, y sélo si, g € L1(E), en cuyo caso:

/f(x,y,z)d(x,y,z) :/r2COS(pf(rcoscpcose,rcosq)sene,rsen(p) d(r,8,9)
A E

Como ejemplo muy sencillo, pero suficiente para mostrar la utilidad de la regla anterior,
calculemos el volumen de una bola euclidea en R, que salvo traslacién podemos suponer
centrada en el origen. Tomamos por tanto

A={(xy2)eR : *+y*+ <R*}
con R € R". Est4 claro que el conjunto E, definido en el enunciado anterior, viene dado por

con lo que la regla anterior y el teorema de Fubini nos dan:

R ] /2
A(A) = / d(x,y,2) = /r2 cos @ d(r,0,¢) = / {/ (/ r? coscpd(p) dﬂ} dr
A E 0 o —m/2
R v R 4
:/ ( 2r2d9)dr:/ 4nr’dr=-nR>
0 -7 0 3

Como se puede adivinar, para calcular la integral de cualquier funcién, sobre la bola A
siempre serd conveniente usar las coordenadas esféricas, y ese cambio estard especialmente
indicado cuando se trate de una funcion radial, que en coordenadas esféricas s6lo dependera
de la variable r. Como ejemplo ilustrativo, fijado o € R, consideremos la funcién f: R — R
dada por

fyz) = (P +y2+22)%  V(xnyz) € R\ {(0,0,0)}
sin que importe el valor de f en el origen. Estudiemos la integrabilidad de f en la bola unidad
euclidea B = { (x,y,z) € R3 : x24+y2+2 < 1}, asi como en el conjunto R?\ B. Razonando
como antes, pero ahora con R = 1, tomamos

E =]0,1]x]—m,n[x]|—-n/2,7/2]

y el cambio de variable a coordenadas esféricas nos dice que

1 T /2
/f(x,y,z)d(x,y,z) = / r2%*2 cos @ d(r,0,¢) :/ {/ (/ p2o+2 COS(pd(p) de} dr
B E 0 - \J-7/2

1 T 1
:/ (/ 2r2°°+2de) dr:4n/ 22 dr
0 !’ 0
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La funcién potencia de exponente 202 es integrable en |0, 1] si, y s6losi, 2a+2 > —1,
es decir, o> —3/2. Deducimos que f es integrable en B si, y s6lo si, a > —3/2, en cuyo caso:

1
r20(+3 :| AT
0

- —3/2 . +oo
201 3 rar3  VOEI3/2, 4]

[ i) = 4x |

Para el conjunto C = R3\ B el razonamiento es analogo, pero tomando
E =]1,+eo[x]—m,n[x]-7/2, /2]

Obtenemos entonces que

+oo E /2
/f(x,y,z)d(x,y,z) = / r2%*2 cos ¢d(r,8,¢) :/ {/ (/ r2°°+2.coscpd(p) de} dr
B E 1 —n \/J-m/2

o0 T oo
= / ( 2 r2°‘+2de) dr = 47:/ r20t2 gy
1 —T 1

La funcién potencia de exponente 20 + 2 es integrable en | 1, 4o si, y s6losi, 2a+2 < —1,
es decir a < —3/2. Estos son los valores de o para los que f es integrable en C y se tiene:

= — 00 — 2
200+ 3 Vo€l »—3/2

r20L—|—3 oo 47
1 200+ 3

/Cf(x,y,z)d(x,y,z) =2n [

Deducimos que, cualquiera que sea o € R, la funcién f nunca es integrable en R3.



